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Uber die Form der FundamentalgroBen gewisser affinen Riume

Von ARTHUR MOOR (Szeged)

1. Einleitung. Zu Grunde gelegt sei ein gewohnliches Differentialgleichungssys-
tem von der Form

(1.1)

—— L 151, 50
dsM +1 ds * 7 dsM

M+ 1 s - ™ x
d - Sl (,‘ dx , '\):0, M= Or i=1 viny Ty

wo der Parameter s ein ausgezeichneter Parameter ist, da nach einer beliebigen
Parametertransformation sich die Funktionen r;,‘,*.. verdndern. Wir wollen aber
fordern, dall (1. 1) eine beziiglich einer affinen Parametertransformation im Falle
M =1 invariante Form habe. Die Losungskurven des Differentialgleichungssystems
(1. 1) kénnen als Bahnen einer affinen Geometrie der Linienelemente M-ter Ord-

nung (xf, x", ..., x™") betrachtet werden, falls sich die Form von (1. 1) bei einer
Koordinatentransformation
(1.2) e X x% 20 5%

mit nicht verschwindender Jacobischen Determinante, nicht verédndert. Die geo-
metrischen Eigenschaften der durch (I.1) bestimmten affinen Riume wurden
schon von vielen Mathematikern untersucht, von denen wir nur D. Kosamsi,
J. DouGLas und L. BErwALD erwihnen wollen (vgl. [2] -[5]), und die in gewissen
Richtungen die geometrischen Fundamentaltheorien dieser Riume entwickelt
haben.")

Die Koordinatentransformation (1.2) bestimmt fiir die GroBen s,y in
(1. 1) eine Transformationsformel, die auf Grund der Transformationsformel von
d,“vi‘»i

';?EIT leicht bestimmt werden kann. Es entsteht aber die Frage, wie ein geeig-
uy

netes 'y .1, aus anderen GroBen moglichst aus Vektoren und Tensoren, bzw,
aus verschiedenen geometrischen Objekten — zusammengesetzt werden kann.

Wir wollen im folgenden fiir M =0, | und 2 untersuchen, wie ein [(M+1) AUS
[(x). bzw. aus den partiellen Ableitungen dieser GroBe zusammengesetzt werden
kann. Wir bemerken schon hier, dal3 Fjl. ein kontravarianter Vektor ist, wihrend
die ng,. F(",“,. geometrische Objekte der Linienelementmannigfaltigkaiten ho-
herer Ordnung sind. Bei der Bestimmung der [y, (M =0, 1,2) wollen wir die

') Den .f_iall M =1 fur (1. 1) hat als erster D. Kosamsir untersucht (vgl. [5]).
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in der Theorie der geometrischen Objekte oft verwandte Methode der Funktional-
gleichungssysteme beniitzen (vgl. [1]). Es wird sich zeigen, daB es zweckmiBig

ist. den Vektor Iy, als GrundgréBe zu betrachten. Unsere Hauptergebnisse sind
durch die Formeln (3. 13) und (4. 15), (4. 16) angegeben. Diese Formeln bestimmen

die explizite Form von Ff;, und !'f;_,.
2. Der Fall M =0. Das zu Grunde gelegte Differentialgleichungssystem ist jetzt
nach (1. 1):
dx

==t {1y (x)=0.

2.1

Da nach einer zuldssigen Koordinatentransformation (1. 2)?%)

d.?i i d\‘" i def (’-’.i:'.
el y e 5 B30

gilt. und die Form von (2. 1) koordinateninvariant sein soll, muf§
(2.3) T (%) = AT(H(x)

gelten, d. h. Iy ist ein kontravarianter Vektor.

Das Differentialgleichungssystem (2. 1) ist gegeniiber der Parametertrans-
formationen
¥ =s5+a (a: Konstante)
und nur fiir diese invariant,

3. Der Fall M =1. Aus (1. 1) folgt, daB jetzt das fundamentale Differential-
gleichungssystem die Form

d3xi

is2

r:h(-\'- x}=0, _\-'fﬂﬂ
ds

3.1
hat. Die Forderung, daB (3. 1) beziiglich einer affinen Parametertransformation
£3.2) s* = as+b (a. b: Konstante)

invariant sei, ergibt. daB I';(x, x") in den x"" homogen von zweiter Dimension
sein mul3.
Nach einer zulissigen Koordinatentransformation (1. 2) gilt

a*x d?x" i i ; i def ox
(3.3) T = g A+ Ay, An

oxrons
und somit folgt aus der Forderung der Koordinateninvarianz von (3. 1)

(3.4) T2y (R, X) = Tay(x, x') AL — AL x"x’.

*) Die Koordinatentransformation (1. 2) ist zuldssig, wenn die /" fiir das gegebene Problem
hinreichend oft differnzierbar sind und die Jacobische Determinante nicht verschwindet.
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o
Nehmen wir jetzt an, daB I(s, eine Funktion von I, —‘“' und x'/ ist, d. h.
N i erf ; g
(3.5) reZ):Fcfh( -._tk”- ]"-‘1““\-1)'
X ,
Nach einer zuldssigen Koordinatentransformation (1. 2) wird
or!
(3.6) r|21— Fm( ‘-._l:‘ r|l> X ')
bestehen. Beachten wir jetzt, dall nach (2. 3)
i
(3.7 ‘.r_‘;—’ = ‘—['_l’- Al AL+ TnAh4i, A< ﬂfk
‘X axs X

besteht. (da die Jacobische Determinante von (1. 2) als von Null verschiedc_n vor-
ausgesetzt wurde. existiert offenbar 44). somit folgt aus (3.4) — (3. 6) in Hinsicht
auf die Transformationsformeln (3. 7). (2. 3) und (2. 2)

5

- FrZI(( r“I riln- ’j)/“i -~ -;{i_\.\"r.\"’

¥ B
Fl"l(“ _-“f'J k"‘rllIAriAk» r'II X rt‘i:):
(3.8) ' '

Die Relation (3.8) muB aber in A,. A,, eine Identitiit sein, falls nur Det
(A;) =0 gilt. Da A;=43; gesetzt werden kann und somit aus

(3.9) A;Ai::’ii

auch A{=d{ folgt, bestimmt (3. 8) fiir die unbekannten Funktionen Ff;, das Funk-
tionalgleichungssystem

i r i r o —3 2 k
(3.10) Fm( i ‘*" Ry p INT T SO r) = F;z,(‘, “" Iy, x :) — AL X"X",

in dem die A/ die Veriinderlichen sind. Offenbar ist (3. 8) ebenfalls ein _Funktional-
gleichungssystem fiir die Funktionen F3). wo die Veriinderlichen die A;. A sind.

die ,-,’ sind aber wegen Det (4/) =0 von einander nicht vollstiindig unabhiingig.
Das Gleichungssystem
o rlll i i

-4 * X
(3. 11) ez = ——d Zrk = Zke
X

ist im allgemeinen auf z/, auflésbar, da (3. 11) aus #* Gleichungen mit insgesamt
Ln?(n+1) Unbekannten besteht. Es sei

"n\_ (\J
cine Losung von (3. 11) und wiihlen wir in (3. 10) A4/, =G/;. Da jetzt

(.., rifi}

axx

(3.12) FyGh = —
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besteht, wird aus (3. 10) und (3. 5)

(3.13) F2) = Grs(x)x""x™ + H2 (T, x*)
mit A ' ‘
H3(Ty, x1) % F5(0, Ty, x7).

Unsere Resultate beziiglich der Form von I'(z, kénnen wir im folgenden Satz
zusammenfassen:

Satz 1. Die allgemeinste Form von I\, die aus den I'(y, gebildet sind. ist durch
(3. 12) und (3. 13) festgelegt. Die H3(I(y,. x") sind im Koordinatensystem x' in den
Xt von zweiter Dimension homogene Funktionen. (Es ist auch H3=0 mdglich.)

Die Transformationsformeln von G!, und HY sind aber selbstverstindlich
auf Grund von (3. 4) nicht beliebig. Wir beweisen den

Satz l1a. /st (3. 12) giiltig, so ist
(3.14) Finy Gl = Tin(Go AL AL — At A).
Beweis. Es ist nach (3. 12) und nach der Transformationsformel (3. 7)

~ T
— At f'rm (rulr b
FyGm =——z— = x An 'h—rm i

Beachten wir nun wieder die Formel (3. 12), so erhilt man unmittelbar die Formel
(3:14y. w. . b- w.

BEMERKUNG. Es kann leicht verifiziert werden, daf3 (3. 14) erfiillt ist, falls
GJ, der gewdhnlichen Transformationsformel der affinen Ubertragungsparameter
genugl In diesem Falle mul A% in (3. 13) ein kontravarianter Vektor sein, wie
das in Hinblick auf (3.4) leicht folgt. da jetzt die Transformationsformel von

['q:;-G,_‘.\ xS mit der Transformationsformel eines Vektors ubereinstimmt. Da
aber GJ nicht eindeutig festgelegt war, ist selbstverstindlich auch seine Transfor-
mationsformel durch die Definitionsgleichung (3. 12) noch nicht vollstindig be-
stimmt: die Transformationsformel von G/, kann aber nur so gewiihlt werden,
daB (3. 14) giiltig sei.

Fm

Die Formel (3. 12) zeigt, dall aus — Fm und x’/ eine Grolle l‘p mit der

Transformationsformel (3. 4) gebildet werden kann. Wir beweisen jetzt den fol-
genden

r 1] ¢ . - | ‘ &
Satz 2. Aus — ', X'/ kann keine Grife Tis(x. x') gebildet werden so, daff
& . I
CX
I2y(x, X') in den X'/ homogen von zweiter Dimension sei und (3. 4) bestehe.

Bewris. Angenommen. dafl statt der Formel (3. 5)

i i ‘rHl '
r;ll = Fllll & % d
f X J



Affine Ridume 203

gelte, wiirde man statt (3. 8) das Funktionalgleichungssystem

-1/
1)

- =
(-r(II Py | 3 ¥ | L ’ ] f. ’q i i ’ e
Ar i+ Tin An AR X7 A7 | = Fo)\ 0, X7 A7 = Apx”x"

oxs

(3.15) F.E.(

bekommen. Fiir 4),=0, A= 0] wiirde man wegen A, =0 '0; aus (3.15)

-/ Ard
X L1 i {oy
F,Ia] g 0xX7 | = e‘iﬁg, s 0 o)
axe " o ax*

bekommen. I(;, wire somit in x’/ homogen von erster Dimension; das ist aber
ein Widerspruch zu unserer Annahme.

4. Der Fall M =2. Das fundamentale Differentialgleichungssystem hat jetzt
die Form:
d3xi

ol 24
i del (!'\‘ ] defl’ (! x*
= R — -
ds

- X .
ds ds?

(4. 1) s r:_;,(.\'. Xt y=0.

Da (4. 1) beziiglich einer zuldssigen Koordinatentransformation (1. 2) invariante
Form haben soll, und
d3x = 41O X"

—3 .

4.2) ds? Sos T 3ARX"X 4 Apexxx"
: .

besteht, muB I3, der Transformationsformel

(4.3) Ti3)(%, &, %) = AiT(3)(x, X'y X7) = 3Aps XX’ — Absy X7 7X"5Xt
geniigen, wo o ::, ji,, — wie gewdhnlich — die partielle Ableitungen von X/(x)
nach X, (x", x*), bzw. (x", x5, x') bedeuten.

Setzen wir jetzt voraus, daB I3, eine Funktion von x'/, x"/, '3, und seiner
partiellen Ableitungen ist, d. h.:

» ’ = j-, - j-‘ »
(4.4) [y = f'.‘.x.(‘,r Ry PR L . \)

oxk T ox’*’

Die entsprechenden Transformationsformeln dieser GroBen erhilt man aus (2. 2).
(3. 3) und (3. 4). Nach partiellen Ableitungen von (3. 4) bekommt man wegen?)

‘:-\_'\ ] M 8 ("!'\-’s 5
(4 5) vk = — /I',-.,,Ai A;.\' X ?{,* = Ak

o5 Die Transformationsformeln (4. 5) erhidlt man durch partielle Ableitung der Transfor-
mationsformel
Xt = x"

der kontravarianten Vektoren in Hinsicht auf die Formel (3. 9).
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die Transformationsformeln:

Ty _ 0T B i 2
SR = SO LA — R A A AT AT+
(4. 6) cxX cx° ox™

+ T2y Aps Af — Apg ALXTX"5 + 2 Ayy Apm AL AL X7?X™,

o oG
) e A A AL

- P
r'\

(4.7)

Das charakteristische Funktionalgleichungssystem von (s, = Fy erhilt man,
wenn einerseits (4. 3), andererseits die aus (4. 4) folgende Transformationsformel

beachtet wird. Man erhilt
" AT AT
i Lr‘2| (r(2| —1 ] e Lo
Fol —=-.,—=+.T4), X/, X" |=
(3) ("xk ox L (2)

- ol T .y . _
4:- F}’:"( 3 I—‘)zj‘ s J' A 3 11‘\ X . J"ru \ \ \'

axk * ox**

4.8)

wo auf der linken Seite fiir die entsprechenden GroBen (4. 6). (4.7) (3.4), (2.2)
und (3. 3) beachtet werden mii3ten.
Im folgenden wihlen wir solche zulidssige Koordinatentransformationen, fiir

die Al =Ai=5! ist. Aus (4.8) wird dann:

ox’

arf
i frqz; c rm b i
FT;”( Apk\ "4-1—",/1,,. qu..\' rX*+

rzi ’ f 7 . ’i i
T8 2 fhx'r, Thy— Abx'x, X0, x"1 +

¥l | ’ _' ’
+ 2 A1 X" A X'?, 5=
‘x

4.9) : _
5 T i (.r(,h f‘ri’h j o
+ ApXx"X? ) = Fo\ = » 5o » T X4, X7 | —
o
— 3 A X" — A XXX,
Ay, bzw. AL, sollen nun die Losungen der folgenden Gleichungssysteme sein:
-~
{'rl‘l "y
(4.10) = —245xT =0,
cx
f‘r"lz oy = =i = ,
4.11) 300 A BN TR Tl = Ak X AL A = ),

A vk ‘?"-’ %

Aus (4. 10) ist 4,.,. nicht eindeutig bestimmt, da (4. 10) nur aus n* Gleichungen
besteht mit 1n?(n+1) Unbekannten. Es sei AL =Gl eine Lésung von (4. 10),
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dann ist nach (4. 10)

N DI ) : ;
(4.12) Gax" = Apx" = 5 =2, b= G
2 ox
Substituiert man das in (4. 11), so wird:
= bt B
(4. |3) Ar‘]‘-.\' X - (1\-1; +‘ r|1|Gr].-.

Setzen wir nun in (4. 9) AL =G, AL.x"x"s aus (4. 13) ein, so wird unter Beachtung
von (4. 12):

T | AT
i C
£ (2 (2)

3 f‘r:;, r i
_— 2L L .
X Xt Iz PP + Hjy,

4.14) Fy=Fo = > o ¥

ox!
wo
i ; ; 1 ory W
i i J ) g ¥} ow (2) sy
Hy = h;)(O. 0, I'i;,— 2 ay's X% X/, X7+ 2 ax X
bedeutet.
Wir beweisen den folgenden

Satz 3. Die durch
ol dof 3 “trtl.!r i s ('-‘r{'z. i | - 5r;z;

4. -y =t S o s
(4.15) I'ts 2 ox’T axt Y 2

bestimmte Griofle geniigt dem Transformationsgesetzr (4. 3).

Bewels. Es ist auf Grund von (4. 15)

i PR P
T 30y em y Oy | 5 [
(3) = gt i e~ -+ i
2 OxXT oxt 2 ox”’

Wir miissen jetzt nur der Reihe nach die Transformationsformeln (4.7), (3. 3),
(4. 6). (2.2) und (3. 4) beachten, so bekommt man nach elementaren Rechnungen
wegen
Ardy = 85,
und in Hinsicht auf die Definitionsformel (4. 15) die Formel:
T4, = F{‘;,E: - 3§:,,_\"’A\'"F — Abe XXX,

Vergleichen wir das mit (4. 3), so folgt unmittelbar die Richtigkeit des Satzes.
Aus (4. 14) und (4. 15) folgt auf Grund von Satz 3 der

Satz 4. Die allgemeinste Form von I’ ; 3y I8t durch
(4. 16) s = T+ Hi
angegeben. wo HY einen Vektor bedeutet.

Wir haben also durch (4. 15) und (4. 16) I'{3, aus I'(3, und aus seinen partiellen
Ableitungen bis auf einen Vektor bestimmt.
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Nehmen wir nun an, daB in der Formel (4. 16) Hi =0 ist. Auf Grund von
(4. 15) geht jetzt das fundamentale Differentialgleichungssystem (4. 1) in

¢ sxeal sl P
(4.17) 0. + 2 i 4 S Xl v+ : e '(._'r'(.:-j =0

ds? - BT R 2 ox’r
iiber. Es gilt nun der folgende

Satz 5. Die Form von (4. 17) ist beziiglich einer affinen Parametertransformation
(3. 2) invariant.

Bewers. Iz (x, x7) ist in den x"' homogen von zweiter Dimension. Dasselbe
Bt o]

'rl.’.l

; . 0l . ( : o y

ailt auch fir .\"'. Es ist aber 7" offenbar in den x* homogen von erster Di-
cx ox

mension. Aus den Formeln:

dx’ dxt d2x d2xx e Ll d3x
= a, 5~ = =~ a2, — = ;al
ds ds* ds? ds*? ds’ ds™-

und aus der Homogenitiit von I3, folgt nun aus (4. 17) unmittelbar die Behauptung
des Satzes.

Satz 6. Jede Losungskurve x'=Xx'(s) des Differentialgleichungssysiems (3. 1)
geniigt auch dem Dif ferentialgleichungssystem (4. 17).
Bewerils. Nach (3. 1) ist
diy

rr:l(-t- .\") = — dS: - _.‘;nr-

Das Differentialgleichungssystem (4. 17) geht somit in

: i Gt
d’x* I , oL
gL el Lt

pt AR ! L 4 — 0
¢ f"‘. 3 (‘.b\.r 7 ' (‘:“,' T
iiber, was man in der Form
(4. 18) —d—(ﬁfwr [z (x, .\")) =0
ds \ ds*

schreiben kann. Da xi(s) eine Losung von (3. 1) war. ist auch (4. 18) erfiillt. und
das beweist den Satz.

5. Schlufibemerkungen. In den Paragraphen 3 und 4 haben wir die entsprechen-
den Groben I(y.;, — die durch die Differentialgleichungssysteme (3. 1). bzw.

(4. 1) die Bahnen der affinen Geometrie bestimmen — aus den Grolien Ff,u, (M=1,2)
und aus deren partiellen Ableitungen aufgebaut. (Vgl. die Formeln (3. 13) und

(4. 14).) I'{y, war nach der Transformationsformel (2. 3) ein kontravarianter Vektor.

den wir als ,a-priori” gegeben vorausgesetzt haben. Die GroBen Iz, mit dem
Transformationsgesetz (3. 4) kdénnen bekanntlich leicht aus einem symmetrischen
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rein kovarianten Tensor zweiter Stufe 7, (x) gebildet werden: es wird:

i i =g
- = o 1k
(5.1) 2 {ik,fu;--'\ X
WO {}11{ die zum Tensor 7y, gehorigen Christoffelschen Symbole (s. etwa [6])
bedeuten. Fiir HY =0 gibt (3. 13)

(5 2) M, = Gr(x) XX,

wo G, der Gleichung (3. 12) geniigt. Es ist aber zwischen { } und G‘;k ein we-
N

i
Jk

sentlicher Unterschied, denn {1} ist durch die y,, ¢,7;; vollstindig bestimmt,
y (y)
wiithrend Gj, durch die Gleichungen (3. 12) noch nicht vollstindig bestimmt ist,
da das Gleichungssystem (3. 12), wie wir schon bemerkt haben, aus n? Gleichungen
fiir die 1n%(n+1) unbekannten G, besteht.
Aus den Definitionsgleichungen (3. 12) kann aber gefolgert werden, dal} die

/. nur von den x' abhiingig sind. Die durch (3. 13) festgelegten GroBen I'{2, haben
somit einen ziemlich speziellen Charakter.
Beziiglich der GroBen I'(5,. die durch die Formel (4. 15) bestimmt sind. wollen

wir bemerken. dall diese durch die l':;,[.\'. x') bzw. deren partiellen Ableitungen
vollstindig festgelegt sind.

Bei der Herleitung der Formel (4.15) waren nur die Transformationsformeln
(3.4), (4. 6) und (4.7) beniitzt, die T'(>(x, x") waren sonst beliebig.

Die Berwaldschen I''(x, x7) (vgl. [2]. Formel (1. 4)) konnen also auch fir die

Bestimmung von Iy, beniitzt werden: I'(», braucht also nicht die Form (3. 13)
haben.
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