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Eine allgemeinere Methode in der Theorie
der Funktionalgleichungen, II*

Von E. VINCZE (Miskolc)

Mit der im ersten Teil ausgefiihrten Methode kann man auch die wichtigen
und viel behandelten Funktionalgleichungen

C(:l _9_:2, = C(:]} C{:;}—»g(:]) S(:zlo

S(zy +z;) = S(z;) C(z3) + S(z5) C(zy)
der trigonometrischen Funktionen bzw. deren Verallgemeinerungen einzeln behan-
deln. Beziiglich der Literatur dieser Funktionalgleichungen weisen wir nur auf die
Arbeiten [23], [26]. [24). [22]. [21). [25]. [2]. [!] und [19] hin. die vielleicht die

wichtigsten sind. In [1] bzw. [19] kann man die (fast) vollstindige Literatur dieser
Funktionalgleichungen finden.

§ 4. Die Cosinus-Funktionalgleichung

Wir betrachten jetzt die Funktionalgleichung
(4. 1) C(z, %2,) = C(z;) C(z2)— S(z,) S(z,)
[z1, 22, 2y % 2, € Q01 C(2), S(2): O —~ 0.
die man oft die Cosinus-Funktionalgleichung nennt. Q, ist eine beliebige abelsche
Gruppe mit der Operation =, % z,, also hat sie auch die folgende Eigenschafi: es gibt
ein solches Element a in Q. bei dem die Gleichung a = = =/_ fiir alle [ eine Lisung
hat. Weiter ist Q eine beliebige Menge von komplexen Zahlen.

Die Losungen der Funktionalgleichung (4. 1) werden durch den folgenden
Satz angegeben:

Satz 4. Die allgemeinsten komplexen Lisungen der auf Q, geltenden Funktional-
gleichung (4. 1) sind die folgenden Funktionen und nur sie:

| . 1
8 [(x+ B)oa(2) = (2= B (2)].  S(2) = 28

2 —pi=1, B#0;
(c3) C@) =yl e S(z) = Y (@)

(c,) C(2) =, (W, (2) = ¥a(2)).

* Diese Arbeit ist eine Fortsetzung der in Publ. Math. Debrecen. 9 (1962), 149 — 163 erschie-
nenen Mitteilung. Die Numerierung der Formeln, Sdtzen und Literaturangaben ist fortlaufend.
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wobei ¢ (z) bzw. W, (2). Yry(2) und i (2) beliebige den Cauchyschen Funktionalgleichungen
4.2) Pz * 23) = @(z)) + ¢(z,),
(4.3) Wiz = 23) = w(z)(z,)

(21522, 2, % 23€ Q: @(2), ¥(2): Qp—~ O]

geniigende komplexe Funktionen bezeichnen und x, f beliebige komplexe Konstanten
sind, mit den obigen Einschrdnkungen. Es gibt keine andere Losung.

Bewkels. Wir konnen uns leicht iiberzeugen, daB die Losungen (c¢,)—(c,) mit
den obigen Einschrinkungen fiir die Konstanten (und nur mit diesen) die Funktional-
gleichung (4. 1) tatséchlich erfiillen. Des weiteren miissen wir also nur zeigen. dal3
die Losungen von (4. 1) alle der Gestalt (c,) oder (c,) sind.

Verwenden wir die Gleichung (4. 1) fir z, % [ % z, und niitzen wir die Assozia-
tivitdt der Operation =, % =, aus. so erhalten wir

C(zy %L *23) = C(zy %0) C(z3) — S(z; %) S(z;) =
= C({ %2;) C(z;)— S({ *2z,) S(z),
woraus sich wegen { =z, = z, %{
C(zy, % {) C{:,): S(z, %{) S(zy)
Clza %) C(zp)| ~ | Sz %0 SG)

ergibt. Mit den vorigen Bezeichnungen (vgl. § 1.) konnen wir diese Gleichung in
die Gestalt

(4. 4) A[C(z, %{), C(z2)] - A[S(z, %), S(z,)]=0
schreiben. ..Erweitern™ wir diese Gleichung mit C(z;). dann folgt

A[S(zy %0 S(z;). C(z3)] =0,

0

die nach § 1. 4. nur in den Fillen

A.
(4. 5) C(z)=0,
B.
(4. 6) S(z) = 5,C(2) (f, = konst.).
oder
Cs
4.7 SE#*0) = M) S+ M,y C(2)

erfiillt ist.
A. Setzen wir die Funktion (4. 5) in die Gleichung (4. 1) ein, dann folgt
S(zy) S(z;) =0,
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also ist S(z) =0. Dieses triviale Losungspaar C(z) = S(z) =0 enthalten die Losungen
(c,) —(cy) in den Fillen (z) =¢,(2) =0 bzw. s (z) =0. Damit ist der Fall A erledigt.

B. Im Falle (4. 6) erhalten wir aus (4. 1) die Pexidersche Funktionalgleichung
(4.8) C(zy *¥z3)=(1-p3)C(z,)C(z,).
Da wir den trivialen Fall C(z) =0 in A schon behandelt haben, konnen wir voraus-

setzen, daB 1 — fif =0 ist. Dann folgt aus (4. 8)

|
C(z) = —5
1-pi

(vgl. [20]). wobei ,(z) eine beliebige der Cauchyschen Funktionalgleichung (4. 3)
geniigende komplexe Funktion ist.") Weiter ist aus der Gleichung (4. 6)

y(2)

- — __I;l 2
S(z) = - f3 P, (2).
Mit den Spezialisierungen
+ 32 @2
N RIS | — B3

| SLaLRE

ist dieses vorige Losungspaar in der Losung (c,) enthalten, und auch die Bedingungen
7* —f% = 1. f#0 sind erfiillt. Damit ist der Fall B erledigt.

Wir betonen, dall die Gleichungen (4. 5) und (4. 6) die lineare Abhingigkeit
der Funktionen C(z) und S(z) bedeuten. also kdnnen wir im weiteren voraussetzen,
daB die Funktionen S(z), C(z) voneinander linear unabhéingig sind.

C. In der Gleichung (4. 7) niitzen wir zuerst die Symmetrie der linken Seite aus,
so ergibt sich die Gleichung

(4.9) AM,, S)+A(M,, C) = 0.
.Erweitern™ wir sie mit C, dann folgt
AlM;, S, C) =0,
Diese Gleichung ist nur im Falle
(4. 10) M(z) = B,S(2)+B,C(2)
(f,. f»=Kkonst.)

erfiillt, da die Funktionen S und C schon als voneinander linear unabhiingig voraus-
gesetzt sind.
Setzen wir die Funktion (4. 10) in (4. 9) ein:

AB,S+B,C, SY+AM,, C) = A(B,C, S)+AM,.C) =
= A(—p,5.C)+A(M,,C) = A(M,—$,5.C) = 0,
') Wir betonen. dall die Eigenschaft der Menge Q, beziiglich der Losbarkeit der Gleichung
axz = [ nur bei der Losung der Pexiderschen Gleichung (4. 8) ausgeniitzt wurde. Wenn diese Glei-

chung unter schwicheren Bedingungen auflésbar wiire, kinnen wir den Satz 4 auch in allgemeinerer
Form behaupten und beweisen.
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a'so ist wegen C(z)=0

(4. 11 My(z) = f,5(z) = BC(2) (fi; =konst.).

Mit den Funktionen (4. 10) und (4. 11) ergibt sich aus (4. 7)

(4.12)  S(zy %23) = B, S(z1) S(z2) +B25(zy) C(z3) + B, 5(z,) Clzy) +
+B3C(z,) C(z,).

Um fiir die Konstanten f,, fi,, f; weitere Einschrinkungen zu erhalten, setzen wir
die Formeln (4. 1) und (4. 12) in (4. 4) ein:

A[C(z)) C(O) = S(zy) SQ), C(z2)]1—
= A[B1S(z1) SO+ B25(zy) CO) + 2 S(0) C(zy) + f3C(z)) C), S(z))] =

= C(O A[C(z)), C(z3)] = SO A[S(zy), C(z2)] —

=B SO A[S(z)), S(z22)] = BC(Q) A[S(zy), S(z2)] -

—B2S(0) A[C(z)), S(z3)]1 = B3C(0) A[C(zy), S(z2)] =
= [(1 =) SO —LCO] A[C(zy), S(z,)] = 0.

Wegen der linearen Unabhéngigkeit der Funktionen C(z) und S(z) folgt
A[C(z,), S(z,)]#0,

d. h. es gilt
(1=p2) S0 —B3C(1) =0,

woraus sich wieder wegen der linearen Unabhidngigkeit der Funktionen C(z) und
S(2)
B.=1, B3=0
ergeben. Die Gleichung (4. 12) vereinfacht sich also auf
(4' 13) S(—-l X —_3.} — ﬂIS(I:{)S(:Z}‘{‘ S(3|}C(:2)““ S(:Z)C(:l}'

Jetzt wollen wir aus (4. 13) und (4. 1) ein Cauchysches Gleichungspaar der
Gestalt

4. 14) {C(:l % 2,)+ 8, 8(z; % 25) = [C(zy) + 8, S()[C(z5) + 8, S(z2))
' C(zy % 2;)+0,8(zy % 2,) = [C(z,) + 35 8(2))][C(z5) + 6, S(z5)]

erhalten, worin d, # 9, ist. Um dies zu erreichen. bilden wir auf Grund von (4. 1)
und (4. 13) den Ausdruck

C(zy ¥z)+ (B +7)S(zy %23)
und wiihlen wir dann den Wert y so. daB} die entstehende Gleichung eben der Gestalt

D9
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(4. 14) sei:
(4. 15) Cizy*2)+ B+ Sz % 23) =
= [C(z))+ (B + 1) SCEIIC(z2) + (B, + 7) S(=,)).
Schreiben wir beide Seiten ausfiihrlich aus, so ergibt sich
[CE)+ B+ NSENICED +(By +7)S(22)] =
= C(z,)C(z3)— S(z)) S(z) + (B, +7)B: S(z) S(z2) +
+ (B + 1Sz C(z3) +(By 4 7) S(2,) C(zy),
[(By+7 =B+ +1]15(z))S(z2) =0
sein. Wegen S(z)= 0 ist das nur dann mdglich, falls
(4. 16) ’+pr+1 =0

also muss

gilt, wo man die folgende zwei Unterfillle unterscheiden muss:

C. 1.

(4.17) B —4=0,
o 3
(4.18) B —4=0.

C. 1. Das Cauchysche Gleichungspaar (4. 14) kénnen wir dann und nur dann
erhalten, wenn die Gleichung (4. 16) fiir y zwei verschiedene Losungen hat, also
falls (4. 17) besteht. Dann ist

1

}'l.-’.-_ 2[ ]——l’[iz ]
und folglich
7 1 s
\"1 =P+ = 5 [ﬁt +V B3 _4]-
(4. 19) ;
"‘52231 rth= 2[ﬁ —Vp; —4].
Jetzt fithren wir in (4. 14) die Bezeichnungen
WU, (2) % C(z)+ 3, S(2),
V2(2) & C(2)+ 0, 5(2)

ein, wobei die Funktionen ¢,(z) und ¢,(z) der Cauchyschen Gleichung (4. 3)
geniigen. So erhalten wir das folgende L&sungspaar:

1 ! £ 1
C(-—) — (51 _("2 [‘)ﬂbz(—)“f’zd’l(-}]. q(—) - (st _62 [wl{"}_ d‘flt')]'

(i| =, T4
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Wegen (4. 19) sind diese Losungen tatsdchlich der Gestalt (¢,). Damit ist der
Fall C. 1. erledigt.

C. 2. Jetzt betrachten wir die Gleichung (4. 18), als eben i, = + 2 ist. Das sind
im wesentlichen zwei verschiedene Unterfille, aber trotzdem k&nnen wir diese
gleichzeitig behandeln.

Natiirlich besteht die Gleichung (4. 15) auch jetzt und da

L _1 —
ﬂl'-"r-ﬁl 2131———l

gilt, konnen wir statt (4. 15) die Gleichung

C(z; %2;) £ S(z4 *2;) = [C(z,) £ S(z))[C(z5) £ S(z,)]
schreiben. Also erfillt
(4.20) Y ()L C(z) L S(2)

die Cauchysche Gleichung (4. 3). Diese Bezeichnung und f, = +2 vereinfachen
die Gleichung (4. 13):

{S(:, ¥ 2;) = +25(2,)5(z,) + S(z) [ (z2) F S(z2)) +
+ S () FS(ED] = SEDY () + S(2)Y ().

Wir konnen jetzt voraussetzen, dall (z) =0 fiir alle z besteht. Im Gegen-
falle. wie das bekannt ist.?) wiire /(z) =0 wegen 1/ (z,) =0, was laut (4. 20) eben die
lineare Abhingigkeit der Funktionen C(z) und S(z) bedeuten wiirde, aber im vori-
gen haben wir diesen Fall ausgeschlossen. So kann man in (4. 21) mit

Wiz %23) = Y(z)y¥(z) #0
dividieren. Dadurch ergibt sich die Cauchysche Gleichung

(4.21)

S(zik3z) _ 5(z)  S(z)
Wz, *z;) W(zy)  Ylz;)
der Gestalt (4. 2). Fithren wir jetzt die Bezeichnung

>(z)
(z) def 2
piste w(z)
ein [vgl. (4. 2)] und betrachten auch (4. 20), so folgt das Loésungspaar
S@)=v(2)qy(2),
C2) = ¢ ([ £g¢))

das tatsichlich der Gestalt (¢,) ist.
Damit ist der Fall C. 2. erledigt und auch der Beweis ist vollendet.

) Das folgt eben aus der Gruppeneigenschaft von Qu. Es sei noch bemerkt, daB wir die
Gruppeneigenschaft nuar hier ausniitzen miissen.
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§ 5. Die Sinus-Funktionalgleichung
Als eine weitere Verwendung dieser Methode behandeln wir auch die Lésung

der Funktionalgleichung
(5..1) S(z; ¥2,) = S(z4)C(z5)+ S(z,)C(z,)

[21, 22, 2, %2, € Qg; §(2), C(2): Qo—~Q),

die man oft die Sinus-Funktionalgleichung nennt. Die Bezeichnungen und die
Bedingungen sind die vorigen (vgl. §4.).
Es gilt der folgende

Satz 5. Die allgemeinsten komplexen Losungen der auf Qg geltenden Funktional-
gleichung (5. 1) sind die folgenden Funktionen und nur sie:

(dy) S(z)=0,

C(z) eine beliebige komplexe Funktion;
(dy) S(2)=v(2)g(2).

C()=y(2)
(ds) S(z) = a Y, (2) = ¥2(2))

€)= 5 1 () + 23]

wobei ¢ (z) bzw. Y(z), Y, (2) und Y,(z) beliebige den Cauchyschen Funktionalglei-
chungen (4. 2) und (4. 3) geniigende komplexe Funktionen bezeichnen und x eine beliebige
komplexe Konstante ist. Es gibt keine andere Lisung.

Beweis. Die Funktionen (d,)—(d;) sind tatsdchlich Loésungen: wir haben
also nur zu beweisen, daBl die Losungen von (5. 1) alle von der Gestalt (d,)—(d;)
sind.

Verwenden wir die Gleichung (5. 1) fur z, % %z, und niitzen wir die Asso-
ziativitdt und Kommutativitéit der Operation z, ¥ z, aus, so erhalten wir die Glei-
chung

S(zy %% z3) = Sz, % C(2;) + S(2) Cz #) =

= §(z,))C(z; %) + S(z; %) C(zy),
d. h. mit der von uns gebrauchten Bezeichnung ergibt sich
£9.2) A[S(zy %0), C(z)] +A[C(zy %), S(z3)] = 0.
Erweitern” wir diese Gleichung mit C(z;), so folgt
A[C(zy %0), S(z2), C(z3)] = 0,
A[C(z; #0), C(z,), S(z3)] = 0

was mit der Gleichung
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equivalent ist. Diese Gleichung ist nur in den folgenden Fillen erfiillt:
A.

(5.3) S(z)=0,
B.

(5.4) C(z2)=f,5(z) (f}; =konst.)
C.

{5:.5) Czy %0 =M )SE)+M,(0)C(z).

A. Im Falle (3. 3) ist auch eine beliebige komplexe Funktion C(z) mit S(z)=0
ein Losungspaar von (5. 1). Das liefert eben die Lésung (d,). Im weiteren kdnnen
wir also voraussetzen, daBB S(z)Z0 ist.

B. Falls (5. 4) erfiillt ist, so folgt die Pexidersche Gleichung
(5.6) S(zy %23) = 28, 8(z1) S(z,)

aus (5. 1). Es ist klar, daB f, #0 wegen S(z)# 0 ist (vgl. [20]), also ist die Losung
von (5. 6)
1

p

wo Y(z) eine der Cauchyschen Gleichung (4. 3) geniigende komplexe Funktion
ist.?) Weiter ist aus (5. 4)

S@) =5 : v (z),

CE) = 5 ¥0o)

Die Losung (d,) enthilt auch dieses Losungssystem, und zwar im Falle ¥, (z) =0.

Damit ist auch der Fall B erledigt. Auch hier betonen wir, daB die Gleichungen
(5. 3) und (5. 4) eben die lineare Abhingigkeit der Funktionen S(z) und C(z) be-
deuten. Im weiteren konnen wir diese Fiille auller acht lassen.

C. Bei der Gleichung (5. 5) niitzen wir zuerst die Kommutativitit der linken
Seite aus und dhnlich wie vorher erhalten wir die Gleichung

(5.7) AM,, S)+A(M,,C) = 0.
,.Erweitern” wir diese Gleichung mit S, so ergibt sich
A(M,, C, S)=0.

Wegen der linearen Unabhingigkeit der Funktionen S(z) und C(z) besteht diese
Gleichung nur im Falle
(5. 8) M,(z) = B,C(2) + B2S(2)

(f,, B, =konst.).

) Die FuBnote 1) beziiglich der Pexiderschen Gleichung (5. 6) ist auch hier unverdndert
gliltig.
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Setzen wir diese Funktion in (5. 7) ein, dann folgt
AM,, S+ AP, C+p,S5,C) = AM,, S)+A(S,S,C) =
= A(M,, S)+A(—B,C, S) = A(M,—B,C. S) = 0,

woraus sich wegen S(z)#Z0

(5.9) M,(z) - B,C(z) = p3S(2) (/s = konst.)
ergibt. Mit den Funktionen (5. 8) und (5.9) erhalten wir aus (5. 5) die Gleichung
(5. 10) C(zy ¥ 23) = B C(2))C(z2) + B, S(2,)C(z,) +

+B25(z,)C(z) + P3S(z,)S(z,).

Um fiir die Konstanten f8,, f,, f; weitere Einschrinkungen zu erhalten, set-
zen wir die Funktionen (5. 1) und (5. 10) in (5. 2) ein:

A[S(z)C()+ S C(zy), Clz)] +
+A[B,C(z,) C(Q) + B2 S(z)C() + B2 S C(zy) + B3 S(z,) S S(z2)] =
= C(QA[S(zy), C(z)] + S(OA[C(z,), C(z3)] +
+ B COA[C(zy), S(z)]+ B2 COA[S(zy), S(z2)] +
+ B2 S(OA[C(zy), S(z2)]+ IS(OA[S(z)), S(z2)] =
=[(1=p)CQO) =B, SOIA[S(z)). C(z,)]=0.

Wegen der linearen Unabhiingigkeit der Funktionen S(z) und C(z) besteht diese
Gleichung nur im Falle

Bi=1, B,=0.
Damit ergibt sich aus (5. 10)
(5.11) C(zy % 2;) = C(2,)C(z;) +P3S(21) S(z3).
Jetzt unterscheiden wir folgende zwei Unterfille:
558 B
(5. 12) f:=0,
C.2.
(5.13) B #0.
C. 1. Falls (5. 12) besteht, ist die Losung von (5. 11)
Cx)=u(2),

wo i (z) eine der Cauchyschen Gleichung (4. 3) geniigende komplexe Funktion ist,
Damit erhalten wir aus (5. 1) die Gleichung

S(zy % 23) = S (z) + S(E)Y (),
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die eben der Gestalt (4. 21) ist. also kdnnen wir sie auf dieselbe Weise |dsen. Die
Losung ist auch hier

SE) =y ) g ()

wo ¢ (z) der Cauchyschen Gleichung (4. 2) geniigt. Dieses Losungssystem ist tat-
siichlich der Form (d,), womit der Fall C. 1 erledigt ist.

C. 2. SchlieBlich kdnnen wir im Falle (5. 13) auf Grund (5. 1) und (5. 11) die
folgenden voneinander unabhingigen Cauchyschen Gleichungen der Gestalt (4. 3)
aufschreiben:

(5.14) { C(zy # 23)+ P3S(zy % 23) = [Clz) 4 B2 S IC(z2) + B3 S(22)),
C(zy % 23)— B3S(z, ¥ 23) = [C(z)) = B3 SE)IC(z3) — B3 S(23))
Fiihren wir hier die Bezeichnungen
¥,(2) % C(2) + B3 S(2).
V,(2) &L C(z)— B3 S(2)

ein. so erhalten wir das Funktionspaar

. e e )

S(z) = =
% =95,

1
) = 5 W@+ 2

Diese sind tatsdchlich Losungen der Gestalt (d5).
Damit ist der Beweis des Satzes 5 vollendet.
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