Decomposition d’une collineation de I’espace P, en produit
de perspectives ou en produit d’homologies centrales
application aux matrices

Par NGUYEN CANH TOAN (Vietnam)

Dans cet article nous étudions la décomposition d’une collinéation de I'espace
projectif a n dimensions P, en produit de perspectives ou en produit d’homologies
centrales.

Pour faciliter I'exposé, dans le cas ou aucune ambiguité n’est pas a craindre,
nous ne distinguerons pas un espace de son support.

Théoréme 1. Si deux hyperplans de I'espace P, sont en relation collinéaire telle
que sur leur intersection il y ait un ensemble de points doubles remplissant un m — plan,
alors cette relation collinéaire est décomposable en un produit de n—m—1 perspec-
tives. Dans le cas oir les deux hyperplans coincident, le nombre de perspectives sera
n—m.

Théoréme 2. En général, une collinéation de I'espace P, est décomposable d’une
maniére unique en un produit de n+ 1 homologies centrales dont les centres sont res-
pectivement les sommets O,, O,, ..., 0,, O,,, d'un simplexe donné rangés suivant un
ordre déterminé. Pour que cette décomposition soit possible, il faut et il suffit que,
pour toute valeur entiére de m, de 1 jusqua n inclus, les images des points O, , O,, ..., O,
définissent avec les points O, O, 4>, ..., O, un simplexe.

En appliquant cette proposition aux matrices, nous obtenons le résultat suivant

Théoréme 3. Toute matrice carrée réguliére d’ordre n dont toutes les sous mat-
rices carrées situées en haut et a gauche sont aussi réguliéres est décomposable d’une
maniére unique en un produit de n matrices ou le i-ieme facteur (en comptant de droite
a gauche ) est une matrice qui différe de la matrice — unité seulement par la i-iéme
ligne; les éléments a¥ (K=1, 2, ..., n) de cette i-iéme ligne constituent la solution du
svstéeme d’équastions linéaires:

i-1 . ’ L

> bkat = b (=12, iieyi=1)
K=1

i=-1 : . " "

> bxa; +al = b (=i, i+1, ..., n)
"\ K=l

oit b} est I'élément situé sur la i-iéme ligne et sur la j-iéme colonne de la matrice donnée.

Pour démontrer ces théorémes, nous allons d’abord généraliser le théoréme de
Desargues sur les triangles homologiques.
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Théoréme 4. Etant donnés dans I'espace P, deux simplexes ayant respectivement
comme sommets A; et A] (i=1,2,...,n+1) et comme hyperfaces opposées a ces
sommets a; et a;. Si 'une des deux conditions suivantes est satisfaite, alors I'autre le
sera aussi:

10) les droites A;A; sont concourantes.

20) les (n—2)-plans d’intersection des hyperplans a;, a; sont cohyperplanaires.

DEMONSTRATION DU THEOREME 4.

Supposons que les droites 4;4; concourent en un point E. Prenons le simplexe
(A;) comme simplexe de coordonnées projectives et le point E comme point-unité.
Les indices des coordonnées Xx,, X,, ..., X,4+; sont choisis de maniére que I'hyper-
plan a; ait pour équation x;=0. Dans ce cas le systtme d’équations de la droite
EA; sera:

X=X = sse =XK1 S X1 = e s =Xgs 1

Le point A} qui se trouve sur la droite £A4; aura pour coordonnées (1, 1. .... 1.
h;, 1, ..., 1), h; étant la i-ieme coordonnée (toutes les autres coordonnées sont égales
a 1). Nous désignerons par H la matrice des coordonnées des n+1 points A!:

T A T 1”
$& N AT B &
-l et 2
. . . i % |
A I RN R O
S 20 RSN S |

(A}) étant un simplexe, le rang de H est égal a n+ 1.

Les coordonnées uf (p=1,2,...,n+1) de ’'hyperplan a] vérifient un systéme
de n équations linéaires homogeénes a n + 1 inconnues dont la matrice H; est obtenue
de la matrice H par barrement de la i-ieme ligne. Le rang de H étant égal a n+1.
celui de H; sera égal a n. Le systtme d’équations en «? admet donc la solution:

Ku{ = (_I)F[H;’[t

ou K est un coefficient de proportionalité non nul et |H%|, le déterminant obtenu en
barrant la p-iéme colonne de la matrice H;. K étant arbitraire, nous pouvons
aussi écrire:

Kuf = (—1)*?|HP|;

de cette fagon le deuxiéme membre devient le complément algébrique de I'élément
situé sur la i-iéme ligne et la p-iéme colonne du déterminant de la matrice H: nous
le désignerons par D¥:

Kuf = DE.

De méme les coordonnées «? de I'hyperplan aj seront:

Ku = Di.
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Les (n- 2)-plans a; X a} et a; X a} ont respectivement comme systémes d’équa-
tions:

\'.\'E:O sx,zo
1 J n+l 2 n+1
( ) (p‘;'l Df.\‘p=0 et ( ) )qgll Dj.\‘q'—lo-

Pour que ces (n—2)-plans soient cohyperplanaires, il faut et il suffit que la
matrice du systéme des quatre équations (1) et (2) ait un rang plus petit que 4. Cette
matrice est la suivante:

S 1§ 0 1 1 T 0 U . 0]
& DI D?.. Dt Di D' ... Dt DI DIt 0]
0 0 0 0 ) N | | | B, Seall

D} D}..Di ' Di Di*' .. Di' Dj Di*'..0)

Examinons les déterminants d’ordre 4 de cette matrice. Ceux dont les éléments
d’une certaine ligne sont tous nuls sont égaux a zéro. Nous avons donc seulement
a examiner les déterminants de la forme:

1 0 0 0]
\D; D! Df Df;#IDf D{ ot Fok )
0 0 0 1 D’ D" vils JEP M

D D} D} D}

D? est égal a (— 1)"*? multiplié par le déterminant |H?|. Dans |[H?|. il y a une
ligne dont tous les éléments sont 1; c’est la ligne qui, auparavant, a contenu /,
(maintenant &, est barré en méme temps que la p-ieme colonne). Les autres lignes
ont tous leurs éléments égaux a 1 sauf un seul qui est un certain /4,. Retranchons
de chaque élément de ces lignes I'unité (c’est-a-dire I'élément correspondant dans
la ligne dont tous les éléments sont 1); de cette fagon la valeur du déterminant ne
change pas. Ainsi nous voyons que |H?| est égal au produit des facteurs de la forme
h,—1 ou r prend toutes les valeurs de 1 jusqu'a n+1 inclus, sauf i et p. Donc
DiD4 = DiD] parce que chaque membre est égal a (—1)"*/+P*¢ multiplié par un
produit des facteurs de la forme h,—1 (r=1,2,...,n+1), chaque facteur étant
pris deux fois sauf les facteurs s, —1,h;—1,h,—1, h,—1 qui sont pris une seule
fois. Ainsi le rang de la matrice (3) est plus petit que 4 et la premiére partie du théo-
réme est démontrée. Il suffit d’appliquer le principe de dualité pour obtenir la deuxie¢me
partie du théoréme.

Le théoréme est encore vrai si les deux simplexes (A4;), (4]) sont situés dans
deux hyperplans différents de I'espace P,,,. En effet, supposons que les droites
A;A; concourent en un point E. Les deux (n — 1)-plans a; et a;, se trouvant dans un
méme hyperplan EA;A,...A;_(A;,,...A,,, se coupent suivant un (n —2)-plan; ce
plan setrouve évidemment sur le (n — 1)-plan Q d’intersection des deux hyperplans
donnés. Ainsi, tous les (n —2)-plans a; X a} se trouve dans un méme (n — 1)-plan Q.

Réciproquement, supposons que, pour chaque valeur de 7 (i=1,2, ...,n+1),
les deux (n— 1)-plans a;, a; se coupent suivant un (n —2)-plan (situé¢ évidemment
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dans Q). Le plan de dimension minimum qui contient @;, @’ est un plan de dimension
égale a 2(n—1)—(n—2) = n, c’est-a-dire un hyperplan de P,,,. Examinés dans
cet hyperplan, considéré comme un espace P,, a; et a, sont deux simplexes situés
dans deux hvperplans différents de ce P,: ces deux simplexes de P, vérifient aussi
la condition que, pour toute valeur de j (j=1.2, .... n). deux hyperfaces corres-
pondantes b;, b (de dimension n—2) se coupent suivant un (n—3)-plan (situé
évidemment sur l'intersection de a; et de a;j). En effet, supposons que b; soit I'inter-
section de a; et de ag et b; — celle de a; et de ak: alors 'intercestion de b; et de b
est le (n — 3)-plan d’intersection des deux (n —2)-plans a; X a} et ag X ax. Supposons
que le théoréme soit vrai dans P, ; alors les droites Az Ax (K=1,2, ....i—1,i+1, ...,
n+1) sont concourantes; comme i est un entier quelconque (1 =i=n-+1), on en
conclut que n'importe quelles n droites parmi les n + 1 droites 4,4} sont concouran-
tes. Donc toutes les n+ 1 droites 4;4; sont concourantes. Ainsi le théoreme sera
vrai dans P,., s'il est vrai dans P,. Or, il est bien connu que le théoréme est vrai
dans P,. Donc il est vrai dans P, pour n=3.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.
1. Cas ou les deux hyperplans sont distincis.

(a) Cas ot m = n—2, c'est-a-dire que tous les points du (7 —2)-plan d’inter-
section des deux hyperplans sont doubles. Dans ce cas il suffit d’appliquer le théo-
reme de Desargues généralisé (cas ou les deux simplexes se trouvent dans deux
hyperplans différents) pour s’assurer tout de suite que la collinéation donnée est
une perspective. Ainsi, le théoréme est vrai dans ce cas parce que n —(n—2)—1 = 1,

(b) Cas ou — 1 =m = n—2. Supposons que le théoréme est vrai pour m = i+ 1
et démontrons que, dans ce cas, il est aussi vrai pour m=i. Soit R le i plan
rempli de points doubles situés sur I'intersection des deux hyperplans P et P’
Prenons un point O de R et deux droites correspondantes Ox, Ox” situées respecti-
vement dans P et dans P’ mais non sur leur intersection. Prenons ensuite sur Ox
deux points M, N tels que M. N et M'. N’ ne se trouvent pas sur l'intersection
de P et de P’. Soit 1 le point de rencontre de MN et de M’'N’. Projetons de I, comme
centre, I'espace des points P sur un hyperplan P” contenant R et les points M’ N'.
Nous obtenons dans P” un espace de points en perspective avec 'espace de points
porté par P et, par suite, en relation collinéaire avec I'espace de points porté par P’:

(1) | N

Dans cette relation collinéaire, nous avons. sur l'intersection des deux hyper-
plans P’ et P", le i-plan R rempli de point doubles et deux points doubles M’, N’
non situés sur R. Considérons le (i 4 1)-plan S défini par R et le droite OM’'N’.
11 est clair que dans la collinéation (1), S se transforme en S. Démontrons que S
est rempli de points doubles: prenons dans R i+ | points linéairement indépendants;
ces points constituent avec M” et N" un groupe de i+ 3 points situés dans S et tels
qué aucun sous-groupe de i+ 2 points ne soit linéairement dépendant; la collinéa-
tion induite dans S par la collinéation (1) est donc la transformation identique
comme ayant un tel groupe de i+ 3 points doubles. Donc S est rempli de points
doubles. Comme le théoréme est supposé vrai pour m = i+ 1, nous voyvons que la
collinéation (1) est décomposable en n —(i+ 1) — 1 perspectives. Par suite, la colli-
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néation entre P et P’ est décomposable en [n—(i4+1)—1]4+1 =n—i—1 pers-
pectives. Le théoréme est donc vrai pour m=i. Comme le théoréme est vrai pour
m = n--2 il sera vrai pour m = n—3 et ensuite pour m = n—4 et ainsi de suite
jusqu'a m = —1.

2. Cas ou les deux hyperplans coincident.

Supposons que P coincide avec P’ et que dans la relation P ~ P’ il y ait un
ensemble de points doubles remplissant un m-plan R. Prenons un hyperplan Q
contenant R et différent de P. Projetons I'un des espaces de points P, P’ (par exemple
P’) sur Q. Nous revenons ainsi au cas précédent. Par comparaison au cas précé-
dent, nous avons ici une perspective de plus, projetant P sur Q.

DEMONSTRATION DES THIOREMES 2 11 3,
La démonstration se divise en trois parties:

10) dans I'espace affine a n dimensions A,, une transformation affine est décom-
posable en général d’une maniére unique en n homologies affines dont les centres sont
respectivement n sommets rangés dans un ordre déterminé d’un simplexe de I'hyper-
plan a infini.

Soit donnée une transformation affine dans A4,, définie par deux simplexes
correspondants M, M,..M,., et M{M3:...M,,1. Cherchons a décomposer cette
transformation affine en n homologies affines dont les centres sont respectivement
n sommets O,, O,, ..., O, d’un simplexe de I'hyperplan a I'infini. Nous désignerons
par f; I’homologie de centre O,.

Supposons la décomposition réalisée et nous avons le produit f,f,_,...f2.f1:/;
transforme les points My =Mg (K=1,2,....,n+1) en les points Mg, f, transforme
Myen Mg, ....f,_, transforme M} % en M} ' et f, transforme M} 'en Mg= M§g.
Les cotés de la ligne brisée MM MZ... M} "M} passent respectivement par
0,,0,, ... 0,. Parce que les points M} et My ne se trouvent pas dans ["hyper-
plan a l'infini, les points Mg, O,, O,, ..., O; définissent toujurs un i-plan et les
points O;.,,0;.5,...,0,, Mg — un (n—i)-plan. Ces deux plans ont un point
commun unique M%. De cette remarque, nous déduisons la maniére de décomposi-
tion suivante:

(a) Pour chaque valeur de i et pour chaque valeur de K, nous prenons le point
de rencontre unique Mg du i-plan MR0,0,...0;etdu(n—i)-plan O;,,0;,,...0SM¢.
Démontrons que la droite M% ' Mk ainsi construite passe par O;. En effet, le i-plan
M30,0,...0; et le (n—i+1)-plan 0,0;,,0;.,...0,M} se coupent suivant une
droite D passant par O;. Dans le i-plan MR0,0,...0,;, la droite D coupe le (i —1)-
plan M30,0,...0;_, en un certain point; ce point se trouvant sur D, est aussi un
point du (n—i+ 1)-plan 0,0,.,0;,,...0,M%; c'est donc le point Mg ' unique
commun aux deux plans MR0,0,...0,_, et 0,0,,,0;.,...0,M%. De méme, dans
le (n—i+1)-plan 0,0;.,...0,M§, la doite D coupe le (n —i)-plan O;,,0;,,...0,M}
en un certain point qui est le point M unique commun aux deux plans MR0,0,, ...0,
et 0;,,0;,,...0,ME. Ainsi la droite M} "M est justement la droite D passant

par O;.
(b) Supposons que, pour chaque valeur de i, les n+1 points M (K=1,2. ...
... n+ 1) précédemment construits définissent un simplexe (MY). Les droites joignant
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les sommets correspondants des deux simplexes (Mi-') et (M') concourent au
point O;. Donc, d’apres le théoréme de Desargues généralisé, les hyperfaces corres-
pondantes de ces deux simplexes se coupent suivant des (n —2)-plans se trouvant
dans un méme hyperplan P;. Considérons I’homologie affine définie par le centre
0;, I'hyperplan d’homologie P; et les deux points correspondants M{~', Mj. Il
est évident que cette homologie transforme le simplexe (M-1!) en le simplexe (M?).
Désignons — la par f;. Alors le produit f,f,_,.../>f; sera une transformation affine
dans laquelle les simplexes donnés (M©) et (M"™) se correspondent. Ce produit est
donc la transformation affine donnée.

En résumé, si, pour chaque valeur de i, les n+1 points Mg définissent un
simplexe, alors la transformation affine donnée est décomposable d’'une manicre
unique en un produit d’homologies affines dont les centres sont respectivement
05 s D%

20) Soit maintenant une matrice carrée réguliére d’ordre n 11b{ll. Considérons-la
comme matrice d'une transformation centro-affine:

n
Xl = Zb{.\‘j.
Jj=1

Prenons les points O,, O,, ..., O, respectivement a l'infini sur les axes de
coordonnées Ox,, 0x,, ..., Ox,. Choisissons le simplexe (M°) comme suit: le
point M2, en O et les autres points Mg (K=1,2, ..., n) respectivement sur les
axes Oxg. Ainsi, nous avons:

Mz (0,0, ...,0, mx, 0, ...,0), mxg =0, K=n,
e = e

M,.1(0,0,...,0,0,0, ..., 0).

La transformation centro-affine précédente transforme ces points respectivement
en les points:

M (bt mg, b3 mx, ..., by 1mg, by my),
M},1(0,0,...,0,0,0, ..., 0).

Les deux simplexes (M?) et (M") définissent la transformation centro-affine.
Décomposons cette transformation en homologies affines de centres respectifs
0,,0,, ..., 0,. Daprés ce qui précéde, le point Mj est le point commun unique
aux deux plans M2 0,0,...0;et 0,,,0,,,...0, M. Mj est donc le le point commun
a I'i-plan passant par Mg et paralléle a I'i-face de coordonnées Ox,x,...x; et au
(n—i)-plan passant par Mg et parallele a la (n —i)-face de coordonnées Ox,, ,x;.,...
...x,. Donc les i premiéres coordonnées de M sont respectivement les i premiéres
coordonnées de MZ et les (n—i) coordonnées qui restent sont respectivement les
coordonnées de MY, de la (i+ 1)-iéme jusqu’a la n-iéme:

My (bymy', bymx, ..., bim, 0,0, ..., 0) si K=i,

M:;(bfmx,bgmg. wis Dm0, s O s O S Eis
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Fixons la valeurde i (1 =i=n-1). Pour que les n+ 1 points My (K=1, 2,

définissent un simplexe, il faut et il suffit que:

bimy Bidts. i -Bhmi 0. B 00
bim: Bemy .. Bms 0 0O .00
! b'.lmf Kmti ... b:m; 0 0 .0 0
;bil“mi-rl bi;!mnl---bi*lmhl mis1 0 .0 0

i+2 i+2 i+2
_bl M2 b; miy2 ...b,‘ M2

i

b\ m, bim, ... bim.
0 R R
ou;
|b1 b2 ...bi
|bf b ... b |
| by b3 ...b; |

]#0

0 mi+2...0 0

0 0 ...0m,
0 U 5.0 0

1
!

e

—

#0

vy +1)

c'est-a-dire que la sous-matrice carrée d’ordre i située en haut et a gauche de la
matrice |1b{ll soit réguliere. Moyennant cette condition pour toute valeur de i de
| jusqu’a n— 1 inclus, la transformation centro-affine précédente sera décomposable
en produit £, f, - {...f>f; d’une maniére unique. L’homologie f; transforme le simplexe
iM=1) en le simplexe (M?). Toute droite joignant deux points correspondants dans
cette homologie est paralléle & Ox; (passe par Q,); donc seule la i-iéme coordonnée
différe chez les deux points et la matrice de f; a la forme suivante:

O ¢ TR ¢ R | SR
SR GRS | PO | I |
.1 '2 3 n—-1 n
a a a; ...aq; a;

0 0 0... 0 O

} i-eme ligne.

~ Pour calculer les a¥, écrivons que f; transforme les points M ' en les points
M. Prenons par exemple le point M. Sa i-iéme coordonnée s’exprime au moyen

des coordonnées du point Mi ! comme suit:

bi my = a; (bymy) +ai (b)) + ... +a; ' (bi- 1)

d'ou:

TR Y A R L ey g

Donnons a K successivement les valeurs de 1 & #n 4 1; nous obtenons le systéme
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d’équations suivantes pour calculer les af:

B omdln. oo rbean = b

TR T =t 2
b1 a;+b: a;+...+b1-la1 = b;
T e e :-1.—1
by~ J+bz ai+---+bi—1 = b
bl a;-l-bz a;+,_,+b-_1a! l+ﬂ; "—'b:
b ai 103 ai+ . +bla T+ gt = b
b a,--{»-bz a.-+...+b_|a:_‘+ a; = b}

On peut prévoir que le déterminant de ce systéme est différent de zéro parce que
la décomposition est possible. Remarquons encore que pour i=1, le systéme se
réduit a:
1 2 =
a1=b1, ai=b1, ...,a1=bj .

Ainsi la premiere ligne de la matrice de I'homologie /, est identique a la premiére
ligne de la matrice | b{ll.

Le théoréme 3 est ainsi démontré.

30) Soit maintenant dans P, une collinéation et un simplexe 0,0,...0,.,.
Prenons ce simplexe comme simplexe de coordonnées. Par rapport a ce simplexe
de coordonnées, la collinéation donnée a une certaine matrice carrée réguliére
d’ordre n+ 111b}Il. Si les sous-matrices carrées situées en haut et a gauche de cette
matrice sont aussi réguliéres, alors on peut décomposer ||5{ll en un produit de n-+ 1
matrices ayant la forme indiquée dans le théoréme 3. Chacune de ces matrices
correspond a une homologie avant un sommet du simplexe de coordonnées comme
centre.

Cherchons la signiﬁcation géométrique de la condition imposée a la matrice
Ilb{ll. Prenons la sous-matrice carrée d’ordre i située en haut et a gauche de ||b}l
et supposons qu’elle soit réguliere. La collinéation donnée transforme les points
0,,0,, ..., 0, respectivement en les points:

a,(b:,b;‘ oo bus)
Bz(bl,bz.--. +1)

sessssssssstaranatann

Bj (b]., 2, ‘-'1b:l+l)

Le déterminant des coordonnées des points B,,B8,,....8,,0,,,,0,.-,
y Oy g 8L

P - T A
B B3 ...by <+  baga]
by b>...bf - - - b‘mi
AR S R 0
00901 0 |
Lo Dol B s
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il est égal au déterminant de la sous-matrice et. par conséquent est différent de
zéro. Ainsi les points:
By,B;,....Bi,0i41,0is12, ..., Opsy

définissent un simplexe.

Enfin, cherchons comment o peut réaliser géométriquement la décomposition
de la collinéation: choisissons 742 hyperplans Q; tels que n’'importe quels » + 1
d’entre eux forment un simplexe. Prenons les n+2 hyperlans Q,, images des Q,
dans la collinéation. On peut regarder la collinéation comme définie par les Q;
¢t les Qf. Considérons P, comme un hyperplan dans P,,,. Dans ce P,,, prenons
(n+2) hyperplans R; et (n+2) hyperplans R} (dont aucun ne coincide avec P,)
passant respectivement par les Q;, O; et définissant deux simplexes R, R’. Prenons
P, comme hyperplan 2 'infini et dans P, , , (devenu 4, ), décomposons la transfor-
mation affine (R—~R’) en n+ 1 homologies affines de centres respectifs O,, O,, ...
... 0,,,. A chacune de ces homologies correspond dans P, une homologie. La
collinéation donnée dans P, est ainsi décomposée en ces homologies.

(Regu le 22. avril 1961 revisé le 30. juin 1962.)



