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Sur la théorie générale des demi-anneaux

Par A. ALMEIDA COSTA (Lisbonne)

§ 1. GENERALITES

Un demi-anneau est un systéme aigébrique S =!a, b, c. ..., r. 5, .... X, 1. ..., muni
de deux lois de composition interne: une somme et un produit. En outre: 1) il
s’agit d’'un demi-groupe additif et d’'un demi-groupe multiplicatif: 2) les lois
distributives a gauche et a droite sont valables.

Un idéal adroite r est un sous-ensemblede Z tel que: 1")sia, b€, alorsa = her:
2') si a€r,s€E, alors as€r. On donne des définitions correspondantes pour un
idéal a gauche ¢ et pour un idéal bilatéral a (plus simplement: idéal).

Une somme Zr, d’idéaux a droite est I'ensemble des éléments Xr,, ol I est
fini et r,€r,. Cette somme est commutative.

Parmi les idéaux, on distingue I'intersection .\ de tous les idéaux non vides.
qui peut étre I'idéal vide, ainsi que les intersections 3, et 3, des idéaux a droite e a
gauche, respectivement, aussi non vides. L'idéal \ s'appelle idéal nucléaire. 11 a une
trés grande importance dans la théorie. On peut faire la remarque suivante. qui est
trés intéréssante: Si J=0, alors ), et 3, sont aussi vides, mais la réciproque n’est
pas vraie en général; il peut se faire que ,, par exemple, soit vide. avec ) = O:
toutefois la proposition suivante a lieu: si j, (ou ),) n'est pas vide, alors Y=},
(I=23J0)-

En considérant un idéal a comme demi-anneau, 'idéal nucléaire correspondant.
que I'on désigne par J(a), vérifie la relation Y(a)= .

Un demi-anneau régulier est défini de la méme fagon qu'un anneau régulier
associatif. Dans toutes les questions qui vont étre objet de ce rapport, on ne parlera

pas d’homomorphismes. Néanmoins, en suivant M. elle NoroONHA GaLvio et
I'auteur lui-méme, on pourra faire un exposé avec un certain développement.

Si, pour deux sous-demi-groupes additifs i, et i, de Z. on définit une somme
M, + M, comme I'ensemble des éléments X(mf? +mi?), ou le signe X est fini et
m{DeM,, mt2 M, alors on dira que a est un idéal régulier si la condition suivante
est satisfaite: si r 2 a est un idéal a droite et ¢ 2 a est un idéal & gauche, la relation
a+re = v ¢ est valable. On a cette conséquence: Pour que Z soit un demi-anneau
régulier, il faut et il suffit que 3 soit un idéal régulier.

L’idéal ¥ permet I'introduction du concept de ,nilpuissance™. Un é&lément
a€ < est dit nilpotent, si @?€ 3, pour un certain 9. Avec cette définition, on peut
faire la théorie du radical classique ainsi que celle du radical-L (J. LEviTzKI) (par
analogie de ce qui se passe dans les anneaux associatifs), et, si £ a une somme
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commutative, on peut faire encore la théorie du radical-K (G. KOTHE). Par exemple,
on a les théorémes que voici: 1”) Pour que le radical classique N soit nilpotent, il
faut et il suffit que toute chaine L, > Ly,L; DLyL,L,> ... ou les L; sont des idéaux
contenus dans Ji soit finie; 2”) la somme de deux idéaux a droite localement nil-
potents est un idéal a droite localement nilpotent; 3”) si, dans un demi-anneau
commutatif pour la somme, la somme de deux nilidéaux & gauche est un nilidéal
a gauche, le méme arrive pour la somme de deux nilidéaux a droite et chaque nili-
déal a droite (ou a gauche) peut étre plongé dans un nilidéal.

§ 2. m-SYSTEMES ET p-SYSTEMES

Un m-systéme d’ éiéments de & est un sous-ensemble M tel que, si a, bE M, il
existe d€ S tel que axbe M. On trouve cette définition (toujours dans la théorie
des anneaux) dans N. McCoy, ce que lui a permis de faire une généralisation de
certains résultats de W. KRULL.

Il en est de méme pour les demi-anneaux. La définition d'un idéal premier
est la méme que pour les anneaux associatifs. Les propositions suivantes sont valables :
1) si p est un idéal, pour que p soit un idéal premier, il faut et il suffit que I'ensemble
complémentaire C(p), de p dans &, soit un m-systéme; 2”) si M, est un m-systéme
et a, un idéal sans aucun élément dans M, alors, tout idéal maximal q, parmi les
idéaux qui contiennent a, et n’ont aucun élément dans M, est un idéal premier:
3”) pour que le sous-ensemble p soit un idéal premier minimal appartenant a a,
il faut et il suffit que le complémentaire C(p) soit un m-systtme maximal, parmi
les m-systémes qui n'ont aucun élément dans q.

Cela posé, soit a un idéal quelconque. 11 y a toujours des idéaux premiers
contenant a, au moins on a  2a. Les ensembles complémentaires (celui de = est
le m-systéeme vide) sont des m-systémes qui n’ont aucun élément dans a. Si p=2a
est un idéal premier et M, 2 C(p) un m-systtme maximal, parmi les m-systémes
qui n’ont aucun élément dans a, alors C(M,) = p, & p sera un idéal premier minimal
appartenant a a, lequel réalise les conditions p 2 p, 2a.

Un p-systéme d’éléments de & est un sous-ensemble P tel que, si a € P, il existe
x€Z tel que axac P. On trouve cette définition dans ALMEIDA COSTA, pour faire
I’étude des idéaux semi-premiers d’une fagon analogue & celle des idéaux premiers.
D’ailleurs la définition d’un idéal semi-premier est encore la méme que pour les
anneaux associatifs. Maintenant les propositions suivantes sont valables dans un
demi-anneau quelconque: 1™)) si r est un idéal, pour que r soit un ideal semi-premier
il faut et il suffit que ’ensemble complémentaire C(v), de r, dans &, soit un p-systéme;
20V si P, est un p-systéme et a, un idéal sans aucun élément dans P,, alors, tout
idéal maximal v, parmi les idéaux qui contiennent a, et n’ont aucun élément dans
Py, est un idéal semi-premier: 3™, pour que r soit un idéal semi-premier minimal
appartenant a q, il faut et il suffit que r soit un sous-ensemble de S dont le complé-
mentaire C(r) est un p-systtme maximal, parmi les p-systétmes qui n’ont aucun
¢lément dans a.

Cela posé, soit a un idéal quelconque. Il y a toujours des idéaux semi-premiers
contenant a, au moins on a € 2a. Les ensembles complémentaires sont des p-sys-
témes qui n’ont aucun élément dans a. Si r 2a est un idéal semi-premier et Py 2 C(r)
un p-systéme maximal, parmi les p-systémes qui n'ont aucun élément dans a.
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C(P,) = ry S sera un idéal semi-premier minimal appartenant a a, lequel réalise
les conditions v 21, 2a.

On voit tout de suite qu'un m-systéme est aussi un p-systéme. La réciproque
n’'est pas vraie. On a cependant ce théoreme: Pour que le sous-ensemble P soit un
p-systeme, il faut et il suffit que P soit la réunion de m-systémes. En partant de ce
résultat on démontre que tout idéal semi-premier est I'intersection des idéaux premiers
qui contiennent I'idéal (ou des idéaux premiers minimaux qui appartiennent a
I'idéal). D ailleurs on a cette réciproque: toute I'intersection d’idéaux semi-premiers
est un idéal semi-premier. Donc: il y a un seul idéal semi-premier appartenant a
un idéal ou il y a un seul p-syst¢éme maximal sans aucun élément dans I'idéal.

La théorie des radicaux supérieur et inférieur (R. BAER) se suit trés naturellement.
En désignant par idéal radical un nil-idéal semi-premier, on reconnait que, si =@,
il n'y a pas d’autre idéal radical que . Si }# @, il peut arriver que .} soit semi-
premier; alors ) est un idéal radical non vide. Mais, si \} # @ n’est pas semi-premier,
I'existence d’idéal radical non vide est assurée par la proposition suivante: Dans
un demi-anneau, en supposant P, un p-systéme et a, un nilidéal qui n’a aucun
élément dans P,, tout nilidéal maximal w,, parmi les nilidéaux qui contiennent
Qo et nont aucun élément dans P, est un idéal radical. Il s’ensuit qu'il y a des
idéaux radicaux contenant un nilidéal a, # ©: il suffit de prendre pour P, le systéme
vide. Vraiment, il v a un seul idéal radical maximal contenant un nilidéal donné,
lequel est indépendant du nilidéal en question. Il s’agit de I'ensemble réunion de
tous les nilidéaux. Nous le désignerons par B,. B, est le radical supérieur de Baer.
L'interszction de tous les idéaux radicaux qui contiennent a, a un sens. Il s'agit
d’un idéal By(a,), qui est le seul idéal semi-premier minimal appartenant a a. L'idéal
B(\) = B, s’appelle le radical inférieur de Baer. Supposons B;= . Alors, toujours
que l'ona b"C ), on a aussi b . ) est la réunion de tous les idéaux nilpotents
ce qui entraine i"égalité .\ =N =radical classique. Réciproquement, si X =3, alors
A contient tous les idéaux b pour lesquels b < 3, c'est-a-dire ) est semi-premier,
ce qui entraine B; = . Les idéaux i, N et B; sont a la fois vides ou non vides.

e radical inférieur peut étre obtenu par un procédé différent celui dont'on
vient de faire usage, mais toujours en corrélation avec la théorie des idéaux semi-
premiers. Nous appellons radical d’un idéal o 'ensemble B(a) des éléments du demi-
anneau tels que, pour chaque x € B(n), tout le p-systéme contenant x a des éléments
dans a. Nous avons cette proposition: Le radical B(a) est I'idéal semi-premier minimal
appartenant a a. Nous allons donner la démonstration. De la définition. on conclut
que x € B(u), si et seulement si n’appartient & aucun p-systéme qui n’a aucun élément
dans a. Si P, est un tel p-systéme, P, est contenu dans le seul p-systéme maximal
P, qui n’a aucun élément dans a, donc il en est de méme d’écrire x € B(a) ou x4 P,,.
On en déduit B(a)=C(P,).

Puisque tout m-systéme est un p-systéme, on voit que tout m-systéme contenant
x€B(a) a des éléments dans a. Réciproquement, si tout m-systéme qui contient
x a des éléments dans a, en prenant un p-systéme contenant .x, puisqu’il est réunion
de m-systémes, il s’ensuit que le »-systéeme a des éléments dans a. Ainsi: Le radical
B(a) peut étre défini comme I'ensemble des éléments du demi-anneau tels que tout
m-systéeme contenant un tel élément contient aussi des éléments qui sont dans a.

En faisant intervenir les idéaiix complétement premiers et les idéaux complctement
semi-premiers, définis comme pour les anneaux associatifs, on peut dire: 1'V) pour
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que I'idéal q soit complétement premier, il faut et il suffit que C(q) soit un systéme
multiplicatif: 2¥Y?) pour que I'idéal soit complétement semi-premier, il faut et il
suffit que C(q) contienne les puissances de ses éléments.

§ 3. DEMI-ANNFAUX RETICULES

Les considérations faites dans les paragraphes précédents sont presque partout
d'un caractére tout a fait général. Il en est autrement dans ce paragraphe. lci il
s'agit des demi-anneaux Z dans les conditions suivantes: 1) £ est un ensemble
réticulé; 1) les opérations de inf et de sup vérifient les relations x +y = xvy,
XYSXA).

Les résultats que I'on va mettre en évidence auront néanmoins une tres grande
application dans la théorie générale. Nous les utiliserons principalement dans
I"étude d’un certain type de demi-anneaux qui seront appelés pu-demi-anneaux.

Puisque Z est un réticulé, il y a des idéaux au sens de la théorie des réticulés.
De tels idéaux sont aussi des idéaux du demi-anneau Z. On les appellera idéaux
réticulés. Pour construire I'idéal réticulé b engendré par un ensemble d’éléments,
on construit I'idéal b" engendré par le méme ensemble et aprés on considére 'idéal
b formé des éléments b=4", ou b EL".

Pour les idéaux réticulés, les deux notions de ,,premier’ et de ..complétement
premier” sont confondues: il en est de méme pour les notions de ,,semi-premier”
et de ..complitement semi-premier’.

L'idéal réticulé a un radical B(a) lequel est aussi réticulé. Pour que 'on ait
v Bla). il faut et il suffit que v“€qa, pour un certain p.

Pour éviter de faire des répétitions, on supposera dans tout ce paragraphe
que a est un idéal réticulé. On définit alors un quotient a droite (a:b),, lequel est
un idéal réticulé; et on dit que b est en relation avec q, si (a:b); Da; autrement, si
I'on a (a:h), =a, on dit que b n’est pas en relation avec a. Les ensembles des éléments
en relation et non en relation avec a seront représentés par Wi et 2, respectivement.
Il s’agit de systémes multiplicatifs.

Un idéal est dit en relation, par éléments, avec qa, si tous ses éléments sont en
relation avec a.

Un idéal maximal q, par éléments, appartenant a a se définit comme d’habitude:
I’) il est en relation avec a, par éléments; II") tout idéal ¢ ©q n’est pas en relation
avec a. par €éléments. A ce propos. I'énoncé suivant est valable: Si a = Z est un
idéal réticulé d'un demi-anneau, il v a des idéaux maximaux q. par éléments,
appartenant a a, lesquels contiennent a et sont des idéaux réticulés premiers. On
peut dire aussi: Tout idéal en relation avec a, par éléments, est contenu dans un
idéal maximal, par éléments appartenant a q.

L'idéal adjoint w, par éléments, de I'idéal a, se compose des éléments ¢ tels que,
pour chaque h< I, on a aussi ¢ +be M. Il s’agit d'un idéal réticulé, égal a I'inter-
section de tous les idéaux maximaux, par éléments, appartenant a q.

Lorsque I'on a w="20" l'idéal réticulé est dit primal, par éléments. On peut
donner les caractérisations suivantes des idéaux primaux: 1”) Pour que a soit primal
il faut et il suffit, b, et b, étant des éléments de ", que I'on ait by + b, € ": I17)
pour que a soit primal, il faut et il suffit que sont idéal adjoint, par éléments, soit
le seul idéal complétement premier maximal, par éléments, appartenant a qa.

D2
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La notion de composante isolée, par éléments, dont nous allons nous occuper a
surtout un intérét dans les deux cas dont’on parlera aussi. Soient a ainsi que le
m-systtme M. La composante isolée a,, par éléments, définie par a et M, est
I’ensemble réunion de a et des €éléments b pour lesquels il y a en fait me M tel que
bm €a. On reconnait que a, est un idéal réticulé.

Soit a un idéal maximal, par éléments, appartenant a a. On appelle composanie
principale a(q), la composante isolée ac(), par éléments. Toujours comme chez
W. KRULL, on a: L’idéal réticulé a est I'intersection de toutes ses composantes
principales, par éléments. La proposition suivante est aussi valable: Pour que a
soit primal, par éléments, il faut et il suffit que 'on ait a =a(q), en supposant g
un idéal maximal, par éléments, appartenant a aq.

Enfin, soit p, un idéal premier minimal appartenant a a. L'idéal réticulé Ac(pg)
est un idéal primal, par éléments, dont I'idéal adjoint est p,. Donc: Un idéal premier
minimal appartenant & a est un idéal réticulé.

Les résultats que 'on vient de rappeler ont une grande importance dans ce
qui va suivre, car 4 tout demi-anneau & on associe un demi-anneau réticulé pour
lequel I'application des mémes résultats contribue pour éclaircir la structure du

demi-anneau.

§ 4. DEMI-ANNEAU E. p-SYSTEME ET 7-SYSTEME D'IDEAUX
1) Définition du demi-anneau =. Prenons un demi-anneau arbitraire . On

représente par S le demi-anneau de ses idéaux, en faisant exclusion de I'idéal vide.
Il s’agit d'un demi-anneau réticulé, que I'on associe & S. Nous posons

3 ={a’ b9 (‘, ey x\ }’) "'}, z -_— {{19 b! *8 ety r! 1'1 o "'}‘

Si @ est un idéal de S, on obtient un idéal a de &, dit idéal support de @, en prenant
I’ensemble réunion des éléments de S qui composent les différents idéaux qui sont
les éléments de a. Ainsi, tout idéal de £ est un ensemble d’idéaux de S contenus
dans un certain idéal de . Des exemples importants d’idéaux de S sont les idéaux
(o, exactement composés de tous les sous-idéaux de son support a. Nous dirons
que O, est un idéal principal ou complet.

Ily a une correspondance biunivoque entre les idéaux de Z et les idéaux complets
de &, dont’ils sont le support. Si a £ b, nous avons aussi @y & D, et réciproquement.
Et, en supposant {a,},.., une famille d'idéaux de S ordonnée par inclusion, 1'idéal

a= J a; donne (a,), Sa,, donc U {u,l)og(Uu;l)o. Nous pouvons dire:

Théoréme 1. Pour que I'on ait \J (2,)o=(Uq,),. supposée {a,}ic. une famille
ordonnée (par inclusion ) d’idéaux, il faut et il suffit qu'il existe un f € L tel que \Ja, =qy,.

Voici quelques relations utiles entre les ideaux de Z et ceux de S:

I) ab <S¢ implique ab & ¢;
II) ab < ¢ implique ab S ¢y, donc ayby S ¢o:
1) abSc et qoby S ¢, sont équivalents;
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1V) ab = ¢ implique a,by & ¢y, donc uﬂho(;(nb)o,

V) ab = ¢ implique ab = ¢, donc ayby = ¢, implique ab = ¢:

VI) ab =c implique a,by = co. si agb, est un idéal réticulé;

VII) Na, £ ¢ implique MNa, E ¢, si les a, sont des idéaux réticulés;
VIII) Ma, € ¢ implique Ma, € ¢, donc MN(a,)e £ ¢p:

1X) Na, E ¢ et N(a,)e & ¢o sont équivalents;

X) Mua, =c¢ implique Mua, = ¢, si les a, sont des idéaux réticulés:
XI) Ma, = ¢ implique M(qQ,) = ¢g°

XI) Ma,=c¢ et (a,)p = ¢p sont équivalents.

2) p-systémes et n-systémes d’idéaux. Un systéme W= d'idéaux de S est appelé
un ,u-sysreme s’il existe, pour a, b€ *, un idéal r £ Z tel que arb € W*. Un p-sys-
téme de S est un m-systtme de = et réciproquement. On définit aussi m-systéme
d’idéaux de ©. Un n-systeme est un ensemble P* d’idéaux tel que I'on a, si a &P~
ara €%, pour un certain idéal vt ©Z. Un n-systéme de S est un p-systtme de =
et réciproquement. .

Dans ce qui concérne I'étude de la correspondance entre idéaux de Z et de
Z. il est trés important ce théoréme:

Théoréme 2. Pour que = Z soit un idéal premier, il faut et il suffit que I'idéal

complet by soit premier dans .

La condition est nécessaire: — Si p est premier, en prenant ab < p,, la relation
I) du n°. antérieur nous donne abSp, donc aEp ou bEp. Dans le premier cas,
il est A =pg; dans le deuxiéme, il est Ecﬁo.

La condition est suffisante: — Si p, est premier, en prenant ab < p, la relation

II) du n°. antérieur nous donne ﬂol‘o = Do, donc 0, S, ou 110 <. o. Dans le premier
cas, il est aSyp; dans le deuxiéme, il est by,

Dans le § 2 nous avons fait usage du symbole C(p) pour signifier I'ensemble
complémentaire de p, dans Z. Ici le méme symbole désignera I'ensemble des idéaux
qui ne sont pas contenus dans p. Il s’agit donc exactement des idéaux qui sont les

éléments de I'ensemble C(p,), complémentaire de p,, dans .

COROLLAIRE [. Un idéal pS & est premier, si et seulement si C(p) est un
pu-systéme.

En fait, comme p, est un idéal premier réticulé, par conséquent complétement
premier, il s’ensuit que C(p) est un systéme multiplicatif d'idéaux.

D’une fagon analogue, nous avons:

Théoréme 3. Pour que vS soit un idéal semi-premier de Z, il faut et il
suffit que I'idéal complet v, soit semi-premier dans .

COROLLAIRE 2. Un idéal x &< est semi-premier, si et seulement si C(x) contient
les puissances des idéaux qu’il contient.
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En liaison avec les résultats que 1'on vient d’établir, nous avons:

Théoréme 4. Un idéal p = Z est premier, si et seulement si I'inclusion a2b< p,
ol 0 et b sont des idéaux, entraine aSyp ou b= yp.

Théoréme 5. Un idéal v = Z est semi-premier, si et seulement si linclusion
aZar entraine a =r.

Avant de poursuivre, on doit faire une remarque. L'usage du demi-anneau 2
que I'on fait dans ce paragraphe pour étudier la structure de < est surtout du a la
fagon dont'on I'a choisi. Ce sera dans les paragraphes 5,6 et 7 que les résultats du
§ 3 seront d'une grande utilité.

3) Usage de pu-systémes et de n-systémes particuliers. Maintenant, d’une fagon
générale, méme si q n’est pas un idéal de Z, on fera 'emploi du symbole C(g) pour
signifier I'ensemble des idéaux qui ne sont pas contenus dans q. Si g5 1), ona C(g) 2
2C(h), et si C(q)=C(h) on en conclut g =1, toujours que I'on sait que q et | sont
des idéaux. Supposons méme g = Ub, un ensemble réunion d'idéaux b, et h= Uc,
un ensemble réunion d’idéaux c¢,. Encore dans ce cas. la relation C(g)=C(l)
implique q=0.

Les raisonnements que nous allons faire resteront dans le cadre des raisonne-
ments antérieurs. Quelques fois on les développera avec des p-systémes. d'autres
avec des m-systémes. Il s’agit cependant de svsiémes particuliers, dont voici la défi-
nition, pour le cas des n-systémes: le n-systéme ‘1§ est particulier, si 'ensemble
réunion U, des idéaux qui n’appartiennent pas a }J n'a aucun idéal appartenant
a Po. On a alors 1§ = C(U,).

En faisant intervenir les systémes particuliers et les caractérisations des idéaux
premiers et semi-premiers que nous avons faites dans le n°. précédent, on peut
¢énoncer et démontrer des théorémes analogues a ceux que I'on a donnés dans le
§ 2. Ainsi: 1) Soient q, un idéal et 1§ un n-systéme particulier qui ne contient aucun
idéal qui soit sous-idéal de a,: alors, parmi les n-systémes particuliers qui contiennent
1§ et n'ont aucun sous-idéal de a,, il y a un n-systéme maximal: II) dans un demi-
anneau S quelconque, soient Wi§ = C(U,) un p-systéme particulier et a, un idéal
sans sous-idéal appartenant a YN3; alors, tout idéal maximal q, parmi les idéaux
qui contiennent a, et ne contiennent aucun sous-idéal appartenant a ), est un
idéal premier: I1l) pour que I'ensemble réunion r de certains idéaux soit un idéal
semi-premier minimal appartenant a q, il faut et il suffit que C(r) soit un n-systéme
maximal. parmi les n-systémes qui ne contiennent aucun scus-idéal de a et sont de
la forme L =C(U). :

La théorie du radical peut aussi étre reproduite, en faisant usage de la défi-
nition suivante: le radical de a est I'ensemble réunion de tous les idéaux 1 tels que
tout le p-systeéme de la forme Mi* = C(U), qui contient n, contient aussi un sous-
idéal de a. Le radical est alors I'intersection de tous les idéaux premiers minimaux
appartenant a a. On arrive ainsi au radical B(a). De méme, on pourrait arriver a
un radical qui serait l'intersection de tous les idéaux semi-premiers minimaux
appartenant a a (par conséquent qui serait le seul idéal semi-premier minimal
appartenant a a, en remplagant les u-systémes par les n-systémes particuliers.

L’existance du radical, compte tenu de la définition ci-dessus, peut étre établie
trés facilement. D’une part, il existe toujours des p-systémes de la forme 2i* = C(U)
[et. partant, des m-syst¢émes de la forme 1}* =C(U }]. comme I'on reconnait en
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prenant Wi* =ensemble totalité des idéaux de Z. Alors, est Wij = C(U,) =15,
ou U, est 'ensemble vide. D’autre part, si I'on considére a, dans tout g-systéme de
la forme Wi* = C(U) qui contient a, tel que M3, il y a un sous-idéal de a (a lui-
méme) qui appartient a Wi+

§ 5. DEFINITION ET CARACTERISATION DES f-DEMI-ANNEAUX

1) Définition. On dit qu'un demi-anneau vérifie la u-condition, s'il a la propriété
suivante: — En prenant un p-systéme d'idéaux et une famille {a,};c. d’idéaux,
Ihypothése que la famille est ordonnée par la relation d’inclusion et que chaque q,
na aucun sous-idéal dans le p-systéme entraine pour I'idéal a="'_q; la propriété de
n"avoir aucun sous-idéal appartenant au p-svstéme. Un demi-anneau vérifiant la
u-condition est appelé p-demi-anneau. On exprime par rapport a < la u-condition,
en disant: — Si{(q;))ic L est une famille ordonnée d’idéaux complets et si aucun des
(a;)o n'a élément dans un m-systeme de Z, il en est de méme de I'idéal (LJa,),.

On introduit de fagon analogue une n-condition et un n-demi-anneau. Le
théoréme qui suit est valable.

Théoréme 6. Tout n-demi-anneau est un p-demi-anneau et réciproguement.

En fait, la n-condition entraine la u-condition, car tout y-systéme est un n-sys-
teme. Réciproquement, si la u-condition a lieu, prenons un p-systeme d'éléments

de Z et une famille {(q;)o},¢, d'idéaux. chacun d’eux n’ayant aucun élément dans
le p-systeme: alors (lJa;), n’intersecte pas le p-systéme, puisque il n’intersecte
aucun des p-systémes dont’il est la réunion.

2) Une caractérisation des p-demi-anneaux. Il est trés intéréssante la carac-
térisation des p-demi-anneaux donnée par ce

Théoréme 7. Pour qu'un demi-anneau Z soit un p-demi-anneau, il faut et il suffit
que tout idéal réticulé et semi-premier de Z soit complet.

La condition est nécessaire: — Supposons v un idéal réticulé et semi-
premier de 2. L'ensemble C(1) est un p-systéme d’éléments de =. Nous allons voir
qu’il y a, parmi les idéaux de S appartenant a v, des idéaux maximaux. Prenons
un ensemble ordonné {r,},, de tels idéaux. Aucun de ces idéaux n'a sous-idéal
appartenant a C(v), puisque v est un idéal réticulé. Du fait que £ est un u-demi-
anneau, Ur, n'a aucun sous-idéal appartenant a C(r). Alors, d’aprés le principe
de maximum, il y aura un idéal maximal her. On aura h=v, car I'inclusion h v
implique I'existence de xer, x40, avec (x)er: I'idéal (b, (x)), somme deux idéaux
appartenant a r appartiendrait a v et ) ne serait pas maximal. Par conséquent,
I’égalité hy=r est valable et on a h€r, ce qui entraine r =T,.

La condition est suffisante: 11 faut montrer que, si I'on a une famille ordonnée
1(@:)0) ¢, dlidéaux complet*‘. aucun d'eux n'ayant élément dans un m-systéme Wi*,
on a aussi :J‘* ﬂ(b a,)0 = @. Soit v, le radical de (g;),. On peut faire les remarques

suivantes: 1) {T;},-, est une famllle ordonné d’idéaux et LT, est un idéal; 2) Uy,
est un idéal réticulé: 3) chaque r; est un idéal complétement semi-premier et il en



ra
(]

A. Almeida Costa

est de méme de Ur;. Alors I'idéal réticulé et semi-premier T, est, par hypothése,
un idéal complet. D’apres la définition du radical, aucun des t; n'a d'élément dans
Wi*, et il en est de méme pour UT;: W+ (1(UT,)=@. L'idéal support de UT; est
Jr;, done Ut; =1 (T;)e=(Ur;)s. Compte tenu de I'inclusion (Ug;)o S(1U1,)0,
on a WM*M(UR)eEM*N(Ur)o=*N(UT;)=0. Le théoréme est démontré.

COROLLAIRE 1. Pour ques  soit un p-demi-anneau. il faut et il suffit que le radical
B(n). de chaque idéal réticulé q, de . soit complet.

COROLLAIRE 2. Pour que Z soit un p-demi-anneau, il faut et il suffit que tout

idéal réticulé et premier de Z soit complet. Pour la suffisance de la condition, on
doit aussi tenir compte des deux faits suivants: 1) tout idéal premier minimal appar-
tenant a un idéal réticulé est un réticulé: 2) les propriétés X) et XII) du §4, n° 1,
ont lieu.

3) Propriétés des ;i-demi anneaux. Nous donnerons maintenant quelques propri-
¢étés de p-demi-anneaux, dont’on se servira pour établir une autre caractérisation.

Théoréme 8. Dans un p-demi-anneau, toute chaine ascendante d'idéaux semi-
premiers est finie.

Prenons une chaine {v, ;. dans les conditions de I'énoncé. La famille {€)o}rcL
est de méme une chaine dans Z. L'idéal 'J(x,), est réticulé et completement semi-

premier, donc complet. Alors L (r;)o=(1;)y, par conséquent, d’aprés le th. 1,
§4, n°1) Ux; =14, (BEL).

COROLLAIRE: Un p-demi-anneau satisfait a la condition de chdine ascendante
pour les idéaux, si et seulement si toute chdine ascendante d’idéaux avec le méme
radical est finie.

Théoréme 9. Dans un p-demi-anneau, pour que v soit un idéal premier minimal
appartenant a 0y, il faut et il suffit que D, soit un idéal premier minimal appartenant
d EOO

La condition est nécessaire: Dans les conditions de I'énoncé, on a a&p et
0o & Po, ou P, est un idéal premier. Soit P, un idéal premier minimal appartenant
a a, et contenu dans p,. On a q, &4 :pn On sait que P, est un idéal réticulé. En
outre, la u-condition entraine que p, est complet: p, =(p,);, On a 1) S0,
donc Dy Sp. Alors on a p, =p et Po =(P;)o est un idéal premier minimal apparte-
nant a Qq,.

La condition est suffisante: — Soit a5 &P, et supposcns ce dernier idéal un
idéal premier minimal appartenant & q,. Si le support p n'est pas un idéal premier
minimal appartenant a a, ou pourra écrire a S p, p, ou p, est I'idéal minimal en
question. Alors g =(D,)o =Dy, ce qui est en contradiction avec I'hypothese.

Des raisonnements analogues nous conduisent a la proposition suivante:

Théoréme 10. Dans un p-demi-anneau, pour que v soit lidéal semi-premier
minimal appartenant a a, il faut et il suffit que 1, soit I'idéal semi-premier minimal
appartenant a Q.
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Ce théoréme nous montre que, dans un g-demi-anneau, le radical B(a), de a,
est le support du radical B(Q,), de y: (B(a)), = B(dy).

Si I'on tient compte d’une propriété du radical d'un idéal réticulé signalée dans
le § 3, nous pouvons dire:

Théoréeme 11. Dans un p-demi-anneau, le radical B(a) est I'ensemble réunion
des idéaux v tels que v¢<a.

Voici maintenant la nouvelle caractérisation des p-demi-anneaux, a laquelle
nous avons faite une référence au commencement de ce numéro:

Théoréme 12. Pour que < soit un p-demi-anneau, il faut et il suffit que < pos-
séde les deux propriétés qui suivent: 1) S satisfait a la condition de chaine ascendante
pour les idéaux semi-premiers; 2) si v est I'idéal semi-premier minimal appartenant
a a, 1, est 'idéal semi-premier minimal appartenant a Q.

Nous savons déja que les deux propriétés traduisent des conditions nécessaires
pour que < soit un p-demianneau. Réciproquement, supposons que < a les deux
propriétés. Si {a;}, ¢, est une famille ordonnée d'idéaux et chaque a, n’a aucun sous-
idéal appartenant a un z-systéme ‘I}*, alors, en passant aux radicaux r;, des q;,
la propriété 1) entraine Ur,=r,, (#€L). Les (a;), n"ont aucun élément dans i*,
et il en est de méme pour les (r;),, puisque ceux-ci, d’aprés la propriété 2), sont les
radicaux des (a;)o. Alors (Ut,), =(r,)o, n'a aucun élément dans *I'*, et il en est
de méme pour (Ja;)y, ce qui acheve la démonstration.

§ 6. IDEAUX EN RELATION AVEC UN IDEAL. IDEAL ADJOINT D'UN IDEAL.
IDEAUX PRIMAUX. COMPOSANTES ISOLEES. COMPOSANTES PRINCIPAUX.

1) ldéaux premiers et non-premiers a droite a un idéal. — Pour faire une théorie
de représentation des idéaux dans les pu-demi-anneaux, on doit développer certains
raisonnements qui se rapprochent de ceux que l'on a déja faits dans le § 3. Soit
a un idéal d’un demi-anneau . On définit le quotient a droite (a:b),, ou b est un
idéal, comme I'ensemble réunion des idéaux 1 tels que rb = a. Cette définition coincide
avec celle que I'on a précisement donné dans le § 3. En supposant a #@ #b et en
passant & 0y, on voit que I'ensemble en question est I'idéal support de I'idéal réticulé
(Qy:b),. Du fait que (a:b),.bESa. on conclut la relation (a,:b),=((a:b),)o. On
donnera cet énoncé:

Théoréme 13. Pour chaque paire d’idéaux non vides d’undemi-anneau Z, on a
((a:b)y)o =(qg:b).. Certe relation s’étend au cas a=@0.

Lorsque (a:b), =q, on dit que b est premier a droite a a: autrement, si (a:b), = a,
on dit que b est non-premier a droite a qa.

Dans le premier cas I'élément b n’est pas en relation avec l'idéal a,; dans le
deuxiéme, b est en relation avec q,. De cette fagon, les systémes multiplicatifs Wi,
et Wio des éléments non en relation avec q, et en relation avec a, ont ici une autre
signification.
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Si a=p= < est un idéal premier, les idéaux non-premiers a droite a p sont
ses sous-idéaux: si a =@, tout idéal b = O est premier a droite a a; et I'idéal vide est
premier. Les idéaux non-vides non-premiers a droite a @ forment un systeme vide.

2) Idéaux en relation avec un idéal. Soit £ un demi-anneau quelconque. Un
idéal [ est dit en relation avec I'idéal a # @, s'il a les propriétés suivantes: 1) Il est
la réunion h= Ub, d’idéaux b, non-premiers a droite a a: la somme (b,, b, ...)
d’un nombre fini d’idéaux b, est encore un idéal non-premier a droite a a. Cette
définition revient au méme de dire: 1") Chaque élément de ) engendre un idéal
non-premier a droite a a; 2') si x,, ..., x, €b, 'idéal ((x,,) ..., (x,)) est non-premier
a droite 4 a. [Si a=0), le seul idéal en relation avec a est I'idéal vide].

En passant a I'idéal réticulé complet a4, chaque b, est un élément en relation
avec 0,. L'idéal |y peut étre considéré le support de I'idéal réticulé ), de =, engendré
par les b,; et [ est un idéal en relation avec a,, par éléments. Réciproquement, si
I'on suppose I) un idéal réticulé en relation, par éléments, avec G , son support est
un idéal en relation avec a. Au lieu de I'idéal b, on peut considérer I'idéal réticulé 0,
engendré par les idéaux (x). On a h S, bien que b soit le support des deux idéaux.

" Lecasle plus simple d’un idéal |y est donné par un idéal non-premier a droite

a a.

Nous allons nous occuper. en particulier, des p-demi-anneaux. Les résultats
que l'on va établir se condensent dans la proposition que voici:

Théoréme 14. En supposant = un p-demi-anneau, il faut et il suffit, pour que
by soit un idéal en relation avec o, que |y soit un idéal non-premier a droite a a. Tout
idéal non-premier a droite a o peut étre plongé dans un idéal non-premier a droite
maximal p a a, lequel est un idéal premier. Il y a une correspondance biunivoque entre
les idéaux non-premiers a droite @ a maximaux (tous eux contenant o) et les idéaux
maximaux, par éléments. appartenant a 0.

Prenons a et I'idéal h= )b, en relation avec a. En passant au idéal l). nous
savons que ce dernier idéal pesut étre plongé dans un idéal maximal p appartenant,
par éléments, a q,, lequel est premier, réticulé et contient 1, (§3). Alors D=1,
est complet. Son support p contient ) et a et on a pep,. Cela signifie que p est un
idéal non-premier a droite a a et le méme arrive pour ). Réciproquement. tout
idéal non-premier & droite & a est en relation avec a. En passant a la deuxieme
partie, remarquons que g est premier et qu’il est un idéal maximal non-premier a
droite a a. puisque si I'on avait p’ >p et p’ était non-premier a droite & a, nous
aurions aussi Po D, et P, serait un idéal en relation avec q,, par ¢léments. Cette
contradiction achéve la démonstration. La derniére partie est maintenant immédiate.

3) Idéaux adjoints. Idéaux primaux. Soit Z un demi-anneau quelconque. Pre-
nons @ = @, E, ainsi que I'idéal a,. L’idéal adjoint, par éléments, de q,, est I'idéal
réticulé w, de S, composé de tous les idéaux ¢ tels que I'on a, en supposant b e,
(¢, D)eM5. On sait que w= p,, ou les P, sont les idéaux maximaux, par éléments,
appartenant a a,. On appelle I'idéal w, support de w, I"idéal adjoint de n. Comme
les idéaux D, sont des idéaux réticulés, on a w=(1p, [§4, n°. I, prop. X]. On peut
dire:
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Théoréme 15. Dans un demi-anneau quelconque, l'idéal adjoint w, de a, est
lintersection de tous les supports des idéaux maximaux appartenant a 0,, par €lé-
ments. L'énoncé inclut les cas a =9, Z, pour lesquels w = Q.

COROLLAIRE: Dans un p-demi-anneau, l'idéal adjoint w, de o, est 'intersection
de tous les idéaux maximaux non-premiers a droite a q.

L’idéal a d’un p-demi-anneau est dit primal, si 0, est un idéal primal, par élé-
ments. D’aprés la derniére partie du théoréme 14 et les propriétés des idéaux pri-
maux, par éléments, rappelées dans le §3, on a les deux propositions suivantes:

Théoréme 16. Dans un u-demi-anneau, pour que o soit un idéal primal, il faut
et il suffit qu'il vy ait un seul idéal maximal non-premier a droite a q.

Théoréme 17. Dans un p-demi-anneau, pour que a soit un idéal primal, il faui
et il suffit que la somme de deux idéaux non-premiers a droite a a soit un idéal non-
premier a droite a qa.

4) Composantes isolées. Prenons un idéal a d'un demi-anneau quelconque.
ainsi qu'un p-systéme Wi* d'idéaux. Ce dernier peut étre vide. La composante isolée
au+ est définie comme I'idéal support de I'idéal (Qg)w+, ot Wi* est maintenant un
m-systeme de &.

L’idéal a est contenu dans au+. Si b est un idéal tel qu’il existe en eflet mée W~
pour lequel bmSa, on a bmeq, et b€ (Ay)m+. Alors b ay«. On obtient de la sorte
la composante isolée. Ainsi:

Théoréme 18. Dans un demi-anneau quelconque, la composante isolée ay-, par
rapport a Y*, est la réunion de a et de tous les idéaux b, de Z, pour lesquels il existe
en effet meIN* tel que bm < a. Si I'on sait que Wi* =@, alors ay« peut étre définie
comme la réunion des idéaux b. Si a=0 on a au=0; si W* =G, on a au+ =u.

En supposant £ un p-demi-anneau, un idéal o non-premier a droite a a et
maximal est premier. Alors, Wi* = C(q) définit ac) =a(q), que l'on appelle com-
posante principale définie par . Nous avons la proposition suivante:

Théoréme 19. Dans un p-demi-anneau, pour que o soit primal, il faut et il suf-
fit que l'on ait a =a(q), oit q est supposé un idéal maximal non-premier a droite a \.
Cela résulte du fait que a(q) est le support de 0y(dq) = Qpc(io) -

COROLLAIRE: S'il y a, dans un p-demi-anneau. plusieurs idéaux maximaux g
non-premiers a droite @ a, on ne peut avoir, pour aucun q,a=a(q).

Nous finissons encore par un théoréme que I’on trouve, comme pour la plupart.
chez W. KRrRULL,

Théoréme 20. Dans un p-demi-anneau, 'idéal o est Iintersection de toutes ses
composantes principales: a= (a(q). Nous avons déja dit dans le § 3. que, dans un
demi-anneau réticulé, chaque idéal réticulé est I'intersection de toutes ses composantes
principales. De cette fagon, si I'on passe a I'idéal qa,, on a ay,= Nay(d,). D’autre
part, a(q) est le support de a,(0,). Alors la relation XII), du méme § 3, nous donne
a= Na(a).
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§ 7. INTERSECTION D'IDEAUX. REPRFSENTATIONS

1) Idéaux sous-irréductibles. Lorsqu’un idéal b est l'intersection d’une famille
14:), (A€ L), d’idéaux, en posant b= (q; on dit que I'on a une représentation de b.

L’idéal b est sous-irréductible, si toute sa représentation implique g, =b, pour
un certain g_.: b est irréductible, s’il n’a pas une représentation finie au moyen de
diviseurs propres. De cette fagon, tout idéal sous-irréductible est irréductible.

Théoréme 21. Un idéal a#© d'un demi-anneau quelconque a loujours une
représentation par des idéaux sous-irréductibles.

Prenons a #©@ ainsi que la totalité 7 des éléments qui n’appartiennent pas a
a. Si 1€T, considérons la famille des idéaux qui contiennent a et ne contiennent
pas 1. Cette famille constitue un systéme partiellement ordonné, non vide et inductif.
Désignons par g, un élément maximal du systtme. On a a= (g,. Nous allons
reconnaitre que chaque g, est sous-irréductible. Si I'on avait q,= MNbY, 1P g,
on aurait aussi 7 ¢ b, pour une certaine valeur ¢’, de a, et cela serait en contradiction
avec la maximalité de g,.

Le théoréme ne fait pas d’exception pour a =Z. Ce dernier idéal est considéré
sous-irréductible. L'idéal a =@ peut ne pas étre sous-irréductible, car I'idéal nuc-
léaire peut €tre vide. Un demi-anneau est dit sous-irréductible, si son idéal nucléaire
) est sous-irréductible. Alors on a #@.

Théoréme 22. — Dans un p-demi-anneau, un idéal irréductible =@ est primal.

En effet, si(8:b,), Do et(8:b,), 29, onaaussi (8:(by, b,))y=(s:b,),M(s:0;) D,
car, autrement, § ne serait pas irréductible. Alors, si q est un idéal maximal non-
premier a droite a o, I'idéal (q, b) quel que soit b non-premier a droite a 3, est non-
premier a droite a 8. Par conséquent, (g, b) S q, ce qui entraine b&q. Il v a un seul
idéal maximal non-premier a droite a &.

COROLLAIRE: Dans un p-demi-anneau, tout idéal o #@ a une représentation au
moven d’idéaux primaux. Le corollaire sétend au cas a=@.

Si I'on passe de I'idéal irréductible b a I'idéal ho. de Z, on ne peut pas avoir

bo = llﬁa si Jh(, et q= hn et sil’on suppose b et q des idéaux réticulés [prop X),
§4.. n° 1)]. 1l s’agit d'un résultat a fixer.

2) Représentations irrédundantes. Prenons, dans un demi-anneau quelconque,
la représentation

(1) g =1g,, (VEN).

On dit qu’il s’agit d'une représentation irrédundante, si aucun des g, ne peut étre
écarté : que la représentation est réduite, si aucun des (, ne peut étre remplacé par
un diviseur propre: et on dit que la représentation est normée, si elle est irrédundante
et réduite.

Supposons maintenant que (1) est une représentation irrédundante d’un idéal
1= @, avec les g, irréductibles. La représentation correspondante

(2) a = N@.)g: (vEN),



Sur la théorie générale des demi-anneaux 27

est une représentation irrédundante au moyen des idéaux (Qy)o, lesquels, comme
I'on a vu dans le n°. antérieur, ne peuvent pas €tre une intersection de deux idéaux
réticulés les contenant proprement. Nous appelerons (2) faiblement réduite, si aucun
des (q,)o ne peut pas €tre remplacé par un idéal réticulé qui soit son diviseur propre.
En fait, nous allons démontrer le lemme suivant:

Lemma. La représentation (2) est faiblement réduite.

Si I'on pourrait avoir

3) “0:(-!1-).]00( D'(ﬁ\)u):!‘l): ]’\|( D'(!‘Iv)l})! avec h; D(h))()! (;LEN),

ol q; est supposé réticulé, le fait que [) (a,)0 £(q;)o nous amenerait a
i

v

4) (800 S 81 MN((82)o0> 0 (@v)o)s

ou le deuxieme membre est I'intersection de deux idéaux contenant proprement
(4;)0- Soit ) le deuxiéme membre en question. Nous allons reconnaitre I'égalité
b =(8;)o- Si (4) est valable, prenons v = b} = (b,,c) €h,avecbh; €qs,b; €(8,)0,¢ € N(a,)0,
(v=4). CommeI'on a (b,, ¢) €37, on a aussi ¢ €q;, par conséquent ¢ € 5 (N (8,)0) =
=0 £ (q,)0. De cette fagon, on voit que v =(b,, ¢) €(q;). C'est le résultat annoncé.
D’autre part, on aurait

(5) @0 = 8% M@ N 8))os

comme nous allons le démontrer. Soit y un idéal appartenant au deuxieme membre
de (5). On a n<(a;, Na,). Si yey, en posant y=ZX(g +h'D), avec gi’¢q;,
vEL

e N a,, (i=1,2....,n), on voit que y€((g{), ..., (g), (AV), ..., (hf)) et que
(MER:(@;)0, (1(a,)0). Dans le raisonnement ci-dessus, nous avons vu que
(¥)€(Q;)o. Pour chaque y €1, on obtient y€q;, ce qui entraine 1 =q; et ne(q;),.
Le résultat (5) que I'on vient d’établir est en contradiction avec un résultat cité
dans le n° antérieur. Le lemme est établi.

Théoréme 23. Dans un demi-anneau quelconqgue, tout idéal qui a une représen-
tation irrédundante au moyen d’idéaux irréductibles, en a aussi une normée.

En prenant (1) avec les g, irréductibles, on peut affirmer qu’elle est réduite.
car autrement, de
a=Nge=8N(N 8w @18, (VEN),

vEA

en passant a I'idéal complet q, et a ses représentations correspondantes (aussi avec
Fintervention d’idéaux complets), on arriverait 4 une contradiction avec le lemme
antérieur.

3) Représentations réduites. Soit
(6) a=MNaq,, (véN),

une représentation d'un idéal a d'un demi-anneau quelconque au moyen des idéaux
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a,. Daprés les relations (a:b),=(Mgq,:b),= MN(q,:b). on voit que [I'hypotheése
(a:b), =a implique, pour un certain Z€ N, (q;:b), ©q;. Réciproquement, en prenant
(6) et en supposant la représentation réduite, I’hvpothése (q;:b); >aq;, pour un
certain 4 €N, implique (a:b); a. Ainsi:

Théoréme 24. Si (6) est une représentation réduite d'un idéal o d’ un demi-annean
quelconque, alors. pour que b soit un idéal non-premier a droite a . il faur et il suffir
que a soit non-premier a droite a un certain q,.

COROLLAIRE: Si, dans un p-demi-anneau, (6) est une représentation réduite de
a# @ au moyen d’idéaux primaux, alors, pour que o soit primal, il faut et il suffit
que 'on ait, pour la réunion \Jw,, des idéaux adjoints des q,, et pour I'idéal w. adjoint
de a, les relations w= Jw,=w,, ot < N.

La condition est nécessaire: Si a est primal, nous savons que 10 est non-premier
a droite a a. Par conséquent, on a w = w,, pour un certain € N. D’autre part, quel
que soit w,, on a aussi w, £ w, ce qui entraine 1w, SwSw,, dou les relations de
I'énoncé.

La condition est suffisante: En prenant un idéal maximal q non-premier a
droite a qa, I'inclusion q £ w, sera valable. Comme 1w, est contenu dans idéal maximal
q’ non-premier a droite a a, on a ¢S w,<q’, ce qui entraine g =q’ et a est primal.

Pour arriver a un certain théoréme d’univocité, on a encore besoin de la pro-
position suivante:

Théoréme 25. Dans un p-demi-anneau, si I'on suppose (6) une représentation
réduite de a au moyen didéaux primauy, il existe, dans la famille {w,}, . y des idéaux
adjoinis des ., des idéaux maximaux par rappori i lincli:ion,

Le théoréme résulte de deux faits tres simples. D’une part, dans un p-demi-
anneau, l'idéal adjoint d’un idéal semi-premier. D’autre part, dans un p-demi-
anneau, toute chaine ascendante d'idéaux semi-premiers est finie.

Soit, dans un pu-demi-anneau, la représentation réduite

(7) a=10g, (VvEN),
au moyen d'idéaux primaux. Prenons les idéaux maximaux {n,}, (6 €SS N), dans

al
la famille {w,}, (v€N), dont'il est question dans le théoréme 25. Si I'on associe
tous les idéaux q, dont les idéaux adjoints sont contenus dans un w,, on obtient.

en vertu du corollaire, un idéal b, qui est encore primal. La représentation
(8) a=MNh,, (6€S),

est irrédundante, par les raisons qui suivent. Supposons a= (0, ('S =8§),
une représentation obtenu de (8), en écartant quelques ),. En remplagant les b,
par les g, correspondants, on arrive a

(9) a=gq,, (VEN),

ou manquent quelques g, de (7) et quelques-uns des idéaux maximaux w,. Cette
représentation (9) est encore réduite. Les idéaux maximaux de la famille {n, |
doivent, d’autre part, étre les mémes que ceux de la famille {w |, les uns comme

les autres ¢tant la totalité des idéaux maximaux appartenant a a. Comme cela n’est
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pas \rai, on reconnait qu'il n'y a pas la possibilité d’écarter quelques-uns des 1,,
dans (8). La représentation (8) est irrédundante. Nous avons:

Théoréme 26. Dans un u-demi-anneau, chaque idéal a9 qui a une représenta-
tion réduite de la forme (7), a aussi une représentation irrédundante de la forme
a=11h,, (6 €S), ot chaque |, est un idéal primal avec un idéal adjoint w, qui n'esi
contenu dans aucun Ww,, avec T #a.

On peut dire maintenant:

Théoréme 27. (d univocité ). Dans un p-demi-anneau, deux représentations irrc-
dundantes d’un idéal (au moyen d’idéaux primaux ) pour lesquelles les idéaux adjoints
sont tous maximaux oni la méme cardinalité et les mémes idéaux adjoints.

Conférence donnée & Oberwohlfach —Walke, dans le Colloque sur la Théorie
des Anneaux, tenu de 23 a 28 Octobre 1961, sous la direction du Prof. R. BAFR.
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