Die Darstellung der Tensoren mit ihren Tensorkomitanten
niedrigerer Stufe in Riumen definiter und indefiniter Metrik

Von GYORGY TEVAN (Miskolc)

Kurzgefasster Inhalt

In diesem Artikel werden wir von den, fiir die Tensoren 2-ter Stufe des Raumes
definiter Metrik giiltigen, bekannten Sitzen ausgehend, den beliebigen Tensor
p-ter Stufe, als lineare Kombination der dyadischen (tensoriellen) Produkte der
Komitantentensoren (p —¢)-ter und g-ter Stufe darstellen. (Satz 2.) Danach werden
wir durch Anwendung des allgemeinen Satzes auf den Fall ¢ =1, den Tensor p-ter
Stufe vollstindig bestimmende Komitantenvektoren und Invarianten angeben.
(Satz 3.) Endlich verallgemeinern wir unsere Resultate auf Rdume indefiniter Metrik.
(Satz 4—7.)

§1.

Zuerst fassen wir diejenigen, fiir Rdume mit definiter Metrik giiltigen, auf
Tensoren zweiter Stufe sich beziehenden, bekannten Sitze zusammen, die zum
Ausgangspunkt dienen.

Satz 1. In einem n-dimensionalen Raum definiter Metrik haben alle symmet-
rischen Tensoren 2-ter Stufe A* =A (mindestens) n aufeineander senkrechte Eigen-
vektoren:

(N As, = 4,8, (x=1,2, ..., n)

Mit Hilfe der Eigenwerte und Eigenvektoren kann man den Tensor 2-ter Stufe
( Bilineartensor ) forlgendermafen ausdriicken:

/4 / /
(2) A==3s,08+ fszf;sz+...+ >N 08,
S S2 Sy

wo s,+8; =0, wenn a#f (Hier, wie auch im weiteren, bezeichnet ,,o” uberail das
dvadische Produkt.) [1], [2], [3]. [4]).
.

Satz II. Im n-dimensionalen Raum definiter Metrik kann man alle Tensoren 2.
Stufe A, mit Hilfe der Eigenvektoren s, mit den Eigenwerte 7., des symmetrischen
Tensors A* A, folgenderweise aufschreiben:

(3) A= ;nt?:s?—}—;:ztg:sg-i—...+;t,.tfcs:,):
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ferner ist das System der Vektoren s? und t$ orthonormiert, d. h.

(3a) o 0, wenn a#f
Tl 41, wenn a=p

hier steht das Vorzeichen ,,—"" in Rédumen negativ definiter Metrik.

0, wenn a#=f§

+ 1, wenn a=pf

(3b) &&:{

L]

hier steht das Vorzeichen .,—" in Rédumen negativ definiter Metrik.

Diese Zerlegung hat die Eigenheit — gegeniiber Zerlegungen gemill anderen
orthogonalen Grundvektoren (Basisvektoren), — dall auch die Vektoren tY ortho-
gonal sind. Dieser Satz ist in der Literatur als die Zerlegung eines beliebigen Tensors
in Produkte symmetrischer und isometrischer (orthogonaler) oder umgekehrt,
isometrischer (orthogonaler) und symmetrischer Tensoren bekannt. ([1], [2]. [4]).
Man kann ndmlich die Relation (3) auch in der Form

A=(ut]ot] + ...+ ut otd)-(t) o8y + ... + t9 o8Y) =
= (t? c-s‘.‘lJ - TN +t,? c;sg)-(;ns? os? + ... +p,.s,‘: :sg)
aufschreiben.
§2.
Auf Grund der Sitze | und II, kann man die auf die Zerlegung der Tensoren
hoherer Stufe beziiglichen Sitze ableiten.

Satz 1. Im n-dimensionalen Raum definiter Metrik verfiigen alle solche Tensores
gerader (2p-ter) Stufe, welche die in ihrer reinen Kovarianten oder in ihrer reiner
Kontravarianten Form sich zeigende Symmetrie

(4) Ai:f:-.i,.j.j;.“j,.:Aj.h..,j,,i.i:,,.f,.
haben, (mindestens) iiber n® Eigentensoren p-ter Stufe:

p+p (p)p

r
(5) A S, =48, (e=1;2, ..c.n®)
p+p
wo A den die Symmetrie (4) besitzenden Tensor 2p-ter Stufe bezeichnet, wihrena
das (p) iliber dem Multiplikationszeichen eine p-fache (innere) Multiplikation
bedeutet. So erhalten wir die vorige Gleichung mit Indizes:

PUES

odif2dp S:”:w“’ = ;"S;I‘:v--ip; ("I = ]._ 2. i ”p).
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Die Eigentensoren sind orthogonal, d. h.:

pip)p

S,-8;=0 fir x#p

pt+p
und mit deren Hilfe kann man den Tensor A folgendermapPen ausdriicken:

p¥p L P P A
(6) A _—‘TI-S|051‘§‘...+ p,,,, S O
\H Su
hier ist
P 2P
ga- =y " S:

BeEwEls. Wenn die Vektoren eines n?-dimensionalen Raumes jedem Tensor
p-ter Stufe des n-dimensionalen Raumes von definiter Metrik entsprechen, dann ist

dieser Raum einerseits ebenfalls von definiter Metrik, andererseits entspricht ein
P+p
symmetrischer Tensor A zweiter Stufe dem Tensor A in diesem Raum; so fiithren

wir den Satz | auf Satz I. zuriick. (Die Matrix des Tensors A4 ist die Hypermatrix
P+r

der Matrix des Tensors A ). Die Gleichung (5) entspricht der Gleichung (1) und
die Gleichung (6) der Gleichung (2).

Satz 2. Im n-dimensionalen Raum definiter Metrik kann man einen beliebigen

»
Tensor A p-ter Stufe als die lineare Kombination der dyadischen Produkte der Komi-
tantentensoren (p — q)-ter und g-ter Stufe herstellen; sowohl die Tensoren (p — q)-ter
Ordnung, wie auch jene g-ter Ordnung, sind orthonormieri;

P—q

P q P-4 q
(8) A=pu ToS)+...+p, TS0S?

ni?

a (@) q 0, wenn o = f.
(8a) S0 . S:,’ =

+1, wenn o=J,

(hier steht—1, venn der Raum negativ definiter Metrik uud g ungerade ist),

(8b)

P-4 (p—q) p—oq 0, wenn 1?&[}»
s . ﬁ =

+1, wenn o=J,
(hier steht —1, wenn der Raum negativ definiter Metrik und (p — q) ungerade ist.)

Der Satz 2 ist die Verallgemeinerung des Satzes 11. So entspricht die Gleichung
(8) der Gleichung (3).
P (p=qrp

BEwEls. Bezeichnen wir mit A* - A jenen Tensor 2g-ter Stufe. welcher eine
reine kovariante Form:

LIS kiky...Kp_ g

‘i.i;...L,Ak,h...k,.—qju:...jq = Ahk:.,.k,.-‘.e.i;.,.iq’l‘ hat.

etz dq

Es ist ersichtlich, daB dieser Tensor eine Symmetrie von (4) besitzt; den Satz 1
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q
anwendend, erhalten wir also solche Komitantentensoren S,, fiir welche

=

p (p=4q) p(q)a

[A* ¢ A] p SR:;'ESG (CIZI, 2! P | "q)

q (q) ¢
gilt, wo S, - 8;=0, fiir xf ist. Da die Komitantentensoren S ein vollstindig

orthogonales Syslem bilden, konnen wir soglelch aufschreiben:

p 1 [ plara | |mqi q |
= IA AL et Bes
S-,
Es ist aber
";qu |<rr q",;"“S“ Sq““'rA* 'H{; lqlsq ]_ s A (q) q Y .
. gl = . - Sp| =448,-8; =0, fiir a#p,

rlalq
also sind die Tensoren [A - S] (p — g)-ter Stufe ebenfalls orthogonal. Den normierten

q q
Wert von S, mit S? bezeichnend,

q q
S S5
] q'l.
e
ferner mit der Bezeichnung
P—q | LRUIN]
T, = | lszi E 4
g
ailt:
r P-4 k) p=
(9) A= T, cS?+...+T ds;{,.
wo

p—a(p—q) p—dq .

T, - T, =0, fir axp
- - - P_q . * .
1st. Wenn wir die Tensoren T, noch normieren, gelangen wir zur Gleichung (8),
die zu beweisen war.

Bestdtigung der Folgen. Die Gleichung (9) wird im Falle ¢ =1, die folgende:

p -1
(9a) T1 OB v b T oSy

wo s, ...,sY die aufeinander senkrechten Komitanten-Einheitsvektoren sind,
p=1 p-1

T,, ..., T, hingegen die aufeinander ,senkrecht”-en Tensoren (p—1)-ter Stufe
sind. Diese Zerlegung kann man fiir jede der Tensoren (p — 1)-ter Stufe durch-
fithren, dann auch fiir die Tensoren (p — 2)-ter Stufe, endlich wird sich der Tensor

r
A als lineare Kombination der dyadischen Produkte seiner Komitantenvektoren
ergeben. Z. B. fiir einen Tensor 4-ter Stufe:

5 o 0 0 0
Lafiy t,y-‘. OSaiy OSap O 8y

-

4:.:

IWE
|[4
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Offenbar sind hier die Zahlen 4,,, Invarianten, und ebenso sind die Skalarprodukte
zweier Komitantenvektoren (nur auBer .,0") invariant. Die erhaltenen Invarianten
sind — wegen der Orthogonalitdt — nicht voneinander unabhiingig; das Aufschreiben

der Gebundenheiten ist aber schwerfillig.
p-1
Geben wir die Komponenten der Tensoren T, bei (9a) in einem durch die
Komitantenvektoren s? als Grundvektoren (Basisvektoren) bestimmten orthogonalen
Koordinatensystem an! Diese Komponenten sind gewill invariant, sie sind aber
r-1
nicht voneinander unabhingig, da die Tensoren T, orthogonal sind. Die Gebunden-

heit der Zahlen ]i%:i) kann man aber einfach auf Grund der Relation:

p—-lip-1)p-1

- Ty = (x#f)

T
aufschreiben. So gelangen wir letzten Endes zum Satz 3.

Satz 3. Wenn wir im n-dimensionalen Raum definiter Metrik die Eigenvektoren
pp=1) p

P
st der aus dem Tensor A gebildeten Tensoren 2-ter Stufe A* - A, ebenso die auf
das Koordinatensystem dieser Eigenvektoren beziiglichen Komponenten der Tensoren
(p—1)-ter Stufe

p-1 1 P 0.2 P o
T; = _ﬁAsu e (_sﬂ') As,
(52)
p=1
ausrechnen. und — wegen der Orthogoralitit — eine der Komponenten T,. zwei
p-1 p—1

der Komponenten Ty, usw. (n—1) der Komponenten T, weglassen, dann bilden die
so erhaltenen unabhdingigen Komponenten ein System, welches mit den Einheitsvektoren

r
St ... 82 zusammen, den Tensor A vollkommen bestimmt. Darum kann man alle
0 n

P
Invarianten des Tensors A mit diesen Invarianten ausdriicken.

£5

Im Folgenden werden wir untersuchen, wie sich die obigen Sitze in Ridumen
indefiniter Metrik abindern. Da sich unsere Sétze (auch der Satz I1), auf Satz I stiitzen.
werden wir in erster Reihe untersuchen, wie ein symmetrischer Tensor 2-ter Stufe
auf einem Raum indefiniter Metrik zerlegbar ist.

Vor allem stellen wir fest, daB es geniigend ist, wenn wir uns auf nicht entartete
svmmetrische Tensoren 2-ter Stufe beschrinken. Wenn ndmlich A ein entarteter
Tensor ist, d. h. es gibt einen solchen Vektor z,, fiir welchen Az, =0 gilt, dann ist
der zu z, senkrechte Unterraum (,,Sub-Raum™) ecin invarianter Unterraum des
Tensors A, da z,Ax =xAz, =x-0=0, d. h. zusammen mit x auch Ax senkrecht zu
z; ist. Wenn jetzt in diesem Unterraum der Tensor A noch immer entartet ist,
d. h. es gibt einen solchen Vektor z, | z;, fir welchen Az, =0 gilt, dann ist der
auf z, und auf z, zugleich senkrechte Unterraum ebenfalls ein invarianter Unter-
raum des Tensors, usw. Wir fithren dieses Verfahren weiter, bis wir endlich zu einem
solchen Unterraum gelangen, wo der Tensor nicht entartet ist.
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Jetzt miissen wir nur noch den definiten oder den indefiniten symmetrischen
Tensor im n-dimensionalen Raum indefiniter Metrik untersuchen. den Semide-
finiten aber nicht.

Beziiglich des den indefiniten Raum charakterisierenden Maltensors werden
wir noch jene natiirliche Einschrinkung machen. daB8 wenn x und y linear unab-
hidnrgige Vektoren eines beliebigen Unterraumes sind, so kann kein solcher Vektor
x eristieren, daB die Verbindung xy =g, x)* =0 bei allen y-Vektoren des Unter-
raumes stottfindet. Das bedeutet, daB der MaBtensor in keinem 2-dimensionalen
Raum entartct ist. Im folgenden werden wir indefinite RiAume solcher Maltensoren
voraussetzen.

Satz 4a. Der symmetrische, definite Tensor A 2-ter Stufe hat auch im Raum
indefiniter Metrik (mindestens : n aufeinander senkrechte Eigenvektoren:

As, = 4,5, (x=1,2, .... n)

Mir Hilfe dieser kaun man A jolgenderweise ausdriicken:

);.l 4 ;iz 3 ";"R . .
A — 3 SI"SIJ— 3 Sz'.-'sz+..‘+_zsnl‘su‘
s1 s2 Su

s,'sg =0, fiir a#p.

BEMERKUNG. Da die gemischte Form von A4 gleich 4!, =g*A,;, bzw. 4}/ =
=g.A% ist, und so beziiglich der Komponenten si, bzw. s,,; des Eigenvektors
s, Al si=g%A, sl =188 baw. Ais, j=guA¥s, ; =71,5, ; gilt, ferner die reine kova-
riante, bzw. reine kontravariante Matrix des symmetrischen Tensors 4 symmetrisch
ist, ist der Satz 4a mit dem folgenden Satz gleichwertig:

Eine Produktmatrix der symmetrischen und definit-symmetrischen Matrix ist in
diagonale Form transformierbar.

Diesen Satz werden wir trotzdem beweisen, um den Beweis der folgenden
Siétze vorzubereiten.

8.4 xAx| | A;x] e
Beweis. Das Minimum des Ausdruckes: 3 ‘:l “——| wird bei cinem
x= || &yx¥
; 2 i § s As,
solchen Vektor x=s, angenommen, bei welchem s =0"') ist. Wenn =
ist, dann wird wegen der Definitiit des Tensors 4 4, #0, so daf :

| xAXx o
TR

eilt. Ist x in der Umgebung des Vektors s,, d. h. x =s, +&t, wo t-s;, =0 und & klein

" . : . gy BA%. o g
genug ist, dann stimmt das Vorzeichen von 4, und dasjenige von = iiberein,
also ist =

xAx
=1.
A x%

') Es kann mehrere solche Vektoren geben:; von diesen wiithlen wir einen aus, und dieser ist
der Vektor s..



46 Gy. Tevan

d. h.
1 tAs, , tAt
s 4s, + 2etds, + e*tAt _ L /487 #h A8f |
AR I 7 Jupe et . 2 =
1+e2—
st
Bei geniigend kleinem & wird also:
]
1+2¢ t,As; P L. A l+slt—2.

/.|S| ;.]sf S.

Das kann nur in jenem Falle fiir positive und negative Werte von ¢ in gleicher Weise
gelten, wenn tds, =0 ist. So bestehen ts; =0 und tds, =0 gleichzeitig fiir alle t, des-
halb ist As, =xs,. Durch skalare Multiplikation von s,, »=4,, bekommt man
also

As, = /48,

So ist s; ein Eigenvektor mit einem Eigenwert 4.
Der Unterraum der zu s, senkrechten Vektoren x ist der invariante Unterraum
des Tensors 4, da s,AX =xA4s, = 4,x-s, =0 ist; also fillt auch Ax in diesen Unter-

. i : . s XAX
raum. Hier konnen wir noch einmal das Minimum?) des Ausdruckes I O suchen,

usw. So erhalten wir (n —1) Eigenvektoren. Der auf diese (n —1) Vektoren senk-
rechte Vektor s, ist gleichfalls Eigenvektor. weil

s As, =s8,4s,=1,8,8,=0 (x=1,2,...,n—1)
gilt, Also ist auch 4s, senkrecht zu jedem s,, und so
As. =18 .
f«2 kann nicht 0 sein, weil dann s,4s, =0, und A nicht definit wire.)

Satz 4 b. Im n-dimensionalen Raum indefiniter Metrik hat der indefinite sym-
metrische Tensor A zweiter Stufe (mindestens) (n—2) Eigenvektoren. Mit diesen
konnen wir den Tensor in der Form:

.;'! f'n‘Z .
A=—58,08+..1+-58,.:08,_;+K
S Sp-2

aufschreiben, wo K die symmetrische Tensorkomitante 2-ter Stufe in dem :zu den
Eigenvektoren senkrechten 2-dimensionalen Raum bedeuter. In diesem Unterraum
ist der MapPtensor ebenso indefinit.

Beweis. Betrachten wir jene 2-dimensionalen Unterrdume (,,Ebenen™) fir
deren Vektoren x,x?#0, gilt also x* =0 oder x* <=0, d. h. x definit ist. Solche
Ebenen existieren jedenfalls, denn wenn x,, X,, X; solche Vektoren sind, fiir welche
x{ #0, x3 #0, x3 #0 ferner x,-x, =0, x,-X; =0, x,*x; =0 gilt, so sind unter diesen

2) Ein Minimum gibt es in allen Unterrdumen, weil der MaBtensor — im Sinne der anfangs
erwihnten Einschrinkung in keinem 2-dimensionalen und demzufolge auch in keinem Unter-
raum hdherer Dimension entartet ist, so daB x*=0 nicht gelten kann.
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fiir zwei Vektoren, z. B, fiir x; und x,, x{ und x3 von gleichem Vorzeichen.3?) Aber
x? ist von gleichem Vorzeichen fiir jeden Vektor x der durch die Vektoren x, und
x, aufgespannten Ebene, weil x? = (ax, + fxX,)* = a?x? + f2x3 ist.

: i . XAx : . &
Fiir die Vektoren einer solchen Ebene ist 2 Yon beiden Seiten beschrinkt,
also hat dieser Ausdruck einen minimalen und einen maximalen Wert. Wenn X,
und x, zwei beliebige Vektoren dieser Ebene sind, so kann man solche Werte z und

p finden, dap fir x, = x;, +ax, und x; = X, +fx; x,x;=0, und x,Ax;=0
sein soll. Wenn

X, Ax, _ XzAx,
(=) 2. =T 3
Xy Xy

S, XLAX 3 xAX .. . Xgdx :
dann ist -’,-‘2- 2 das Minimum des Ausdruckes o hingegen ist —’;2—-5 das Maxi-

a @
mum, wihrend sich x auf der Ebene ,,bewegt”; nimlich fiir x = x, + yx;

xAx X, Ax,+ 7y x,4x,

X x:+7°x;

gilt, und dieser ist bei y* =0 minimal, bei y* -+ < maximal.

Betrachten wir solche 2-dimensionale Unterriume, in welchen x* #0 ist. Auf
jeder solchen Ebene kann man x, (oder x;) ausrechnen. So erhilt man eine Menge
von Vektoren X, (oder x;). Wenn solche Ebenen existieren, fiic welche (%) in einer
Gleichungsform giiltig ist, so trennen wir diese von der Menge. [Wenn jede mit
x2 #0 gekennzeichnete Ebene derart ist, daB (%) in Gleichungsform giiltig ist,

xA

X g z »
also, daB o entlang der Ebene konstant ist, dann ist auch die Ebene der nur

die Bzdingungen x3x3 =0, und x;x, =0 bafriedigenden. aber sonst beliebigen x; und
R ’ . X1AX; X,Ax
Xy Vektoren ebenso, da (x; +0x,)® = x3 +06%x] =0 ist; sodann ‘x—zf :Lx;f.
3 4
Wenn wir jetzt x; festsetzen, und im (7 — 1) dimensionalen Unterraum senkrecht
zu X, in einer geniigend kleinen Umgebung des Vektors x, einen, sonst heliebigen
Vektor y annehmen, so wird dieser mit dem Vektor x; eine solche Ebene bilden
X g Ay X3AXx
auf welcher x?#0, weil yx;=0, und y?x2=0 ist. So muB yyz” -———:}-2—3 = ¢
3
sein, d. h. 4 =cl, also mull der untersuchte Tensor das vielfache des Maltensors
(Einheitstensors) sein. Da jeder Vektor in sclchem Falle ein Eigenvektor ist, so ist
die weitere Untersuchung iiberfliissig.] Uber die nach der Abtrennung gebliebenen
Menge werden wir beweisen, daB sie (mindestens stiickweise) stetig ist. Zum X ;,
welches in der Umgebung des x, liegt, konnen wir ndmlich im mindestens 3-dimen-
sionalen Raum einen Vektor x; so wihlen, daB xz-x; =0 und xpAx; =0 gilt, ferner,
daBl xj in der Umgebung des x, ist. (Im Falle der Dimension 3 ergibt sich wegen der
Zusammenhinge x,x; =0 und x,4x, =0 der letztere von selbst.) Wenn x; geniigend

) Die Bedingung der Existenz solcher x:, x2, x5 vektoren ist, daB der MaBtensor in keine
2-dimensionalen Unterraum entartet sein soll, was wir schon am Anfang des Abschnittes voraus-
gesetzt haben.
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nahe zu x,, und x; geniigend nahe zu x; ist, dann stimmt auch das Vorzeichen des
x;2 und x4? iberein, fernerist die Ungleichung ( %) auch fir x; und x; giiltig. So

- . ’ . wlia xAx
1st beim Vektor x der Ebenen von x; und x; x*=0, und das Minimum des =

iritt bei x,, das Maximum bei x5 auf; x; gehort der Menge der x, Vektoren an,
die Vektormenge ist also stetig (oder mindestens abschnittsweise stetig).
Zwischen den Vektoren x, dieser stetigen Menge suchen wir jenen aus,*) bei
x,Ax . : . O
welchem “xz * einen maximalen wert hat. (Ebenso konnten wir jenen Vektor
: 5 . Y o
der Vektormenge X, suchen, bei welchem —’xz P einen minimalen Wert hat.)

Dieser Vektor sei s;. Mit dem Beweis des Sa:zes 4a iibereinstimmend, kann man
einsehen, daB s, ein Eigenvektor ist: As, =4,s,. Der auf s, senkrechte Unter-
raum bildet einen invarianten Unterraum von A, so kénnen wir in diesem wieder
solche Ebenen aufnehmen, auf welche x? =0, usw. gilt. Es ist offenbar, daB dieses
Verfahren nur (n—2)-mal wiederholt werden kann, so ist es gewiB, dal} (n—2)
Eigenvektoren existieren. Der restliche 2-dimensionale Unterraum ist ein invarianter
Unterraum von A und der in diesen Unterraum fallende Teil des Tensors ist
e¢ben K.

Weil s, irgendeiner der Vektoren x, ist, so fillt der zu diesem gehdrende Vektor
X;=p, in den auf s; senkrechten Unterraum, und pj und s{ haben das gleiche
Vorzeichen. Wenn x" ein beliebiger Vektor des auf s; senkrechten Unterraumes
ist, so ist im Falle x =7ys, +0x’, x> =y2s? +%x’%. Weil x? indefinit ist, konnte
x'? nur dann definit sein. wenn es kein solches x’ giibe, bei welchem x’? und sj
dasselbe Vorzeichen haben. Da p, ein solcher Vektor ist, so kann x’2 nicht definit
sein, also ist er indefinit. (S2midefinit kann er nicht sein, da der MaBtensor nicht
entartet ist.) Der auf s, senkrechte Unterraum ist also von indefiniter Metrik.
Ahnlicherweise kann man fiir den auf s, und s,, dann auf's;, s, und s, senkrechten
Unterraum, usw., endlich auch fiir den Unterraum des Tensors K einsehen daB
sie von indefiniter Metrik sind.

Satz 4 c. Alle symmetrischen Tensoren 2-ter Stufe des 2-dimensionalen Raumes
indefiniter Metrik haben entweder (mindestens) zwei zueinander senkrechte Eigen-
vektoren, (z. B. dann, wenn der Tensor definit ist. aber nicht nur dann!) und in diesem
Falle ist

51051 a SZOSZ

K=/ - 52 + 4, ~ und s;-s,=0
ader keinen Eigenvektor, und dann ist die folgende Zerlegung maoglich:
s
(10) K = ‘.(._'.‘:_s.l, ?"2_22)+ (s 083 +s20s9)
§1 §3
S,
$;'S; =0 und s? = ,.s.'.___; § = —=
Visi! Is3l

+ —

+

hier sind s; und s, Komitantenvektoren, aber keine Eigenvektoren.

*) Wenn es mehrere gibt. dann einen von denen.
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xKx :
Bewris. Der Ausdruck = hat entweder Extremwerte und dann ist laut

der bekannten Methode beweisbar, daB er iiber zueinender senkrechte Eigenvektoren
verfiigt, oder hat er keine, dann kann er aber wegen der Indefinitit von x? zwischen
—co und + <o alle Werte annehmen. Sei s; ein Vektor, fiir welchen

s,Ks, I <
—a—=v==1i,(K)
s? -
gilt, wo i,(K) die erste Invariante des Tensors K ist. s. K.
Der Vektor s, = Ks; —vs, ist senkrecht zu s,, der Vektor Ks, ———“sz' = s,

F
ist hingegen senkrecht zu s,, also (wegen den zwei Diemensionen), ist er parallel
zZu s;:

Ks, — Szlﬁs;__ S; =8,
S3
SchlieBlich gilt
KS. = V§; +8,
Ks, = g8, + E‘Z—:ffz_ 52. und  s;s; == 0.
2

s,Ks,

Da auf Grund der Definition der ersten Invarianten: 2v=i, =v+ , und

2
s
st A s 4 — - oo S,
=v ist, ferner, wegen s,Ks, =s,Ks,,s3=¢s? und ¢ —-gf 1st.

s,Ks,
¥

53
Also gilt

darum

KSZ = (—‘l-‘,' S%)Sl + 1'52

S1
Dieses entspricht aber der Zerlegung (10) nach Einsetzung von
1 =
® = s?li|5%55 :

Die Sitze 4a, 4b und 4¢ zusammenfassend :

Satz 4. In einem Raum indefiniter Metrik, dessen Maftensor in keinem ein-
zigen Unterraum mit Dimension grofer als | entartet ist, haben alle symmetrischen
Tensoren A 2-ter Stufe entweder (mindestens) n zueinander senkrechte Eigenvektoren
— und dann sind die Gleichungen (1) und (2) des Satzes I unverdndert giiltig, —
oder nur (n—2) zueinander senkrechte Eigenvektoren, dann wird die Gleichung (2)
folgenderweise abgedindert:

w

: ). ? B 508, - S, 08,
(11) A= 808+ ...+ 528, 08, +v| L 4+ -2-"—)4:-
1 Sn-2 Sp-1 S,
+x%(s?_, 082 +s00s? )
» 0 S, - 0 S 5
wo 8,-55=0, fiir x=f und s,_1 = I—";z-ir S = "27— gilt.
Visa_1] Fisa|
+ +

D4
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Der Satz 4 ist die Verallgemeinerung des Satzes | fiir einen Raum indefiniter
Metrik. Dem Satz Il entspricht also im Raum indefiniter Metrik:

Satz 5. In einem solchen Raum indefiniter Metrik, dessen Maftensor in keinem
einzigen Unterraum mit Dimensionenzahl grifer als 1, entartet ist, sind alle Tensoren
A 2-ter Stufe entweder gemdf der Gleichung (3) zerlegbar (und zwar dann., wenn
der symmetrische Tensor 4*A4 n zueinander senkrechte Eigenvektoren hat). oder
verdndert sich die Zerlegung (3) folgendermapen:

(12) 4= mt?os?+ +,un-2t,?_2 oSy-2 +|}z(t,?_|cs.?ﬂ1 +tfos,?)
wo

0, fiir «=f

0 0 o ’
{i2n) b “{il,fﬁr a=p
, fiir a= B mit Ausnahme des Falles a=n—1, f=n.
(12b)  tity = . f. A A
+ 1, fiir ;=p.

Bewess. Es ist offenbar, daB wir nur jenen Fall beweisen miissen, wenn die
Zerlegung der Gleichung (3) abweicht, also wenn A*A nur (n —2) Eigenvektoren
hat. Der symmetrische Tensor 4*A ist in diesem Falle auf Grund von (11)

A A 8 .08 S, 08
A*A = s08, 4+ ...+ 528,308, ,+v[ A+ A )+
S Sy-2 Sn-1 Sy

0 0 0 1]
+x(snvl T8, ‘+‘sncsn—l}'

Die hier auftretenden Vektoren s,,s,, ..., s, sind orthogonal und darum gilt

1 1 1 1
A=—As 08+ ..+—F—A8, 308, 2+—5—48,_ ;08,1 +—5 48,08,
S Sn-2 Su-1 Sn
: ; As, 2 . ;
Wenn wir nun die Vektoren s, und ) normieren und in Betracht ziehen. dal
im Falle «#f und f=n—1 (4s,)(Asy)=s,A*Asy=7;5,8,=0
und im Falle a=n—1, f =n, (As,_,) (As,) =s,_A*As, #0 (allgemein)
ferner (As,_,)*>=s,_,A*As,_, =vs?_, und (A4s,)? =vs?, dann bekommen wir
eben die Zusammenhiinge (12), (12a) und (12b). Mit wenigen Rechnen ergibt es
sich fiir die im Zusammenhang (12) vorkommenden g, und ., daB

wy=V|i, und \b:i-""h-j ist.
+ +

Wie wir aus den fiir die Tensoren 2-ter Stufe des Raumes definiter Metrik
giiltigen Sitzen I und 11 die auf die Tensoren hoherer Stufe sich beziehenden Sitze |
und 2 abgeleitet hatten, ebenso kann man aus den auf die Tensoren 2-ter Stufe des
Raumes indefiniter Metrik giiltigen Sitzen 4 und 5 die den Sétzen 1 und 2 entsprechen-
den Sitze beziiglich Tensoren héherer Stufe im Raum indefiniter Metrik ableiten.
Den Beweis dieser Sitze konnen wir also iibergehen, weil wir im Wesentlichen mit
den Beweis der Sitze 1 und 2 iibereinstimmend handeln miissen, nur die Abweichun-
gen der Sdtze 4 und 5 von den Sitzen I und Il miissen wir in Betracht nehmen.
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Satz 6. In einem Raum indefiniter Metrik, dessen Maptensor in keinem ein-
P+
zigen Unterraum von Dimension grofler als 1 entartet ist, hat der Tensor A mit

Symmetrie (4) entweder (mindestens) n” Eigentensoren und dann ist die Zerlegung
(6) unverdndert giiltig, oder (nur) (n®—2) Eigentensoren und dann gilt

(13) P T I e e
St S
+ v —§”"'1;;—§'1P-7' S"Pug"" +/(S 109 +S c§0 )
. ne — e LA P . |
85 i £
ip) 4 4
S, S, =0 fir a=f und §%_; = -.—S;”‘.' e S:"! ist.
21 sz

a1

Satz 7. In einem Raum indefiniter Metrik, dessen Maptensor in keinem ein-
zigen, héher als |-dimensionalen Unterraum entartet ist, kénnen wir den beliebigen

P
Tensor A p-ter Stufe entweder laut (8) in Komitantentensoren (p — q)-ter und g-ter Stufe
pip—q) p
zerlegen (und zwar dann, wenn der Tensor A* - A mit der Symmetrie (4) n? ortho-

gonale Eigentensoren hat )oder die Zerlegung (8) verdndert sich folgendermafen:

P P—4a ‘!0 0 4;0 ‘P*‘F 5 p—q 40 )
(14) A:pl Tf’osl+ "‘+»unv Tn" ’csnv—2+d’ \ T::r S nd— 1_lL Tﬁoan_
a, (@) q 0, fiir a#p
4 i
i . {51, fiir a=p

p—q (p—q) p—4q 0, fiir a=f mit Ausnahme des Falles o« =n"—1, f=n".
(14b) T° — o
+ 1, fiir a=p.

* B

Wir konnen die Gleichung (14) auf eine der Gleichung (9) dhnliche Form

bringen:
r P=q9 = q P=4q q i | q

(15) A= T oS%+..+ Tq ,DS,?LZ+¢( a1 AL T;GS:’,,]

P=q (P=4) p—-4q
wo T, - T; =0, fiir o # p ist (mit Ausnahme des Falles o =n?—1, f=n). Im
Falle ¢ =1 ist entweder die Gleichung (9a) giiltig oder kdnnen wir aus (15)

P p=1 p=1 p=1
(15a) A= Tos)+..+ T,,_ZOS,?_Z-I'J’[T,?_,GSO : - T"cs )
gewinnen, wo die letzten zwei Tensoren zu einander nicht orthogonal sind. Daraus
folgt dann, daB der Satz 3, auch in Réumen indefiniter Metrik giiltig ist, und zwar

entweder ohne Anderungen oder (15a) entsprechend so, daBl wir von den Kompo-
r=1

nenten T , und T“ in gleicher Weise (n—1) Stiicke weglassen miissen, da sie

zueinander nicht orthogondl aber normiert sind.
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SchlieBlich erwihnen wir, daf3 sich alle unsere Sitze auf den reellen Raum
beziehen, jedoch sind sie offenbar auch fiir die komplexen Rdume des Hermite-
schen Ma@tensors giiltig, nur miiBen wir statt der symmetrischen Tensoren der
Siétze I, 1, 4 und 6 auf Hermitescher Tensoren iibergehen.

Die Form der Gleichungen weicht nur insofern von den Vorigen ab, dal3
stellenweise die konjugierten Werte der Vektoren und Tensoren auftreten.
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