Grundeigenschaften des Dreieckes mit imaginiren Winkeln

Von ENDRE NEMETH (Budapest)

Ein wohlbekannter Lehrsatz der euklidischen Geometrie sagt aus, daB jede
Seite eines ebenen Dreieckes kleiner ist, als die Summe der beiden anderen. Es ist
daher unméglich, aus drei gegebenen Strecken, von denen eine gréBer ist als die
Summe der beiden anderen, ein Dreieck zu konstruieren.

Dieser Lehrsatz, welcher mit der Erfahrung in vollkommenem Einklang ist,
1dBt sich auf Grund einer mit imagindren GroBen erweiterten geometrischen An-
schauung folgendermalien verallgemeinern:

Man kann ohne Beschriankung, d. h. mit beliebigen gegebenen Seitenlidngen
Dreiecke konstruieren; wenn keine der gegebenen Lingen groBer ist, als die Summe
der beiden anderen, dann sind sdamtliche Ecken und Winkeln des Dreieckes reell,
im entgegensetzen Falle ist aber die der gréfBBten Seite gegeniiberliegende Ecke und
alle drei Winkel imagindr.

Nichtsfolgend wird an Hand einer Methode, die zur Veranschaulichung
gewisser, mit imagindren Eigenschaften behafteter GroBen geeignet ist, gezeigt,
daB auch der soeben verallgemeinerte Lehrsatz mit der Erfahrung in einwand-
freie Ubereinstimmung gebracht werden kann. Die Winkelsumme ergibt im Falle
von imaginiren Winkeln iz. Ubrigens gelten alle Eigentiimlichkeiten des reellen
Dreieckes auch fir jene mit imagindren Winkeln.

Die Maoglichkeit, imaginidre geometrische GroBen in anschaulicher Gestalt
darzustellen, ist in der eindeutigen Entsprechung geboten, die zwischen der Gesamt-
heit der Kreise der Ebene einerseits und der Gesamtheit der Punkte des Raumes
andererseits errichtet werden kann. Die Gesamtheit aller Kreise der Ebene und
die Gesamtheit aller Punkte des Raumes bilden ndmlich jede fiir sich ein dreifach
unendliches, homogenes und isotropes Kontinuum, und einem Element des ersten
Kontinuums entspricht im zweiten ein und nur ein Element.

Viele hervorragende Bahnbrecher der Geometrie u. a. CHASLES, MOBIUS, CAYLEY,
DaArBoOuUX, Lie, haben diese ein-eindeutige Beziehung ausgeniitzt, jedoch: erst
FIEDLER ([1]) hatte sie zu einem einheitlichen geometrischen System entwickelt.
Leider hat die Zyklographie von FIEDLER, die spiter von MULLER [3] weiterent-
wickelt wurde, den Nachteil, daB sie fiir die Ubertragung von metrischen Bezie-
hungen ungeeignet ist, da das gewihlte Abbildungsverfahren keine von den metrischen
Grundbegriffen. Linge und Winkel, definieren ldft.

Wie der Verfasser in zwei frither verdffentlichten Aufsdtzen [2], 4] gezeigt
hat, gelang es ihm der Gesamtheit aller Kreise der Ebene im Rahmen der obgenannten
Wechselbeziechung solche Deutung zuzuweisen, auf Grund welcher es moglich
geworden ist, alle geometrischen Grundbegriffe, einschlieBlich Linge und Winkel,
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im Kreissystem zu definieren und fiir die Erkenntnis des rechten Winkels ein ein-
faches Kriterium abzuleiten. So zeigte es sich offensichtlich, daB dic Gesamtheit
aller Kreise der Ebene — der wir im folgenden zykl/ischen Raum nennen werden -
fiir ein duales Kontinuum des wirklichen Raumes betrachtet werden kann. Beziiglich
dieser zwei Kontinua ist daher das Prinzip der Dualitdt anwendbar, kraft welches
zu jedem, im wirklichen Raume gemiB irgendwelchem Verfahren erzeugtem geo-
metrischen Gebilde — sei es eine Linie oder eine Fliche im zyklischen Raume
ein analoges Gebilde gehort, und fiir beide Gebilde dieselbe Sitze gelten.

Die Bedeutung dieser zyklischen Dualitit stellt sich heraus, wenn man bedenkt,
daB die Kreise in dieser Beziechung zweierlei Rolle spielen: sie sind Kreise der Ebene
und gleichzeitig Punkte des zyklischen Raumes. Betrachten wir nun ein Gebilde
im wirklichen Raume, fiir welches ein bestimmter Satz gilt. Dieser Satz wird dann
auch fiir das analoge Gebilde des zyklischen Raumes giiltig sein, wovon durch
Ersetzung der zyklischen Punkte durch die entsprechenden Kreise — als Umwertung
des urspriinglichen Satzes — ein Satz iiber Kreise der Ebene erhalten wird. Meistens
driickt dieser Satz neue, bisher unbekannte Beziehungen aus, fithrt aber manchmal
zu einfacher Verifikation von bekannten Sitze. Mit Hilfe der zyklischen Dualitét
kann man auch fiir Konstruktionszwecke einfache und systematische Verfahren
ableiten.

Um das Problem des Dreieckes mit imaginidren Winkeln behandeln zu kénnen
ist es notwendig, zuerst die Definitionen der Grundbegriffe des zyklischen Raumes
klarzulegen.

Definition der Grundgebilden, Punkt, Gerade, Ebene

Dem Begriff ,,Punkt™ des wirklichen Raumes entspricht im zyklischen Raume
der Kreis als Grundelement, dessen Rolle sich folgendermaBen erkldren lidBt.

Man kann die Ebene der Kreise als Durchdringungsfliche des wirklichen
Raumes mit dem zyklischen Raume vorstellen, da jeder Punkt gleichzeitig als ein
Kreis vom Halbmesser Zero betrachtet werden kann. Wir beniitzen diese Ebene
— die wit im Folgenden Grundebene benennen — als Bezugsfliche fiir die Bestimmung
der Lage der Punkte des zyklischen Raumes.

Jeder beliebige Kreis mit dem Mittelpunkt A, und mit dem Radius r bedeutet
einen zyklischen Punkt A, welcher eigentlich ein imagindrer Punkt ist, dessen Ent-
fernung von der Grundebene gleichfalls imagindgr und gleich jr ist. Um Zweideutig-
keit zu vermeiden, sind die Kreise mit Umlaufsrichtung versehen. und wenn dieser
mit dem dem Uhrzeigersinn iibereinstimmt, so liegt der zyklischer Punkt iiber der
Grundebene, im entgegensetzten Falle darunter. Da die Entfernung r des zyklischen
Punktes imaginir ist, kann man sie auf keiner Geraden des wirklichen Raumes
auftragen, nur der Endpunkt ist durch den Kreis mit dem Mittelpunkte 4,, und
Radius r, bezeichnet. Zur Kennzeichnung, dall dieser Kreis jetzt nicht als eine
Kreislinie, sondern als ein zyklischer Punkt zu betrachten ist, beniitzen wir in diesem
Falle fetre Buchstaben, welche rechts oben mit einem + oder — Zeichen versehen
sind, die den Umlaufsinn zeigen. In dieser Hinsicht kann man die folgende Aus-
driicke beniitzen: .,Der zyklische Punkt A*, welcher den Mittelpunkt A,, den
Radius r und positives Vorzeichen hat, liegt iiher der Grundebene und zwar in der
Entfernung r: der zyklische Punkt B~ dagegen liegt unter der Grundebene in einem
Abstand r, (Abb. 1.)
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Wir betonen, dal3 die zyklischen Punkte A+, B~ sich nicht im wirklichen Raume
befinden, und r, r, imaginidre GroBe sind, daher bei Rechnungen mit der imaginéren
Einheit zu multiplizieren sind:

Abb. 1

Der Geraden des wirklichen Raumes entspricht im zyklischen Raume eine
unendliche Reihe von Kreisen, deren Mittelpunkte auf derselben Geraden — auch
Achse der zyklischen Geraden genannt — liegen und gemeinsamen Ahnlichkeits-
punkt, sowie gemeinsame Tangente haben (Abb. 2.). Bei zyklischen Punkten mit

Abb. 2

gleichem Vorzeichen (d.h. gleichem Drehsinn) ist der dufere Ahnlichkeitspunki.
bei verschiedenen Vorzeichen der innere Ahnlichkeitspunkt maBgebend. Der maB-
gebende Ahnlichkeitspunkt wo die zvklische Gerade die Grundebene trifft, wird
auch Nullpunkt der zyklischen Geraden genannt.

Zyklische Punkte mit gleichem Vorzeichen besitzen gemeinsame duBere, die
mit verschiedenen Vorzeichen gemeinsame innere Tangenten. diese werden auch



134 E. Németh

Konturgeraden der zyklischen Geraden genannt. Der Offnungswinkel der Kontur-
geraden bestimmt das Verhiltnis, nach welchem sich die GroBle des Halbmessers
der zyklischen Punkte veridndert. An Abb. 2 sind ¢ und a” die Konturgeraden,
a, die Achse, S, der Nullpunkt der zyklischen Geraden a.

Im Falle, wo der gemeinsame Ahnlichkeitspunkt der zyklischen Geraden

ins Innere der zyklischen Punkte fillt (Abb. 3), gibt es keine reelle Tangente.
In solchen Fillen werden die Tangenten durch jene Geraden ersetzt, welche die End-

Abbh. 3

punkte der auf die Achse der zyklischen Geraden senkrecht stehenden Radien
verbinden. Man kann die zyklischen Geraden mit reellen Konturen in die Grund-
ebene eindrehen, wihrend die Eindrehung einer zyklischen Gerade ohne reellen
Konturen unméglich ist.

Eine zyklische Gerade, deren Nullpunkt sich im Unendlichen befindet, besteht
aus lauter gleichgroBen zyklischen Punkten, und ist der Lage nach parallel mit der
Grundebene (Abb. 4a). Infolge der Definition des zyklischen Punktes einer Kreis-
reihe, die aus konzentrischen Kreisen besteht (Abb. 4b), gibt es eine auf die Grund-
ebene senkrechte zyklische Gerade, deren Projektion auf die Grundebene mit
dem gemeinsamen Mittelpunkt zusammenfillt.

Die zyklische Gerade ist laut ihrer Definition durch zwei — mit Vorzeichen
(d. h. mit Umlaufssinn) versechene — Punkte eindeutig bestimmt. Die Definition
gibt gleichzeitig auch das Kriterium der Inzidenz — d. h. ob ein zyklischer Punkt
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auf der gegebenen zyklischen Geraden liegt, oder nicht, oder ob zwei zyklische
Geraden sich schneiden oder nicht — an.

AV .S
NZE

a b)
Abb. 4

R

Abb. 6
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Achsen und Konturgeraden (oder Ersatzlinien der letzteren) von parallelen
zyklischen Geraden sind gleichfalls parallel. Diese Eigenschaft gibt Aufklirung
dariiber, wie man jene zyklische Gerade b herstellen kann, welche durch den zykli-
schen Punkt P geht und zu einer gegebenen zyklischen Geraden a parallel ist (Abb.
o B

Der Vollstindigkeit halber erwdhnen wir — obwohl dies fiir unser Problem
belanglos ist — daB drei zyklische Punkte, die nicht auf derselben zyklischen Geraden
liegen, eine zyklische Ebene bestimmen, deren Schnittgerade mit der Grundebene
der Ahnlichkeitsgeraden der drei zyklischen Punkte identisch ist (Abb. 7).

Atbb. 7

Definition der Linge

Da die Projektion der zyklischen Punkte A und B an der Grundebene mit
thren Mittelpunkten 4, und B, identisch sind, und dabei ihre Hohen iiber der
Grundebene durch das Produkt der Halbmesser mit der imaginiren Einheit defi-
niert sind, d. h.:

AA();"r[,
BB, =ir,,

ergibt sich ihre Entfernung, gemil einer mit der iiblichen analogen Anschauung,
als

2

d = AB =|/4,B + (AAo — BB,)" = Vd§ +(rii—ri)* = Vd§—(r,—r2)’.

Diese Definition der Entfernung (oder Linge) bedeutet in Worten. daB die
Linge einer Strecke zwischen zwei zyklischen Punkten, zyklische Entfernung genannt,
reell oder 1magindr sein kann, je nachdem ob der maligebende Ahnlich-
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keitspunkt der Strecke auBerhalb der zyklischen Punkte liegt oder in dessen Inneren.
Die moglichen Fille sind wie folgt:

I. der maBgebende Ahnlichkeitspunkt liegt auBerhalb der zyklischen Punkte:
die Linge der zyklischen Strecke ist reell und ist zwischen den Beriiruhrungspunk-
ten der gemeinsamen Tangente der zyklischen Endpunkte zu messen, und zwar

a) falls die zyklischen Punkte gleiche Vorzeichen haben, so ist die zyklische
Entfernung zwischen den Beriihrungspunkten der d@uBeren gemeinsamen Tangenten
zu messen (Abb. 8.):

Abb. 8

b) falls die zyklischen Punkte verschiedene Vorzeichen haben. so ist die zyk-
lische Entfernung zwischen den Beriihrungspunkten der inneren gemeinsamen
Tangenten zu messen (Abb. 9.):

Abb. 9

2. der maBgebende Ahnlichkeitspunkt fillt in das Innere der zyklischen Punkte :
dann ist die Linge der zyklischen Strecke imaginidr und gleich der algebraischen
Summe der auf die Achse der Strecke senkrechten Halbsegmente, und zwar

a) falls die zyklischen Punkte gleiche Vorzeichen haben, so ist die Entfernung
gleich der Differenz der Halbsegmente (Abb. 10.);
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b) falls die zyklischen Punkte verschiedene Vorzeichen haben, so ist die Ent-
fernung gleich der Summe der Halbsegmente (Abb. 11.).

Abb. 10 Abb. 11

Definition des Winkels

Schneiden sich die zyklischen Geraden a und b im zyklischen Punkte C (Abb.
12.), und bezeichnen wir die Entfernung des Nullpunktes 4, der zyklischen Geraden
a von dem zyklischen Punkte C mit 7,, und ebenso die Entfernung des Nullpunktes
B, der zyklischen Gerades b von dem zyklischen Punkte C mit 7,. Konstruieren
wir ein Dreieck mit den Seitenldngen A,B,, 1,, t,: so bestimmt der Winkel, welcher
der Seite A,B, gegeniiber liegt, den Win-
kel der zyklischen Geraden a und b. Die
zwei anderen Winkel geben das Mab der
Winkel, die die Nullgerade ¢ mit den zyk-
lischen Geraden a und b bildet. Falls

l,+l,<c

gilt, so ist es unmaoglich, ein solches reel-

les Dreieck zu konstruieren: das bedeutet

aber nicht, daB der Winkel (a, b) nicht

existiert, sondern nur, daB dieser Winkel

imagindr ist! Im folgenden werden wir

den absoluten Wert solcher imaginiren

Abb. 12 Winkel bestimmen. Erst erkldren wir aber,

wie man erkennen kann, daB zwei zykli-

sche Geraden senkrecht aufeinander sind.

Zu diesem Zwecke konstruieren wir ein solches gleichschenkliges Dreieck,

dessen Basis AB auf der zyklischen Geraden g liegt, die Spitze H, befindet sich

aber in der Grundebene und ist daher ein Nullpunkt (Abb. 13.). Da wir ein gleich-
schenkliges Dreieck konstruieren wollen, so muf3

AH() ;BHU

gelten, d. h. aus dem Punkte H;, miilen zu den Kreisen die die zyklischen Punkte
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A und B darstellen, gleichlange Tangenten gefiihrt werden kénnen. Der Punkt
H, soll dementsprechend auf die Potenzachse der erwihnten Kreise fallen. Ein
Punkt dieser Potenzachse 1Bt sich leicht finden, wenn man die Strecke zwischen
den Berithrungspunkten 4’B’ der gemeinsamen Tangenten halbiert. Der Halbierungs-
punkt K’ bestimmt gleichzeitig den Mittelpunkt K der zyklischen Strecke AB. Die
durch den Punkt K’ und senkrecht zur Achse 4,8, der zyklischen Strecke g gefiihrte

Abb. 13

Gerade ist die gesuchte Potenzachse. Es ist leicht einzusehen, dall diese Potenzachse
identisch ist mit der Polaren des Nullpunktes G, der zyklischen Geraden g in Bezug
auf den Kreis, welcher den zyklischen Punkt K darstellt. Wenn man den Punkt
H, auf dieser Potenzuchse (Polaren) irgendwo aufnimmt, dann wird das Dreieck
AH,B gleichschenkelig sein. Dann aber bildet die Gerade KH,, welche die Basis
halbiert. mit der Basis einen rechten Winkel, d. h. die zyklische Gerade h=KH,
steht senkrecht auf die zyklische Gerade g = AB.

Auf Grund der soeben vollfithrten Analyse, kann das Kriterium dafiir, daB zwei
zyklische Geraden senkrecht aufeinander sind, folgendermaBen abgefaBt werden:



140 E. Németh

Zwei zyklische Geraden (g und h) sind senkrecht aufeinander, wenn die Polare
des Nullpunktes (G, resp. H,) der einen in Bezug auf den Kreis, welcher ihren Schniti-
punkt (K ) darstellt durch den Nullpunkt (H, resp. G,) der anderen geht.

Das Dreieck mit imagindren Winkeln

Soll man ein solches Dreieck konstruieren, (Abb. 14.) dessen eine Seite AB=c¢
groBer ist, als die Summe der zwei anderen (¢ und b), dann erweist sich das libliche
Konstruktionsverfahren als unbrauchbar da der Kreis mit dem Mittelpunkte A
und dem Radius b und jener mit dem Mittelpunkte B und dem Radius a keinen
reellen Schnittpunkt haben: imagindre Schnittpunkte existieren aber! Jeder Kreis.

Abb. 14

fiir den die Linge der Tangente gezogen vom Punkte A gleich 4, vom Punkte B
gleich a ist, stellt einen imagindren Schnittpunkt (C) im zyklischen Raume dar,
welcher dem gesuchten imagindren Eckpunkt des Dreieckes identisch ist.

Die Zahl solcher imaginirer Eckpunkte C ist unendlich, so wie auch im Falle,
wo reelle Eckpunkte im wirklichen Raume existieren, die alle auf einem Kreis
liegen, den man durch Drehung des Dreieckes um die Seite 4B erzeugen kann.
Da alle diese unendlich viele Dreiecke kongruent sind, geniigt die Analyse eines
einzigen Dreiecks. Wir behandeln den Fall, wo der Mittelpunkt C, des Kreises,
welcher den zyklischen Eckpunkt C reprisentiert, auf der Strecke 4B liegt. Aus
der Definition des zyklischen Punktes C folgt, daB die Lingen der Tangenten gezo-
gen von dem Punkte C; zu den Kreisen mit den Mittelpunkten A resp. B und den
Radien b resp. a. gleich lang sein miissen, da beide Halbmesser m_ desselben Kreises
sind (der den zyklischen Punkt C darstellt). Dieser Radius m_ gibt gleichzeitig die
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Hohe des imagindren Punktes C iiber der Grundebene, ist daher Mal jener Hohe
des Dreieckes, welche zur Seite ¢ gehort.

Die Winkel eines solchen Dreieckes sind imagindr: «/, fii. yi. wo die GréfBen
z, f, 7 reell sind, Gemil der Bezeihnungen der Abb, 14,

im,

sin oi = b

I¥. = ",
—sinai= —=sha,
i b
oder in anderer Form
et—e ™ m
== =1g¥.
2 b

Aus dieser bekommt man die quadratische Gleichung

e —2tgye*—1=0,
deren Wurzeln

e =gyl y+1,
oder in logarithmischer Form
x=In(tgy £Vtg?y+1).

Da z eine reelle Zahl ist, kann in den Klammern nur das positive Vorzeichen
giiltig sein, so schreibt man

f——— . |
= In(tgy - 2y+1) =1 ----—).
% nitgy+heg>y+1) n(lga}: g
Wir driicken nun die goniometrischen Funktionen tg ¢ und cos ¢ mit den
Daten der Abb. 14. aus, und so bekommen wir

(M
(1) 1-ln(h 'h)’

% ;f_ic ""2
(11) ﬁ—ln(a+a).

Die groBte Seite des Dreieckes heit ¢, an der gegeniiberliegenden imaginéiren
Ecke (C) ist der imaginire Winkel yi. Um den Sinus dieses Winkels zu bestimmen,
stellen wir die durch die Ecke A gehende und auf die imagindre Seite BC senkrechte
Hohe (m,) des Dreieckes her. Schneidet die im Punkte 4 auf die Gerade A B errichtete
Senkrechte die Konturgerade der zyklischen Geraden BC” im Punkte A, dann
muf} der Kreis, welcher den zvklischen FuBpunkt der gesuchten Hohe darstellt,
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die Gerade BC” im Punkte A; beriihren, und sein Mittelpunkt O,, muB auf der
Geraden AB liegen.

In diesem Falle liegt ndmlich der zyklische Punkt A, auf der zyklischen Geraden
BC, da sein darstellender Kreis die Konturgerade BC” der zyklischen Geraden
BC beriihrt, und sein Mittelpunkt O, auf der Achse der zyklischen Geraden AB
liegt. Andererseits steht die zyklische Gerade AA, senkrecht auf die zyklische Gerade
BC, da laut der Konstruktion des zyklischen Punktes A, die Polare 447 des Punktes
B in Bezug auf den Kreis, welcher den zyklischen Schnittpunkt A, darstellt, durch
den Nullpunkt der zyklischen Geraden m, geht. Es ist daher bewiesen, daB die zyk-
lische Strecke AA; =m, mit der auf die Seite BC senkrechten Hohe identisch
ist. Von den Endpunkten 4 und A, erfiillt der Nullpunkt 4 gleichzeitig die Rolle
des maBgebenden Ahnlichkeitspunktes. und da er in das Innere des den anderen
Endpunkt darstellenden Kreises fillt, ist die Linge dieser Strecke dem halben
Segmente AA;{ gleich, aber imaginire, d. h.

m, =im, =iAA{

Man darf aber nicht auBer Acht lassen, daB der FuBpunkt A, der Héhe m,
immer auf die Verldngerung der Seite a fillt, daher der Winkel y/ immer ein stumpfer
Winkel ist. In anderen Worten: das rechtwinklige Dreieck AA,C enthilt immer
den duBeren Winkel (n — y)i, so kann man jenem Verfahren dhnlich, welches wir
bei der Bestimmung der Winkel «i und fi befolgten, schreiben:

%sin (n—y)i = . sh(m— 7).

b
Aus der Abbildung ist es aber wahrnehmbar, dal}

My=c1g g =—re.
a gy~ a ’
Es ergibt sich aus diesen Gleichungen, daB
. . c'm,
bh{n_ .i') g ﬂ'b

Auf Grund dieses Zusammenhanges gelangen wir durch Wiederholung des frither
angewandten Verfahres zum Ergebnisse

em +VeEm2+a?b?
1) n—y=]np—5E— <
¢ ' ab

Nun beweisen wir, daB die Summe der rechten Seiten der Gleichungen (I)
und (II) der rechten Seite der Gleichung (III) gleich ist, d. h.

’”“ : (‘l) .’”‘, 4 ('2 . (v”!(‘ + lclnlcz +_d-2 b'_’
b b/\a a ab *
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Nach Durchfithrung der Operationen:
m2+ (¢, +c)m +¢ycy = em.+Ve2mi+a*h?,
aus diesem, mit Riicksicht auf ¢, +¢, = ¢, folgt:
m?+c,c, = VemE +a*b? .
Durch Quadrieren folgt:
mé+2c,c,m2+cie = c*m?+ath? =
= (e, + ¢;)2m? +a*bh? = (c2+ed)ym2 +2¢,c,m? +a* b
Nach Vereinfachung und Neuordnung:
mé+cicd = mi(c}+c3)+a*b’.

Aus Abb. 14, ist es wahrnehmbar, daB

c? = m?+b?,

c3 =m?+a,
diese in unsere letzte Gleichung eingesetzt, geht jene in die folgende Identitit iiber:

mé 4 (m?+a®) (m?+b*) = m2(a*+ b*+2m?2) +a’ b?;

damit ist unsere Behauptung bewiesen.
So muss auch die Summe der linken Seiten der Gleichungen (1) und (11) mit
der linken Seite der Gleichung (I11) gleich sein, d. h.

a+p =mn—y, at+p+y =

Dieses Endergebnis driickt aus, daf die Darstellung der Punkte eines zyklischen
— mit anderem Worte imagindren — Raumes durch die Gesamtheit aller Kreise
der Ebene Moglichkeit gibt dem Begriffe des Dreieckes auch in solchen Fillen
eine sinnvolle Deutung zu geben, wo eine Seite gréBer ist, als die Summe der beiden
anderen. Die zahlenmiBigen Werte der Winkel eines so definierten Dreieckes sind
bestimmbar, und fiir diese gilt der aus dem fiinften Postulate von Euklid hergeleitete
Zusammenhang, jedoch in imaginédrer Form:

oi 4 Bi4yi = mi

Wir mochten noch bemerken, daB die Zahlenwerte der imagindren Winkel
xi, i, yi mit Beniitzung der Abkiirzung

2s =a+b+c

ohne jeder Konstruktion bestimmbar sind, z. B.:

(1Vv) sin o == 52(— Vs (s—a)(s— b)(s —c).
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Die eingehende Behandlungsweise wurde gewihlt, um die Analogie des Drei-
eckes mit imagindren Winkeln mit dem reellen Dreiecke in allen Einzelheiten vor-
fithren zu konnen. Ubrigens das in der Abb. 14. gezeigte Konstruktion keinesfalls
schwieriger oder mit gréBeren Fehlern behaftet scheint, als der Formel (IV).
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