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Eine Verallgemeinerung der metrischen Ubertragung
in allgemeinen metrischen Riumen

Von A. MOOR (Szeged)

§ 1. Einleitung

Ein allgemeiner metrischer Linienelementraum Y, ist eine Mannigfaltigkeit
der Linienelemente (x%, vY) (i=1, 2, ..., n) in der durch einen metrischen Grund-
tensor g;;(x, v) eine Metrik definiert ist. Der Tensor g;;(x, v) ist in i, j symmetrisch
und in den v' homogen von nullter Dimension. Ferner wollen wir noch annehmen,
daB die quadratische Form

gij(x, v)XiXxi

in den Hilfsverdnderlichen x* positiv-definit ist.
Die Ubertragung der Vektoren &(x,v) ist durch ein invariantes Differential
von der Form

(1. 1) D& = d&i+ M &l dv* + Lji\ & dx¥
festgelegt, wo die Ubertragungsparameter M, und L so bestimmt werden sollen,

daB3 das invariante Differential des metrischen Grundtensors g;; identisch ver-
schwinde, d. h.:

. 5 Dg;;=dg;;—2M,y dv* — 2L, dx*=0
giiltig sei').

Die Entwicklung einer Geometrie eines derartigen Raumes haben wir in unserer
Arbeit [1] begriindet und spiiter hat aus der Bedingungsgleichung (1. 2) Herr J. R.

VANSTONE die allgemeinste Form der Ubertragungsparameter bestimmt (vgl. [2]
8§ 1-35). Bei der Herleitung wurde die Bedingung

(1.3) M/ M) =0, M/ *FM/,,
F=F(x,v)df I";J(:{'. v)vivd,

bzw. die mit (1. 3) dquivalente Bedingung

(1.4) ¢! + M) - M,y = 8l

beniitzt.

') My« bedeutet nach der ScHoutenschen Symbolik den in i/ symmetrischen Teil von
M; . Ahnliches gilt fiir L.
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Die Bedingung (1. 3) ist eine wesentliche Beschrinkung fiir den Tensor M/,
und ist in vielen Spezialfillen nicht erfiillt. Eben deshalb wollen wir im folgenden
die explizite Form des invarianten Differentials ohne die beschrinkende Bedingung
(1. 3) herleiten; statt (1. 3) werden wir eine viel schwichere Bedingung stellen (vgl.
unsere Bedingungsgleichung (2. 4)).

Dementsprechend wollen wir in § 2 die Grundrelationen der Theorie des inva-
rianten Differentials entwickeln, genauer: wir werden das nicht-vektorielle Glied
dv* in (1. 1) mittels D/* ausdriicken, wo /* den Einheitsvektor in der Richtung von
v* bedeutet, und dann — in §3 — bestimmen wir die zum invarianten Differential
(1. 1) gehdrigen kovarianten Ableitungen und die explizite Form der Ubertragungs-
parameter.

§ 2. Bestimmung des metrischen invarianten Differentials

Die Formel (1.1) bestimmt das invariante Differential des ¥,-Raumes fiir
die kontravarianten Vektoren. Fiir einen kovarianten Vektor »; hat man:

2.1 Dny=dn;— M{n; do*— Ln; dx*,

In gewohnlicher Weise kann das invariante Differential auf beliebige Tensoren
erweitert werden.

Wir werden jetzt die Formeln (1. 1) und (2. 1) in der Weise umformen, dal
das nicht-vektorielle Glied dv* durch das invariante Differential des Einheitsvektors

taat ¥ T 7 g g e o

e F(I, v) ] F("" ")?"yglj("’ II")l"' U
ersetzt sei. Aus der Formel (1. 1) bekommt man unter der Bedingung
(2.2) Mi EMiI=0

die Relation:
(2.3) DI' = (8 + M) dl* + L, dx".

Statt (1. 3), bzw. statt der mit (1. 3) dquivalenten Bedingung (1. 4). nehmen wir
an, daf}

(2.4) Det (0; + M,') %0
besteht, d. h. das Gleichungssystem
(2.5) &) + M,' yJ* = &

ist auf J#* eindeutig 16sbar. Eine Uberschiebung der Gleichung (2. 3) mit J;/ fiihrt
hiernach zur Relation:

(2.6) dvi = d(Fli) = FIH(DI'— L, dx*)+ IV dF.

Substituieren wir nun diesen Wert von dv’ in die Formel (1. 1), so wird wegen (2. 2)
das invariante Differential des kontravarianten Vektors &' die Form

@7 DE = d&i + ML & DI*+ L & d*
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haben, wo

(2. 7a) M} et My T,

(2. 7b) L L) — ML L™
bedeuten.

Das invariante Differential (2. 7) geht in das invariante Differential der in den
Arbeiten [1] und [2] entwickelten Theorie iiber, falls

xk _ ok k
t "'_()I’_-_MUF

besteht, was aber im folgenden nicht bedingt werden soll. In unserem ¥,-Raum
bestimmen somit (2.7a) und (2.7b) die Ubertragungsparameter des Raumes.

Die Formeln (2.7a) und (2. 7b) driicken die Ubertragungsparameter M,
und L7’ durch die Ubertragungsparameter M, und L, aus. Aber auch aus M;j',
un(ill Lji konnen M, und L bestimmt werden, wie wir das im folgenden zeigen
wollen.

Aus (2. 5) folgt nach wohlbekannten Relationen der Tensoralgebra, dal mit
(2. 5) auch

(2. 8) (O + M, ) JE' = o;

giiltig ist. Eine Uberschiebung von (2. 7a) mit / gibt wegen (2. 8) nach der Elimination
von M, Ji':

(2.9) T = 6— MY,
und aus (2. 7a) wird somit
(2. 10) M} = M (8 — M)

Aus den Formeln (2. 4) und (2. 5) folgt nun in Hinsicht auf (2. 9), daB auch
Det (8 — M;') =Det (Ji) #0
ist, somit folgt, daB
(2.11) (04 — M) Py = O
auf @f eindeutig 16sbar ist; mit (2. 11) gilt auch
(2.11a) (0F — M¥) ! = &t
Aus (2. 10) folgt nun nach einer Uberschiebung mit @% auf Grund von (2. 11):
(2. 12a) M}y = M} @,
Eine Uberschiebung von (2. 7b) mit /i®! gibt nach (2. 11a) die Formel:
L'y = &1 LY.
Substituieren wir das in (2. 7b) so wird in Hinsicht auf (2. 12a)

(2.12b) Lix= L' + M/uL}",.



148 A. Moor

Es besteht also der

 Satz 1. Die Formeln (2.7a), (2.7b) bzw. (2. 12a). (2. 12b) zeigen, daf die
Ubertragungsparameter L}, und M /', mit L}, und M7, vollstindig gleichberechtigt
sind.

Wollen wir also die charakteristischen GréfBlen des invarianten Differentials
(1. 1) aus der Bedingung (I.2) bestimmen, dann ist es hinreichend die GroBen
M und Lj von den GrundgroBen des ¥,-Raumes abzuleiten. Dies wollen wir
auf Grund der kovarianten Ableitungen durchfiihren.

BEMERKUNG 1. Auch der Tensor J7* kann nach (2. 5) und (2.9) durch M,
und auch durch M,%, berechnet werden.

§ 3. Die kovarianten Ableitungen des Y, -Raumes

Nehmen wir an, dall der Vektor i(x, v) in den ¢ homogen von nullter Dimension
ist. Driicken wir jetzt in (2. 6) die Grofe L', nach (2. 12b) mittels L7', aus, beachten
wir dann die Identitdt (2. 5), so wird:

{3:1) dvi = FJ{IDI'— FLyi, dx*+ V dF.

Auf Grund der Homogenitit nullter Dimension von &'(x,v) in den v* wird nun
nach (3. 1)

d&t = 8, & dx* + &, (J¥/ DIk — L3I, dx*)
wo
(3.2) ‘f"”j = Fﬁn_,‘ &
bedeutet. Setzen wir nun d&' in (2.7) ein, so wird das invariante Differential von
¢t die Form

(3.3) D& = y, & dx* + v, & DIX

haben., wo

(3. 4a) Vi &8l 3, 80— &I, L, + LT &,
(3.4b) V& e g g+ M E = @+ ML EH I

die beiden kovarianten Ableitungen des ¥,-Raumes sind.
Die kovarianten Ableitungen eines kovarianten Vektors n; sind:

(3. 5a) Vini 9t Somi—mill - ijl.f?j,
(3. 5b) Vin, 4 nill; JE - M = (nill — ME o) IR,

withrend die Formel (3. 3) auch fiir die kovarianten Vektoren giiltig ist. statt &’
soll aber selbstverstindlich »n; gesetzt werden.

Um die vollstindige Bestimmung des invarianten Differentials miissen wir
noch L/ und M;/; aus der Bedingung (1.2) zu bestimmen. Schreiben wir jetzt



Eine Verallgemeinerung der metrischen Ubertragung 149

Dg;; mittels der kovarianten Ableitung auf, so gibt die Bedingung (1. 2):

(3. 6) Vigii = Ongij— 24 LY v — 2L = 0,
X 2]
3:.7) Vigii = (24ije—2Mup)Ji' =0, A% > &ijle-

Aus der Formel (3. 6) bekommt man fiir L] dieselbe Form, wie in den Arbeiten

[1] und [2] (vgl. insb. die Formel (2. 24) von [I] bzw. die Formel (3. 6) von [2]).

Fiir M ;; erhilt man aber auf Grund von (3. 7) eine einfachere und doch allgemeinere

Losung als in den genannten Arbeiten, da (1. 3) bzw. (1. 4) nicht gelten muB.
Aus (2.9) und (2. 11) folgt, dal3

J¥ O =0m
ist. Eine Uberschiebung von (3. 7) mit &* gibt somit:
(3' 8) Af'jm il M{ij]m . 0-
Beachten wir jetzt die ldentitiit
.'M.'jm = M{i_;’;m“‘,“jjmg ﬂijm ‘—jifl"'flijjm,
so wird nach (3. 8)

- |
(3. 9) J"fijm =i Au‘m i jms Aijm - ) Zijllme

Da diese Form von M, der Gleichung (3.7) offenbar geniigt. ist der folgende
Satz giiltig.

Satz 2. (3.9) ist die allgemeinste Form der metrischen Ubertragungsparameter
M ijm, wenn darin p;,, einen beliebigen in i, j schiefsymmetrischen und in den v' von
nullter Dimension homogenen Tensor bedeutet, fiir den noch p;;, =0 ist.

Mittels der Gleichungen (2. 5) und (2. 7a) kann jetzt Ji'* und M7% bestimmt
werden.

BEMERKUNG 2. Wir haben im vorigen die allgemeinste Form von M ;; bestimmt
und somit kann schon M;/; bestimmt werden. Mittels der kovarianten Ableitung
6!,‘ kann man aber auch unmittelbar ein Gleichungssystem fiir M/, bekommen.
denn es ist in Hinsicht auf (2.9)

(3. ]U) Vﬁgu = 2/‘;;,((5: — ;‘f,:rf,]'“ 2‘_”.[.””' — 0.

Diese Gleichung stimmt mit der Gleichung (2. 11) unserer Arbeit [1] iiberein, doch
ist jetzt die Relation _
MM =0

nicht bedingt. Die unmittelbare Losung von (3. 10) wire etwas komplizierter als
die von (3. 8) und kénnte mit der Methode von J. R. VANsTONE durchgefiihrt werden
(vgl. [2] §2).
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BEMERKUNG 3. Fordern wir daB Lfj in i, k und M; in i, j symmetrisch sei,
so erhilt man aus (3. 6) und (3. 9) die unmittelbare Verallgemeinerung der CARTAN-
schen Ubertragung der Finslerrdume. Die Cartansche Ubertragung entsteht. falls
der metrische Fundamentaltensor der Relation

genugt.
Im allgemeinen Fall sind die symmetrischen Ubertragungsparameter, die die
unmittelbare Verallgemeinerung der Cartanschen Ubertragung geben:

(3.11a) M= Aiji

und

(3.11b) T = [ijk]— Aije T3 x— Ajue T i+ Aue T3 s
wo

s l - - - * -
[ijk] e 3 (Ox8ij+0igjn— (-'jgm_)a I'oi = [opg] KP4,
und K7 ; der inverse Tensor von

H“pq gsf (5:; (s:f + Agpr (s{: %' f'lpq’ ,.‘ = t""ql [5;1
ist, d. h.
H" (K™= 5.5}

(vgl. [1] (2. 18)—(2. 21)). Statt (2. 5) hat man jetzt nach (3. 11a) fiir die Bestimmung
des Tensors Ji'

2 k ok
(05 + A4, NI =6,
und statt (2. 7a) wird jetzt:
(3.12) M}y = A0t
bestehen.
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