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Uber verallgemeinerte quasilineare Mittelwerte,
die mit Gewichtsfunktionen gebildet sind

Von J. ACZEL und Z. DAROCZY (Debrecen)

§ 1. Einleitung

Es ist auf zwei Arten moglich, die quasiarithmetischen Mittelwerte

(1. 1) M, (x) =g ! [ _;, ¢ (-V;}/ﬂ:l
=]

der Werte xy,X;,...,x, (x;€(4, B), i=1,2,...,n), die mit dem gewdhnlichen
arithmetischen Mittel isomorph sind (mit in (4, B) streng monotonen und stetigen
Funktionen ¢) zu gewichteten Mittelwerten zu verallgemeinern. Als erste Mog-
lichkeit bieten sich die mit gegebenen konstanten Gewichten p;=0 (i=1,2, ....n)
gebildeten nicht-symmetrischen quasilinearen Mittelwerte

(1.2) Wi (xi, p) = @~! [ .E’Pi?(-“f)/ EPE:I-

i=1 i=1
Mit diesen beschiftigt sich eine ausgedehnte Literatur (vgl. etwa [14], [I]) und
dieser Typus erfaBt einen weiten Kreis der in der Praxis vorkommenden Mittel-
werten. Es kommen jedoch auch unter den elementaren Mittelwerten solche vor,
die nicht zum Typus (1. 2) gehoren, z. B. das antiharmonische Mittel

n n
> x? / -3 s
i=1 i=1

das aber auch selbst doch als eine Verallgemeinerung des arithmetischen Mittels
zu einem gewichteten Mittel aufgefaBt werden kann. Im allgemeinen besteht die
zweite Verallgemeinerungsmoglichkeit darin, daB wir in (A, B) eine (auf keinem
Teilintervall positiver Linge verschwindende) nicht-negative stetige Gewichts-
funktion f angeben und mit ihr den symmetrischen Mittelwert

(1.3) M (x;, [)=¢~1 [ Zn' f(x))g (.\';)/ i‘.f'(-\‘f{‘
i=1 i=1

bilden. Man sieht gleich, dafl das antiharmonische Mittel eben der Spezialfall
g(x)=/f(x)=x von (1. 3) ist. Die von E. F. BECKENBACH [9] eingehend untersuchte
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Klasse der verallgemeinerten antiharmonischen Mittel

n n
N,(x) = E.\'?/‘:.\'?'l
i=1 i=1
lassen sich auch in (1. 3) mit ¢(x)=x, f(x)=x*"! einreihen.

Bis jetzt wurden unseres Wissens nur vereinzelte Untersuchungen beziiglich
Mittelwerte des Typus (1. 3) gefithrt und auch diese bestanden hauptsiichlich aus
Untersuchungen spezieller Fille, die sich bei Behandlung anderer Gegenstinde
ergeben haben (vgl. auBer den eben erwiihnten Aufsatz [9] u. a. die Arbeiten [2].
(4], [5], [6], [10], [13], [22] usw.). Als Gegenstand allgemeiner Untersuchungen betrach-
tete unseres Wissens zuerst M. BAJRAKTAREVIC [7] die Mittelwerte (1. 3), der unter
Differenzierbarkeitsbedingungen das Problem der Gleichheit von Mittelwerten
des Typus (1. 3)

M (xi,[) = My(x;, 8) (i=1,2,...,n)

bei fixen n=3 gelost hat.

In diesem Zusammenhang sei erwihnt, daB dieses Gleichheitsproblem der
Mittelwerte, d. h. die Angabe aller Transformationen der bestimmenden Funktionen,
die das Mittel ungeédndert lassen, in der Theorie der Mittelwerte eines der fundamen-
talen Fragestellungen ist, das bei den quasiarithmetischen und quasilinearen Mitteln
(1. 1), (1. 2) eingehend behandelt und gelost wurde (vgl. etwa [17]. [16] und [14]
Satz 83). Es wurde bewiesen, daB

‘.UIF::UI;
bei beliebigen x; und p; dann und nur dann besteht, wenn
vix) = ag(x)+b (a#0, b belicbige Konstante)

ist, d. h. ausschlieBlich bei linear ganzer Transformation der bestimmenden Funktion.
Unter den quasilinearen Mittelwerten (1. 2) haben bekanntlich die Potenz-
mittel

" 1/a
:U{I,(-"jg p” = (IZ‘ p;.\‘?/ 2.: p") (“'I’ — 0, X F 0)
=1 1

i=

und ihr Grenzwert, das geometrische Mittel

a—0 =1

Wio(x;, pi) = lim WL, (x;, p;) = exp ( > pilog .\',-/ > pi) (x;=-0)
i=1 i

in Theorie und Anwendungen die grof3te Bedeutung. Ein anderes fundamentales
Ergebnis der Theorie der Mittelwerte der Typen (1. 1) und (1. 2) ist eben, daB} diese
wichtigste Mittelwertklasse dadurch charakterisiert wird, daB der Homogenitdts-
gleichung

W, (1x0 pi) =M (x5, p;) (r=-0)

allein diese genugtun (vgl. etwa [20], [12], [15] und [14] Satz 84) d. h. diese sind die
einzigen homogenen Mittel.

In Analogie zu diesen Ergebnissen dringen sich die Probleme der Gleichheit
und Homogenitdt von Mittelwerten des Typus (1. 3) von sich selbst auf. In der
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vorliegenden Arbeit untersuchen wir diese beiden Probleme ohne weitere Regulari-
tdtsbedingungen.

Im § 2 beweisen wir das Ergebnis von BAJRAKTAREVIC [7] beziiglich des Gleich-
heitsproblems ohne Differenzierbarkeitsbedingungen, aber unter Voraussetzung der
Gleichheit fiir beliebige n (und nicht nur fiir fixe). Im § 3 fiihren wir auf Grund der
Ergebnisse des § 2 das Homogenitétsproblem auf die Ldsung einer Vektor-Matrix-
Funktionalgleichung zuriick, die wir im § 4 16sen. Endlich werden im § 5 alle homo-
gene Mittelwerte des Typus' (1. 3) bestimmt, wihrend im § 6 auf Anwendungs-
moglichkeiten u. a. in der Informationstheorie und auf weitere Problemen
hingewiesen wird.

§ 2. Uber die Gleichheit von Mittelwerten
M. BAJRAKTAREVIC hat in [7] unter Voraussetzung der zweimaligen Differen-
zierbarkeit der in der Gleichung
(2. 1) M (x;, [) = My(x;, 8) {(i=1, 2 o nEd)
enthaltenen Funktionen bewiesen, daB diese Gleichheit dann und nur dann besteht,

falls

(2: 2) P(x) = (ag(x)+b)/(cqg(x)+d), g(x) = kf(x) (cg(x)+d)
ist, wo a, b. ¢, d. k sonst beliebige Konstanten mit der Einschrinkung
2.3) k(c*+d?)(ad—bc)#0

sind. Wir setzen hier (2. 1) fiir alle n =2 gleichzeitig voraus, erhalten aber dieselbe
Formeln (2. 2), (2. 3) ohne irgendwelchen Differenzierbarkeitsvoraussetzungen, wir
beweisen ndmlich den folgenden

Satz 1. Es seien ¢ und W stetige und streng monotone, [ und gz nichi-
negative Funktionen im Intervall (A, B) und f(x) #0 in je einer Umgebung von A und
B. Dann besteht die Gleichheit

2.9 g-! [iz’_f{.\-;)q (x;}/ Ef(.\'ﬂ] =y~ '[ Z‘gl.\';}!b(-r;l/ 2'2(-\}!}
=1 im] j=] i=m|

bei beliebigen x;c(A, B) (i=1,2,....n) und bei beliebigen ganzen n=2 dann und
nur dann. falls

(2.2) Y(x) = (ag(x)+b)/(cqg(x)+d)., g(x) = kfix)(cqg(x)+d)
ist, wo die Konstanten a. b, ¢, d, k der Bedingung
(2.3) k(e +d*)(ad —be) =0

genugtun, sonst aber beliebig sind.

BEMERKUNG 1. Falls ¢=0 ist, so folgt aus (2.3) a =0, ¢ 0. Falls dagegen
¢ #=0 ist, so ergibt die Umformung

U(x)—ale = —(ad—be)/(c?q(x)+dc)
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von (2. 2) wegen der Stetigkeit von ¢(x) und ¥(x), sowie wegen (2. 3), dali —d/c
nicht im Vorrat der auf (A, B) aufgenommen Werten von ¢, wihrend a/c nicht
in dem von y liegen kann.

BEMERKUNG 2. Im Satze haben wir keine Voraussetzung beziiglich der Ab-
geschlossenheit oder Offenheit (oder Halboffenheit) bzw. Endlichkeit des Grund-
intervalles getroffen. Den Beweis werden wir doch fiir abgeschlossene Intervalle
[A, B] fiihren, ist ndmlich (A4, B) nicht geschlossen, so gibt es eine Folge von abge-
schlossenen Intervallen [A4,, B,] derart, dall 4, « 4. B, * B. Die Werte von a. b. ¢, d,
k sind offenbar auf allen [4,, B,] dieselbe (da [A4,_,, B,_;] =[4,. B,] ist). und da
jeder Punkt von (A4, B) auch in einem [4,, B,] liegt, gilt der Satz durch Grenziiber-
gang auch fiir (4, B). Es sei noch bemerkt, daBB wir in Satz | auch die Stetigkeit
von f, g nicht voraussetzen auch in dem obigen Gedankengang nicht.

Statt des Nichtverschwindens in einer Umgebung von A geniigt es f(A) #0 voraus-
zusetzen, falls A€(A, B), bzw. f(A,)#0 fiir eine Folge A,—~ A, falls A¢(A, B und
dhnlich fiir B.

Bewels. Man sieht durch Einsetzen, dal} (2.4) durch (2. 2) erfullt ist (vgl.
auch den Beweis von Satz 1 in [7]). Deshalb geniigt es zu zeigen, daB (2. 2) und (2. 3)
aus (2.4) (mit stetigen, streng monotonen ¢,y und nichtnegativen f, g) folgen.

Wir setzen voraus (s. oben, Bemerkung 2), daBl das Intervall [4. B] geschlossen
ist. Die Funktion ¢ bilde [4, B] in [4", B'] ab, und fiihren wir die Bezeichnungen

p(x)=1€[4,B] (i=1,2,...,n)
@.5) W ) =P, glg='(0)=G(). flg~'(1)=F(1)

ein, so wird aus (2. 4)

(2.6) 'P(_gf F(r,-)rf/ _‘E F(rj)) = i G{r,}‘f’(f,-]/ SI G(1).
i=1 i=1 i=1 i

Es sei nun in (2.6) n = nym, +n,m,, wo n; und m; (i =1, 2) beliebige natiir-
liche Zahlen sind und weiter seien 7, =u (i=1,2, ..., nym,), 1;=v (j= nym, — 1. ...
ooy Mgy +nymy = n), dann ergibt sich

[n,mz F(u)u+n,m, F(v)v] _ mmy G(fc) ¥(u)+ n;ml“G (_;.-) ) (r)_

nym, F(u)+n,m, F(v) -~ nymyG(u)+ nym, G(v)

firalle w, ve[A’, B). Essei {=n/n,, n =m/m,, dann sehen wir — dan,, n,, m,, m,
beliebige natiirliche Zahlen sind, — daB fiir beliebige positive rationale Zahlen ¢
und n
@ ,,[ _é_{(u)uHF{v)i:I _ EGWYW+nG )Y ()

; EF(w) + nF ()

EG(u)+nG(v)
gilt. Da aber laut (2. 5) mit ¢ und  auch ¥ stetig ist, bleibt (2. 7) auch fur belicbige
positive reelle &, n giiltig.
Wiihlen wir nunin (2. 7) u= A’, v = B’, dann erhalten wir mit den Bezeichnungen
CF(A)=p, nF(B)=gq (p und ¢ sind beliebige nichtnegative reelle Zahlen, da F(1)
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laut (2. 5) zusammen mit / nichtnegativ ist und F(A")=/f(A4)#0, F(B)=/f(B)#0
— vgl. Bemerkung 2) die Gleichung

T [ +_q_§) _ PF(A) ' G(A) ¥ (4)+qF(B)~' G(B) ¥ (B)

< p+q PF(A)'G(A")+qF(B)"'G(B) '

Fithren wir nun die neue Verinderliche 1=(pA” +¢B’)/(p+ ¢) ein, die das ganze

Intervall [A’, B’] einlduft wenn p und ¢ die nichtnegativen reellen Zahlen durch-
laufen, so erhalten wir wegen

pllp+q) = (t—B) (A —B), q(p+q)=1—(1—B)(A"—B)

aus der rechten Seite von (2. 8) durch Dividieren des Zihlers und des Nenners mit
(p+q) eine linear gebrochene Funktion von ¢, also gilt

(2.9) Y(t) = (at+b)/(ct+d)
WO
(2. 10) c*+d*=0, ad—bc#0,

da sonst ¥ nirgends endlich bzw. iiberall konstant wire, was (2. 5) widerspricht
(mit ¢ und ¢ ist auch ¥ stetig und streng monoton).
Wenn wir andererseits in (2. 7) ¢ =1/F(u), n=1/F(v) und

(2. 11) H(u)=G(u)/ F(u)

wihlen, so iibergeht sie in
(2.12) ‘P[% (u+ v):I =(Hu) ¥ )+ H (@)Y ()/(H )+ H(@)).

Da aber ¥(r) die Gestalt (2.9) hat, wird aus (2. 12)

s oo o)) 5

wovon
(2.13) H(1) = k(ct+d),

und zwar wegen g(x)Z0 mit

(2. 14) k#0

folgt. Nun folgen aus (2.5) und (2.9)

(2.15) b0 = ¥ ) = DT

und aus (2. 5), (2. 11) und (2. 13)
(2. 16) g(¥) = G(g(x)) = Flg(x))-H(p(x)) = A(x) k(cq(x)+d).

(2. 15) und (2. 16) wurden in (2. 2), wihrend (2. 10) und (2. 14) in (2. 3) zusammen-
gefalit. Diese Relationen und somit den Satz 1 haben wir also vollstindig bewiesen.
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BEMERKUNG 3. Die mit u=x+y, v=x—y erhaltbare Variante
.17 Y(x+y) Hx+p)+¥Y(x—y) Hix—y) = Y(O)[H(x+y)+ H(x—y)]

von (2. 12) wurde von mehreren Verfassern untersucht (D. PompEIU [22], T. ANGHE-
LUTA [6], M. GHERMANESCU [13], usw.). Sie fanden

(2. 18) H(x) = ¢sin ox +d cos xx,

Y (x) = (asin xx + b cos xx)/(c sin ax + d cos xx).

2. 19) H(x) = c¢sh ax+dch ax,

¥Y(x) = (a sh ax + b ch ax)/(c sh ax +d ch ax)
und
(2. 20) H(x) = ex+d, W(x) = (ax+b)/(ex+d)

als allgemeinste meBbare Losungen von (2. 17). Es ist interessant, daB3 bei uns nur
die Losung (2. 20) eine Rolle spielt.

BEMERKUNG 4. Es sei noch bemerkt, daB (2. 12) auch ein Spezialfall von (2. 1)
ist, ndmlich
X1 4%
2
Die Losungen (2. 18) und (2. 19) zeigen, daB (2. 1) fir n =2 allein betrachtet auch

von (2. 2) verschiedene Losungen besitzen kann. Vgl. diesbeziiglich auch M. BAJRAK-
TAREVIC [7] (Satz 4).

2.21) My(x,, x5; H) =

§ 3. Reduktion des Problems der homogenen Mittelwerten

Wir bezeichnen das Grundintervall (A4, B) mit /, und schreiben fiir x;c/
(i=1,2....,n) die Bedingung der Homogenitidt der Mittelwerte des Typus (I. 3)
auf:

3.1 g! I: > flx)y (f-\‘i)/ E_I.U-"i)] =tqg~! [ 2 [(x)e (-“i)/ Ef(-\‘.-):la
i=1 i=1 i=1 =1

Ublicherweise pflegt man voraussetzen, daB die Homogenitiitsgleichung fiir
alle reelle (oder positive) r mit tx;€/(i=1, 2, ..., n) erfiillt ist. Wir setzen nur voraus,
daB diese Gleichung fiir alle €7 mit rx; €1, x;€I(i=1,2, ..., n) erfillt ist. Da 1 =1
der Gleichung (3. 1) trivialerweise genugtut, ist es natiirlich 1€ 1 voraussetzen.

Fithren wir t momentan fix gehalten die Bezeichnungen

{3.2) Y(x)=qg(rx), g(x)=f(1x)

ein, so wird aus (3. 1) eben

'}’A 1 [ .i‘ ‘2(\';11,{/(,\',)/ i‘ H(\'.‘)] =@~ : [ E‘f(v\';)(j (\',')/ é?‘f(\,):l
i=1 =] i=

i=1 im=
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d. h. (2. 4) gilt in / fir alle n =2, also besteht laut Satz 1

Y (x) = (ag (x) +b)/(cq (x) +d),
2(x) = kf(x)(cqg (x) +d),

wo die ,.Konstanten™ a, b, ¢, d und k noch von dem bisher fix gehaltenen 7 abhéngen.
Mit (3. 2) geht so (3. 3) in

\ g (1x) = (a(t)g (x)+b@)/(c() g (x)+d(1)),
(3. 4) fx) = k(@) f(x)(c(t) g (x)+d(1),
’ k(t)(c(0)? +d)?)(a(r)d(r)— b(t)e(r) =0

iiber. Dies ist ein Funktionalgleichungssystem fiir ¢ und f, das fiir alle 7, x, rxc/
erfiillt ist und wir setzen voraus, daB ¢ und f in 7 stetig, weiter ¢ ebenda streng
monoton und f nichnegativ ist, aber in keinem Teilintervall positiver Lidnge iden-
tisch verschwindet. (Davon folgt auch die Existenz zweier Folgen 4,-~A4, B, - B
mit f(A4,) =0, f(B,) #0, was zur Anwendung des Satzes 1 — vgl. Bemerkung 2 —
notig war. Da jetzt auch f als stetig vorausgesetzt wurde, bleiben die Ergebnisse
auch bei f(4)=0 oder f(B)=0 giiltig.)
Wenn wir weiter

(3. 3) k(c*+d?)(ad— bc) =0,

' ; , /i
\fi (x) =f(x)g(x), fr(x)=Ff(x), f-——(f;),

K

{ : ’a“(f)=k(1)a(l), ap (1) =k(r)b(1), _(011 912)
ay, (1) = k()e(r), ayy (1) =k(1)d(1), “\az; a3,

schreiben, so wird aus (3. 4) die Vektor-Matrixgleichung
(3. 6) f(rx) = A(r) f(x) (f, x; ix€l),

wo die Bezeichnungen (3. 5) und die Bedingungen iiber f und ¢ mit sich bringen,
daB f5(x) = f(x) stetig, nichtnegativ ist und auf keinem Teilintervall positiver Linge
identisch verschwindet, f,(x)/f>(x)=¢(x) (auch in Punkten wo f3(x)=0) stetig
und streng monoton ist, ferner wegen (3.4) det A(r) =0 (d. h. die Matrix A ist
immer reguldr in [I).

So fithren wir die folgende Funktionenklasse ein:

DerFiNiTioN. Die im Intervall I definierte zweidimensionale Vektorfunktion

X
fm:(fl( ))
f: 2(x)
gehort zur Klasse F, falls fiir alle x€1
a) f(x) sretig ist,
b) dort f,(x)=0 gilt, aber f, auf keinen Teilintervall positiver Léinge identisch
verschwindet,

¢) fi(x)/f>(x) (fiir xo mit f5(xo) =0 durch den als existierend vorausgeseizien

Grenzwert
lim (fl (x)/f> (x))

X=Xy

definiert) auf I streng monoton ist.

D12
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Mit dieser Definition reduziert sich das Problem der Homogenitéit der Mittel-
werte von der Gestalt (1. 3) auf die Losung der Vektor-Matrix-Funktionalgleichung
(3. 6) beziiglich f von der Klasse F bei reguldren Matrizen A(7).

§ 4. Untersuchung einer Vektor-Matrix-Funktionalgleichung

In diesem § beschiftigen wir uns mit der Losung der Vektor-Matrixgleichung
(3. 6) unter der Voraussetzung, dal} f¢F und die Werte von A(/) regulire Matrizen
sind. Wir beginnen mit zwei Hilfssdtzen, die vielleicht auch fiir sich interessant
sind:

Hilfssatz 1. Ist f€F und besteht die Funktionalgleichung
@1 f(rx) = A (1) f(x)

fiir alle t, x, tx €1, wo das Intervall I den Wert 1 enthdlt, so ist die Matrixfunktion
A(t) im Innern (I) von I stetig.

BEMERKUNG 5. Laut Voraussetzung ist 1 € /={A, B). Da aber / nicht unbedingt
offen ist, mag auch 4 =1 oder B =1 sein. Diese zwei Fille sind offenbar ganz symmet-
risch behandelbar, wir schlieBen z. B. die erste Moglichkeit aus, setzen also im
folgenden iiberall voraus, daff A <1 ist.

BeEwels. Schreiben wir die Gleichung (4. 1) ausfiihrlich aus, und bedienen
wir uns der Symmerie der linken Seiten in 7 und x, dann erhalten wir die beiden
Gleichungen

4.2) Si(tx) = ay((Dfi(x) +a (0 f32(x) = ay(x) (1) + a1 (x)/,(2),
4.3) Fa(tx) = a (1) fi(x) +as2(0f5(x) = a3 (x)f1(1) + az,(x)f5(1),
(¢, x, tx€l).

Laut der Definition von F b) und der Bemerkung 5 gibt es in / beliebig nahe
zu 1 zwei Werte x, =x, =1 derart, daB

(4. 4) Salxy) #0, fa(x,y) #0. (1 —e=xy=x,=1, ¢ beliebig Klein).

Wir halten diese Werte fest und setzen sie in (4. 2) bzw. (4. 3) ein, um festzustellen,
daB fiir beliebige ¢ mit 1, t(1 —g)€/

@. 5) {011(')f1 (X)) +a 2 (0f2(x)) = ay (x ) fi (0 +ay 5 (x,) (1)
; ay (Dfi(x3)+ap(0f(x;) = ay (X)) f (D4 ay2(x2) /(1)

bzw.

4.6) {azt(flﬂ (x1) + a2 (0f3(xy) = axy (x)f1 (1) +ay,(x) f2(0)

£ ayy (0 f1 (x4 ay, (0 5(x3) = ayy (x) f; (1) +ay,(x2) f2(0)

besteht. Wegen der Definition von F ¢) und wegen (4. 4) existieren die folgenden
Ausdriicke und sie sind verschieden:

Six)[falxy) # f1(x)/f(x,)
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d. h. die Vektoren f(x,) und f(x,) sind linear unabhdngig, so daBl die Gleichungs-
systeme (4. 5) bzw. (4. 6) beziiglich a,(r) bzw. a, (1) (k =1, 2) eindeutig auflosbar
sind. und wir erhalten

)4. 7) ap(t) = chiO+chfa() (L hk=1,2; 1, 1(1—e)€l),

wo die ¢f (i,j, k=1, 2) wegen der Fixierung von x,, und x, konstant sind.

Der Zusammenhang (4. 7) zeigt, daB mit f,(7), f5(¢) auch die a;(1) (j,k=1.2)
fiir alle r mit t€ 7, 1(1 —&) € [ stetig sind. Ist nun 7 mit 4 =€ [ beliebig, so kann man
¢ so klein wihlen, daB auch 7(1 —¢) in [/ liege. also sind die a,(7) im ganzen von
unten offenen Intervall (4. B) und a fortiori in (/) =(A, B) (in dem Inneren von /)
stetig, w. z. b. w.

Hilfssatz 2. Ist f<F und giit die Funktionalgleichung (4. 1), so besteht fiir belie-
hige u, v, uv€ (1) die Matrix-Funktionalgleichung

(4. 8) A(ur) = A(u) A(v).
Bewels. Es seien w, v, uv€ (/). Dann folgt fiir alle 1€/ mit worel aus (4. 1)
4.9) A(uv) (1) = fluvr) = A(u) f(vr) = A(w) A(v) f(1).

Bei gegebenen w, v gibt es ein £ =0, so dall mit wv auch we(l —g) in (/) liegt, ferner,
wie wir im Beweis des Hilfssatzes | gesehen haben, gibt es x,, x, mit der Eigen-
schaft (4.4) und derart, daB f(x;) und f(x,) linear unabhingig sind (und wvx,,
uvx, €1). Da ein beliebiger zweidimensionaler Vektor g eine Linearkombination
dieser zwei unabhingigen Vektoren ist:

g — jlf(.\‘l)'i_ xlf(.\‘z)‘
folgt aus (4.9)

A(ur)g = 2, A(ue)f(x,) + o A(u)f(x,) =
= 2, A()A()F(x,) + o A(u)A)f(x,) = A(w)A(v)g

fiir alle g, was nur dann mdoglich ist, wenn (4. 8) in (/) erfiillt ist, w. z. b, w.

Die Hilfssdtze 1 und 2 reduzierten das Losungsproblem der Gleichung (4. 1)
auf das Auffinden der im Innern von 7 stetigen Ldsungen der Matrix-Funktional-
gleichung (4. 8). deren Werte regulidre Matrizen sind. Aus (4. 1) folgt ndmlich mit
x=1

(4. 10) f(r) = A(DE(1),

womit f im Innern von / bestimmt ist, und wegen der vorausgesetzten Stetigkeit
1aBt sich f auch im eventuell zu / gehorigen Endpunkt A4 (bzw. B) durch Grenz-
iibergang bestimmen.

Die stetigen Losungen der Gleichung (4. 8) wurden aber von A. BALOGH in
[8] vollstindig aufgezihlt, allerdings unter der Voraussetzung dal (4. 8) fiir alle
positive bzw. alle reelle w, v erfiillt ist, wihrend wir (4. 8) hier nur fir w, v, wv € (/)
vorausgesetzt haben. Dies bedeutet aber keinen wesentlichen Unterschied in den
Losungen, da (4.8) in [8] auf die Cauchyschen Funktionalgleichungen

((4.11) F(xy) = F(x)EF(y),
4.12) G(xy) = G(x}+G(y)
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und auf das Funktionalgleichungssystem
(4.13) S(xy) = S(X)C(Y)+S(PC(x), Clxy) = C(x)C(Y)—S(x)S(y)

zuriickgefiihrt wurde und diese in einem Intervall, das den Wert | enthilt, dieselben
Losungen haben, wie fiir beliebige (positive) reelle Zahlen (vgl. [3] bzw. [21]).

Wir konnen jene in [8] (Sidtze 1, 2) aufgefiihrte stetige Losungen, deren Werte
reguldre Matrizen sind, fiir positive (nichtnegative) Verdnderliche in drei Typen
zusammenfassen:

Ay g 12-F 1?0154+ B0
4.14) A() :( 11 1" 12 Bi2 )'
Uy P4 Py 1P a4 By t?

(fﬂ{an log 1+ pByy) f"("‘lzlogf+ﬁ|zj)
A = 1

LS (o, logt+fay) tP(ay,logt+f,,)

t#(ao,, sin (2 log 1)+ f,, cos(xlogt)) #a,,sin(zlog r})

K0 A (r“xl, sin(xlog1) 1#(%55 sin(xlog 1)+ 5, cos (2 log 1))

Enthdlt I auch negative Werte, so spaltet sich (4. 14) in weitere Losungen mit (*
oder |t|* sign 1 statt t* und mit |t|* oder t'? sign t statt 1*. In (4. 15) und (4. 16) werden
in diesem Falle t* wieder durch |t|* oder |t ? sign t wihrend log t durch log || ersetzt.
(Zwischen den auftretenden Konstanten a, B (J. k=1, 2) bestehen noch gewisse
Zusammenhinge, die in [8] auch auf Spaltung in noch mehr Typen fiithrten, von
denen wir aber hier nicht Gebrauch machen werden.)

Jetzt kénnen wir mittels (4. 10) auch f(s) bestimmen:

417 c(r ar* - b!“)
=19 1) =\ e+ der )’

_ _ *(alogit+b)
%15 M- (r”((‘ log 1+ d}) )

t"(asin (a2 log 1)+ b cos (2 log 1)
@ 19) r().:(( (2 log ( g))

t#(csin (zlog 1)+ d cos (z log 1))

fiir positive (nichtnegative) . Falls / auch negative Werte enthilt, so werden (4. 17)—
(4. 19) in demselben Sinne modifiziert, wie oben (4. 14)—(4. 16). Damit ist f(7)
im Innern von / bestimmt. Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit gelten dieselben
Formeln fiir f(r) im ganzen Intervall /. So haben wir den

Satz 2. Ist f€F, sind die Matrizen A(t) regulir und besteht in (A, B, die Funk-
tionalgleichung

4.1 f(1x) = A(DF(x),

so kann £ nur von einer der Gestalten (4. 17). (4. 18), (4. 19) sein in dem Sinne, daff
t* durch |t|* oder |t\* sign t, t* durch |1\ oder |t|? sign t, und log t durch log |t ersetzt
wird, falls A =0 ist.

BEMERKUNG 6. Auch umgekehrt gehort im wesentlichen zu jedem f der im
Satz 2 angegebenen Gestalten je ein A derart, dal3 (4. 1) erfiillt sei. — (4. 1) bestimmt
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sogar auller f(r) auch die andere ihr in figurierende Funktion A(7) mit den Formeln
(4. 14) bzw. (4. 15) bzw. (4. 16), wo allerdings zwischen den ay, fy (. k=1,2),
a. b, c. d noch gewisse Zusammenhinge bestehen, die aber fir unsere Zwecke
nicht wichtig sind und andererseits durch Einsetzen in (4. 1) leicht ableitbar sind.

Ja, wir haben f(7) eben auf dem Wege bestimmt, dal3 wir zuerst A(r) ausgerechnet
haben. Das bedeutet aber nicht, als ob f etwa nicht ohne explizite Angabe von A
bestimmt werden konnte. Wenn wir namlich die bei dem Beweise des Hilfssatzes 1
bewiesene Formel (4. 7) in (4. 2) und in (4. 3) zuriicksetzen. erhalten wir ein Funk-
tionalgleichungssystem der Gestalt

2
(4.20) fxy = 3 dfiOA  ((=1,2)
Johk=1
wo die @* (i,j, k=1,2) Konstanten sind. (Ubrigcns sind auch (4. 11)—(4. 13)
Spezialfille von (4. 20).) Die Losung dieses Funktionalgleichungssystems (4. 20)
wiire die andere Madglichkeit f(7) zu bestimmen. Fiir differenzierbare Losungen
von Gleichungen der Gestalt (4. 20) vgl. die Arbeit [11] von W. EICHHORN (vgl.
auch die allgemeinerer Arbeiten [18], [19] von G. MALTESE und der Aufsatz [25]
von G. N. SakowirscH). Ubrigens ist auch (4. 20) von der Gestalt (4. 2) —(4. 3),
(d. h. (4. 1)), so daB wir im wesentlichen auch (4. 20) gelost haben.

BEMERKUNG 7. In den obigen Ldsungswegen von (4. 1) war es wesentlich,
dalB f(x) in der Ebene zwei linear unabhingige Vektorwerte aufnimmt. Die Lésungen
von (4. 1) konnen auch dann leicht bestimmt werden, wenn f(x) in der Ebene gar
keine zwei linear unabhingige Vektorwerte aufnimmt. Dann ist ndmlich

(4.21) f(x)=/i(x)e,

wo /4(x) eine skaldre Funktion ist, und ¢ ein konstanter Vektor. Ist A(x)=0 oder
c=0, so ist f(x)=0 und (4. 1) mit beliecbigem A(r) erfiillt. Deshalb setzen wir
A(x)#0, e #0 voraus. Offenbar kann man ohne Einschrinkung der Allgemeinheit

(4. 22) A)=1

nehmen. Wenn wir (4. 1) mit (4. 21) ausfiihrlich ausschreiben, dann erhalten wir

(4. 23) Atx)ey = a(D)A(X)ey +ay (1) A(X)e,,
(4. 249) AlIX)ey = ay(DA(X) ey +ay(D)A(x) e,
mit
¢y
c:( );&0, Z. B. ey #0,
€2

Schreiben wir

(4.25) u(f) = a.lm+a.:(r)f?,
1

so geht (4. 23) in
(4. 26) A(1x) = () Alx)

iiber, was eine sogen. Pexidersche Funktionalgleichung ist (vgl. [2]. § 3. 1. 1). Mit
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x =1 erhalten wir wegen (4. 22)
(4.27) () =24(1)#0,
d. h. wegen (4. 26) ist u(r) multiplikativ:

(4. 28) Ju(ix) = p(r) p(x).
Aus (4. 21) und (4. 27) folgt
u(x)e,
(4.29) f(x ——( )
) u(x)e,

Jetzt bestimmen wir A(r): Aus (4. 25) folgt

a, (1) = F“)"alz“);z s

1
sowie aus (4. 24), (4. 27) und (4. 28)

u(p(x)e, = ay (u(x)ey +ar(Hp(x)e,,

d. h.
a3 (1) = p(0) 2 — a5, (0 2,
€y y
so daB
'u(!)—a,;lrlgg ay, (1)

(D =ay (1) a0
\ 1 |

ist, wo u(r) eine beliebige multiplikative Funktion und a, (). a,,(7) beliebige Funk-
tionen sind. (4.29) und (4. 30) erfilllen auch immer die Gleichung (4. 1). — Ist
insbesondere u(r) stetig, so ist (s.z. B. [2] § 2. 1.2)

u)y=r* (1=0)
bzw.

u(t)=1 oder pu(r)=11* oder u(sr)= t*sign1i¢ (% =0).

Damit haben wir (4. 1) auch in diesem Falle vollstindig gelost.

§ 5. Bestimmung aller homogener quasiiinearer Mittel mit Gewichtsfunktionen

Im § 3 haben wir gezeigt. daBl das Problem der Bestimmung aller homogener
Mittelwerte der Gestalt (1. 3) mit der Losung des Funktionalgleichungssystems
(3. 4) dquivalent ist, und genauer gesagt mit der Angabe aller Ldsungen feF der
Vektor-Matrix-Funktionalgleichung (3. 6), wo A eine Funktion mit reguldren
Matrixwerten ist. Im vorigen § haben wir gefunden, dall diese Ldsungen mit den
Formeln (4. 17)—(4. 19) angegeben sind, und so unterscheiden wir auch weiter
drei Fille:
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A. (4.17) und (3. 5) ergeben
fil) _ ar+bt*  ar~P+b  a+bt*-*

5.1 (1) = =—= = = — = Ll
) YO =70 = crrdl — o 95d — crdir
und

(5.2) J) = f,(0) = ct*+dt? = t(ct*~ P +d) = t*(c+dtP~2).

Da laut Satz 1 die Mittelwerte der Gestalt (1. 3) gegeniiber einer Transformation
der Gestalt (2. 2) invariant sind, erzeugen

(5.3) p()=r-8, f(t)=1,
bzw.
(5.4) FO=r-" f(n=r

denselben Mittelwert, wie (5. 1) und (5. 2). Wegen der strengen Monotonie von
@ (1) und damit ¢ (1) muB x#f sein und wir kénnen ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit

a=f

und (5. 3) nehmen, da die Fille f =« bzw. (5.4) davon nur in Bezeichnung ab-
weichen wiirden. So erhalten wir als homogenen Mittelwert der Gestalt (1. 3)

" 1x=f)
M'f (x;,.f) = ( 2. -":/‘2 x?) (x=p),

i=1 =1

un
N

falls 7 nur positive Zahlen enthilt. Maximal kann
I=(0, =)

sein. (Falls auch der Grenzpunkt O zu / gehorte, miiBBte wegen der Stetigkeit auch
[ =0 vorausgesetzt werden, diesbeziiglich s. die folgenden Ausfiihrungen.) Im Falle
=0 erhalten wir eben die gewéhnlichen Potenzmittel

n 1/z
M, (x,) = (f; .\-?/ n) (x#0),

im Falle f = a—1 die Beckenbachschen Mittelwerte

Ny(x)= 23 / TN
i

=1 =]

Enthilt / auch nichtpositive Werte, so konnen, wie wir im Satz 2 gesehen haben,
* und ¥ von einander unabhiingig durch |7|* oder |7/*sign ¢ bzw. durch [7|# oder
11 sign t ersetzt werden. Untersuchen wir, in welchen Fillen ¢ (und damit ¢)
streng monoton bleibt, so finden wir aber nur die folgenden zwei:
%) t* wird durch |t*signt, wahrend t* durch |1|F ersetzt. ¢ (t)=|t|*"¥sign ¢
und damit
g (1) = (alt|*~#signt + b)/(c|t|*Psignt 4+ d)
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bleiben streng monoton, falls noch

2=f
erfiillt ist (und nur in diesem Falle).

) t* wird durch |t|’signt, wahrend t* durch |t|* ersetzt. ¢ (f)=|t|f~*signr
und damit
p(t) = (b|t|P~*signt+a)/(d|t]?~*sign t + ¢)

bleiben streng monoton, falls noch

p=a
erfiillt ist. — In den iibrigen Fillen ist ¢ nicht mehr streng monoton.

In beiden Fillen ergeben sich ftt)=|!|’ bzw. f(t):fri' von selbst als nicht-
negativ, sie sind auch in dem 0-Punkt stetig dann und nur dann, falls

p=0

(bzw. 2=0) ist. — Die beiden Fille iibergehen ineinander, wie wir jetzt schon
sehen, wieder durch Ersetzen von a, b, ¢, d, o, f§ der Reihe nach durch b, a. d. c. [}, =.
Wir nehmen also im folgenden den Fall «).

Da 1= ¢~ 1(x) = x| P sign x die inverse Funktion von x = ¢ (1) = #|*" ¥ sign ¢
ist, und f(7) = t|#, erhalten wir aus (l.3) den homogenen Mittelwert

» . » 1/(z=g) A
> |x,|*sign x; / 3 Ix e sign( 3 |x/*sign x;

i=1 "i=1 i=1 J

(x=f=0)

(5.6) M,(x;,f) = (

als Verallgemeinerung von (5. 5) auf auch nichtpositive Werte enthaltende Inter-
valle /. Maximal kann auch
I=(— =0, =)
sein.
B. (4. 18) und (3. 5) ergeben
(1) = (alogt+b)/(clogt+d), f(1) = t'(clogt+d)

und daher (vgl. (2.2)) .
g(=logt, f()=r.

Hier wiére bei Zulassen nichtpositiver ¢ die an Stelle von log ¢ tretende Funktion
log |7| und damit weder ¢ (r) noch ¢ () streng monoton, so daBl wir uns auf positive
1 beschrinken miissen. So erhalten wir als homogenen Mittelwert der Gestalt (1. 3)

(5.7) M (x;, f) = exp(z x! log .r.-/ b1 .\'f).
i=1 i=1
Das Grundintervall /7 kann maximal
1=(0, =)

(d. h. hochstens nach rechts unendlich) sein. Im Falle f=0 erhalten wir eben das
gewohnliche geometrische Mittel.
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C. Endlich ergeben (4. 19) und (3. 5)
g(1) = (atg(xlog 1)+ b)/(ctg(xlog 1) +d),

(1) = t* cos (zlog 1) (ctg (x log 1) +d),
wovon _
g(t)=tg(xlogt)

(bzw. tg (2 log |1})) nur bei positiven ¢ undzwar héchstens im endlichen Intervall
I:(f-” Zt, en-’la)

streng monoton ist (wegen 1</ kommen (e*—1®/22 etk+ m22) fiir k20 nicht in
Frage), und nur wenn
' a0
ist. Dann ist aber auch
f(r) =17 cos (xlog 1)

nichtnegativ. So ergibt sich als letzter homogener Mittelwert der Gestalt (1. 3)

(5.8) M, (x;,f) = exp {% arctg [ :‘: v/ sin (xlog .\'.»)/ 5_,' +! cos (2 log x;):l}
i=1 i=1

(x#0)

Andererseits erfiilllen auch die Mittelwerte (5. 5), (5. 6), (5.7) und (5. 8) die
Homogenititsgleichung (3. 1), also gilt der folgende

Satz 3. Falls der verallgemeinerte quasilineare Mittelwert

(1.3) My (xi,[) = q "I:Z; g (x)f (-\’:)/ Zf(xﬂ]
j= i=1

die Homogenitdtsgleichung

(5.9) My (1x;, ) =tM(x;, f)

fiir alle x; (i=1,2,....,n) in einem (offenen, halboffenen oder abgeschlossenen)
Intervall (A, B), das den Wert 1 enthdlt, erfiillt, falls dort ¢ stetig und strengmonoton.
[ stetig und nichtnegativ (aber in keinem Teilintervall positiver Ldnge identisch ver-
schwindend ) ist, dann hat M, eine der Gestalten

a 1/(z—p) "
/ 3 i-\',-!*’) sign ( S x,/* sign .\-f)
i=1 fom |

(1 - ﬁ = O)s

| n
(5.6) M,(x;,[) = (l 2 |x;* sign x;

i=1

(5.7) M (x;, f) = exp (___5_,: xf log x; 2' X )

—_——

2' x! cos (xlog .\'i)]}

(5.8) M, (x;.f) = exp {—i arc lg[ é: ; sin (2 log x;)

-

(x£0),
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wo u, f (abgesehen von den angegebenen Grofenrelationen) beliebige Konstanten
sind.

Im Falle (5. 8) ist das Grundintervall (A, B) hichstens (e~*'%%, e"'2%), im Falle
(5. 7) hochstens (0, =) wdhrend im Falle (5. 6) auch (A, B) =(— ==, =) maoglich ist.
Wenn man bei (5. 6) die Stetigkeit von f(t) im 0-Punkt nicht fordert, so eriibrigt sich
die Bedingung =0 und es bleibt nur = 8. Falls (A, B) nur positive Zahlen enthailt,
so vereinfacht sich (5. 6) zu

B » 1/(x—pB)
.3 M, (x.[) = ( 2 .r?/ 2 xf) (2= ).

i=1 i=1

§ 6. Weitere Bemerkungen und Probleme

BEMERKUNG 8. Die Mittelwerte (5.6) (bzw. (5.5)), (5.7) und (5. 8) erfiillen
— wie man durch Einsetzen leicht sieht — nicht nur die Homogenititsgleichung
{5.9) sondern auch ihre Verallgemeinerung

{6.1) M (x:y;,f) = Mx;,YMy;.f)

oder ausfiihrlich ausgeschrieben:

¢! [ j E, q (-":J’,']f(-\'fj’,f)/ 3 § f(-\'.-.l}):l =
i=] f=1

im] je1l i

= @~ [{;il 7 (x‘l}f(h)/__u:,f(}.‘)]q - l[é_'; T (_l'j)f(_l';)/ élf(h)jl

was im Spezialfalle y, =y, = ... = y,, = tatsiichlich mit (3. 1) d. h. (5. 9) zusammen-
fallt.

Daraus folgt, daB die (negativen) Logarithmen der Mittelwerte (5. 5)—(5. 8)
(statt (5. 6) schreiben wir der Einfachheit und des speziellen Anwendungsgebietes
halber die Formel (5. 5))

(6.2) o TR SR P Iog( b v\-?/ ¥ xf) (x=p),
. ﬁ —a i=1 l"z-'l
(6. 3) Igp(x) =— 2 xilog .r,-/ >,
i=1 =1
& ] n ; n
(6.4) Ip(x) = — , are tg[ 2 X! sin (2 log x;)/ 2 v cos (2 log .\‘;}:I
i=1 i=1

(x=0),
die aus (6. 1) durch Logarithmieren entstandene Gleichung
(6. 5) I(x;y) = I(x)+1(y))

erfiillen. — Nun ist die Gleichung (6. 5) eine wichtige Eigenschaft — die ., Additivitat”
der informationstheoretischen Entropie. Die zwei bisher beniitzen Arten von
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solchen Entropien (vgl. etwa [23], [24])

(6.6) I,(x) = —~I——log( _;,‘ x?/ Z"'x.-) (1),
| —2 i S
(6.7) Ii(x)=— é’ x;log ,\}/ Z"' X
i=1 i=1

sind eben die Spezialfdlle f=1 von (6.2) und (6. 3):
(6. 8) fa(xj)= ,J(r".‘)- Ii(x) =1, (x;).

Auch andere Zusammenhinge zwischen (6. 6), (6.7) und (6. 2), (6. 3) sind leicht
festzustellen:

L) = (B Ly pxD), 1y fx) = (B,
was auch (6. 8) enthilt. Ferner gilt
I 4(x;) = [(] —a) I (x) + (B — l”ﬂ(:\'i)]f(ﬁ —a) (== p),

(also 7, 4(x;) ist auch selbst ein ,,Mittelwert mit den Gewichten 1 —=z, f—1" von
I,(x;) und I,(x,)). Auch die Grenzwertrelation

li"; {1 =) L (x) + (B — DI () (B —)} = Iy 5(x))
gilt. da — wie man gleich sieht -
log :_;, x; —log 2“:_\'?
i=1l

lim I, 4(x) = —lim ——
g xf a—p

n

= — d-(log 8 \f) = — 2"1 x! logx,-/ Z'L.\'? = Ig.p(x;)
dx i a=J j=1 i=1

besteht. (Dies zeigt zugleich, daB auch (5.7) aus (5.5) durch den Grenziibergang
x—[1 entsteht.) — Fiir (6. 3) vgl. auch [24].

Es scheint kein so einfacher Zusammenhang zwischen den bisher beniitzen
Entropien (6. 6), (6. 7) und der neuen ,.Entropie” (6.4) I5(x;) zu sein.

Die Entropien (6. 6) und (6. 7) wurden in [10] von einem der Verfl. dadurch
charakterisiert, daB sie die einzigen der Gestalt

(6.9) I(x;)=@! [ 2 x;®(—log ,\',-)/ 2 .\',-:I
i=1 i=1

sind. die die Additivitdtseigenschaft (6. 5) besitzen. Da wir die Formeln (6. 2)—
(6. 4) aus Mittelwerten der Gestalt (1. 3) durch (negatives) Logarithmieren erhalten
haben. ist hier

(6. 10) I(x;) = —loggqg- 1 [ i‘f{.\';)g (.\',-)/ é'f(.\'f}] =
i=1 i=1

- tp—‘l:ﬁ'_!'(.\‘,)‘i’(— log -\‘.-l/ i.f‘(-“i):l
f=y i
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(wo g¢(x) = @(—log x) geschriecben wurde). Dies bedeutet, daBl die Entropien
(6.9) als verallgemeinerte quasilineare Mittelwerte der Entropien (—log x;)
(i=1, 2, ..., n) der einzelnen Ereignisse mit der Gewichtsfunktion x wihrend (6. 10)
als solche mit der Gewichtsfunktion f(x) entstanden. In beiden Fillen wurde die
Additivitatseigenschaft (6. 5) beobachtet. Obzwar die mit (6. 5) dquivalente Multipli-
kativitdtsrelation (6. 1) die Homogenititseigenschaft (5. 9) zur Folge hat, beweist
unser Satz 3 nicht, daB (6. 2)—(6.4) die alleinigen additiven informationstheore-
tischen Entropien sind, d« in der Informationstheorie die x;, y; als Wahrschein-
lichkeiten im Intervall (0, 1] liegen und auch

(6. 11) T

bestehen muB, wihrend wir bei (5. 9) im Satz 3 keine solche Einschrinkung mach-
ten. — (6. 11) gilt im Falle nicht unbedingt vollstindiger Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen. Bei vollstindigen Verteilungen gilt die noch starkere Einschrinkung

(s

(6.12)

L

““l—:l' yj:l'

i i
In [4] haben wir unter einer weiteren Voraussetzung, da3 ndmlich die Funktion
F(x) = x® (—logx) (x#0), F(0)=0 in [0, 1] konvex sei, bewiesen, dal} (6. 6)
und (6. 7) auch bei der Einschrinkung (6. 12) die alleinigen Entropien der Gestalt
(6.9) sind, die die Additivitdatsgleichung (6. 5) erfiillen.

Das Problem der Bestimmung aller Entropien der Gestalt (6. 10), die additiv
sind, d. h. (6. 5) mit (6. 11) bzw. (6. 12) erfiillen, fihrt auf das Gleichheits- und Homo-
genitdtsproblem unter den Einschrinkungen

] "
(6.13) =1, mt=1 baw. JF x=1, mi=1,
=y i=

d. h. auf das Problem der Ldosung der nur fiir solche Variablen vorausgeseizten
Gleichungen (2.4) und (3. 1) die diesen Einschrdnkungen unterliegen. Im zweiten
Falle von (6. 13) geht auch das grundlegende Gleichungssystem (3.4) in

\ g(x/m) = (a(1/m)q (x)+ b(1/m))/(c(1/m) g (x)+d(1/m)),
F(xlm) = k(1m)f(x)(c(1m)q (x)+d(1/m)),
(_ k(1/m)(e(1 [m)? 4+ d(1/m)?)(a(1/m)yd(1/m)—b(1/m)c(1/m)) =0,

d.h. (4. 1) in
f(x/m) = A(1/m) f(x)

(x£(0, 1], m durchléuft die positive ganze Zahlen) iiber. — In beiden Fillen haben
wir in [4] und [10] zuerst das Gleichheitsproblem (2. 4) (im Spezialfalle f(x) = kg(x)
d.h. ¢=0,d=1) gelost und das dem Satze 1 entsprechende (aber daraus nicht
folgende) Ergebnis y/(x) = aq(x)+ b erhalten (in [4] unter der obigen Konvexitits-
voraussetzung). Die oben erwiihnten Resultate beziiglich der Charakterisierung
von (6. 6) und (6. 7) entsprechen eben der Losung des Homogenitidtsproblems unter
den Einschrinkungen (6. 13) in demselben Spezialfall.
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ledenfalls geniigen die von uns vorgeschlagenen neuen Entropieformeln (6. 2),
(6. 3) auch in (0, 1], (6. 4) in (e~?* 1] der Additivititsgleichung (6. 5) (natiirlich
auch unter den Einschrankungen (6. 11) bzw. (6. 12)). Die Praxis mag es zeigen,
ob sie in der Informationstheorie niitzlich sind. (Allerdings kann (6.4) nur bei
Wabhrscheinlichkeitsverteilungen mit positiver unterer Schridnke fiir die Wahr-
scheinlichkeiten in Frage kommen.)

BEMERKUNG 9. Es ist natiirlich a priori auch maoglich. daB fiir die Informations-
theorie additive Entropien von noch anderer Gestalt als (6. 9) oder (6. 10) Bedeutung
haben werden.

Dies wirft andererseits das Problem auf, — da so eine noch natiirlichere Charak-
terisierung der Entropien (6. 6), (6. 7) bzw. (6. 2), (6. 3), (6. 4) zu erhoffen wire
welche Eigenschaften Mittelwerte (6.9) und allgemeiner (6. 10) oder, was dasselbe
ist, (1. 3) charakterisieren? Diese Frage wurde bei den quasiarithmetischen und
quasilinearen Mitteln (1. 1), (1.2) schon lange her gelost (s. etwa [1]) undzwar
(bei (1.2)) fiir gegebene und auch fiir unbekannte Gewichte und (bei (1. 1) und
(1. 2)) fiir beliebige Zahlen n ebenso wir fiir eine fixe Zahl n,, doch kennen wir keine
dhnlichen Untersuchungen fir den Mittelwerttypus (1. 3).

BEMERKUNG 10. Dies fiihrt zuriick auf das schon gestreifte Problem der Ldsung
des Gleichheits- und Homogenitdtsproblem fiir eine fixe Anzahl von Verdnderlichen,
d. h. der Lésung der nur fiir ein fixes n=n, vorausgesetzten Gleichungen (2. 4) und
(3.1). — Es sei bemerkt, daB wir nur in den Betrachtungen des § 2 die Gliederzahl
n uber verschiedene (positive ganze) Werte durchlaufen lassen muBten.

Im § 2 haben wir schon ein Beispiel (2. 21) gesehen, wo bei fixem n =2 auch
andere Losungen moglich sind, als bei Zulassen beliebiger n. Dagegen folgt im
Spezialfall ¢(x)=x, y(x)=f(x), g(x)=k aus Satz 1 k=g(x) = kf(x) (cx+d) d. h.

f(x) = 1/(ex +d)

als allgemeine (stetige, streng monotone) Losung der Gleichung

3] S0 = 1 [zrm/ n]

fiir beliebige n, und — wie in [5] gezeigt wurde (vgl. auch [2] § 2. 3. 3) — hat auch
die nur fir »n=2 vorausgesetzte Gleichung

(fOx)xy +/0x)x)/(fx) +/(x2)) = /[ (flxy) +£(x2))/2]

eben dieselbe allgemeine (stetige, streng monotone) Losung.
Ebenfalls enthalten unsere Ergebnisse die beziiglichen bekannten Siitze (vgl.
[14], [2] § 3. 1. 3) fiir die quasiarithmetischen Mittelwerte (1. 1), insbesondere hat

q _'[i._'/_z.: q (.\',)/n] =y-! [;‘ﬁ‘, lll(.\',)/uj|

wegen Satz 1 (f(x)=kg(x)=1,c@p(x)+d = l,c=0,d=1) Y(x) = ag(x)+b als
allgemeine (stetige, streng monotone) Losung, wihrend die Homogenititsgleichung

q —1[ __%‘q(r.\‘,-]/n] = Iy “[ivq {.\‘;}/n]
i=1 i=1
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laut Satz 3 (f(x)=1) nur ¢(x) = ax*+b (x#0) (bzw. a|x|*sign x+ b, 2=0) und
g(x) = alog x+b (x =0) als stetige streng monotone Ldsungen besitzt, was auch
fiir fixe n=n, in gleicher Gestalt giiltig und bekannt ist.

Damit sind wir zu unserem Ausgangspunkt der quasiarithmetischen Mittel-
werte (1. 1) zuriickgelangt.

Literatur

{11 1. Aczir, O teopun cpeauux, Collog. Math. 4 (1956), 33—355.

[21 J. AczFL. Vorlesungen iiber Funktionalgleichungen und ihre Anwendungen. Basel, Stutizar:
und Berlin, 1961.

[3] J. Aczir, Uber die Begriindung der Additions- und Multiplikationsformeln von bedingten
Wabhrscheinlichkeiten, Publ. Math. Inst. Hung. Acad. Sci. 6 (1961), 111--121.

[4] J. AczirL—Z. Daroczy, Charakterisierung der Entropien positiver Ordnung und der Shan-
nonschen Entropie, Acta Math. Acad. Sci. Hungar. 14 (1963), 95121,

[5]1 J. AcziL—1. FEnyO, On fields of forces in which centres of gravity can be defined, Hungarica
Acta Math. 1 (1946—1949), 53 —60.

[6] T. ANGHELUTA, Sur une équation fonctionnelle, C. R. Acad. Sci. Paris 194 (1932), 420 - 422.

[7] M. BAIRAKTAREVIC, Sur une équation fonctionnelle aux valeurs moyennes, Glasnik Mar.-Fiz.
i Astr. 13 (1958), 243 —248.

[8] A. BALoGH, On the determination of geometric objects with special transformation formulae,
Mathematica Cluj, 1 (24) (1959), 199—219.

[9] E. F. BECKENBACH, A class of mean value functions, Amer. Math. Monthly 57 (1950). 1 —6.

[10] Z. DarOczy, Uber die gemeinsame Charakterisierung der zu den nicht vollstindigen Vertei-
lungen gehorigen Entropien von Shannon und von Rényi, Zeitschrift fiir Wahr-
scheinlichkeitstheorie und verw. Gebiere 1 (1963), 381 —388.

[11] W. EicHHorRN, Losung einer Klasse von Funktionalgleichungssysteme, Arch. Math 14
(1963), 266-270.

[121 B. pe FiNeTT1 Sul concetto di media, Giorn. Ist. Ital. Artuari, 2 (1931), 369 - 396,

[13] M. GHERMANESCU, Sur quelques équations fonctionnelles de M. D. Pompeiu, Bull. Seci. Sci.
Acad. Roum. 26 (1943 1944), 582 585.

[14] G. H. HAarpY—J. E. LittLEwoop —G. PoLyaA, Inequalities, 2nd ed., Cambridge, 1952.

[15] B. Jessen, Uber die Verallgemeinerungen des arithmetischen Mittels, Acta Sci. Math. Szegzed,
5 (1931), 108 —116. ;

[16] B. Jessen, Bemaerkinger om konvekse Funktioner og Uligheder imellem Middelvaerdier I..
Mat. Tidsskrift B (1931), 17—28.

[17] K. K~opp, Neuere Sitze iiber Reihen mit positiven Gliedern. 1., Marh. Z. 30 (1929), 387 —413.

[18] G. MaLTESE, Spectral Representations for Abstract Functional Equations, Amer. Math. Soc.
Notices T (1960), 384.

[19] G. MaALTESE, Spectral Representations for Solutions of Certain Abstract Functional Equations.
Compositio Math. 15 (1962), 1—-22.

[20] M. Nacumo, Uber eine Klasse der Mittelwerte, Jap. J. Math. 7 (1930). 71 -79.

[21] W. OscGoon, Lehrbuch der Funktionentheorie. ., Leipzig, 1907.

[22] D. Powmpeiv, Sur une équation fonctionnelle qui s'introduit dans un probléme de moyenne,
C. R. Acad. Sci. Paris 190 (1930), 1107 —1109.

[23] A. REnyl, On measures of entropy and information, Proceedings of the Fourth Berkeley Sym-
posium on Math. Statistics and Probability 1960. 1. Berkeley, 1961, 547 —361.

[24] A. Renyr, Wahrscheinlichkeitsrechnung. Anhang: Einfiihrung in die Informationstheorie,
Berlin, 1962.

[25] I". H. CakoBuu, DYHKYHOHAJLHLIE YPABHEHMS U5 CYMM OKCHOHEHINAI0B, (unter
Druck).

(Eingegangen am 16. Januar 1953.)



