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Eine allgemeinere Methode in der Theorie
der Funktionalgleichungen, III*

Von E. VINCZE (Miskolc)

Bei den vorigen Funktionalgleichungen (2. 1) und (3. 1), bzw. (4. 1) und (5. 1)
hat der Umstand die Losung wesentlich vereinfacht, daf3 diese Funktionalgleichungen
auch bekannte Funktionen, bzw. nur zwei unbekannte Funktionen enthielten. Einer-
seits muliten wir wenigere Fallunterscheidungen machen, andererseits konnten
wir viele Vereinfachungen durchfiihren.

Jetzt wollen wir weitere Funktionalgleichungen mit mehreren unbekannten
Funktionen und ohne bekannte Funktionen als Anwendungsbeispielen fiir die
vorher schon skizzierte Methode vorfiihren, die aber, unserer Meinung nach, unab-
hédngig von dieser Determinantenmethode auch selbst Interesse haben.

§ 6. Eine Verallgemeinerung der trigonometrischen
und verwandten Funktionalgleichungen

Einein Verglich zu den vorigen ,,wesentlich schwierigere™ Funktionalgleichung ist
(6. 1) F(zy %z;) = G(zy) H(z;) + K(zy) L(z;),
[:1 s =25 & *:2 EQ(): F(:)- G(:]-_ H(:)- K{:}a L(:]: QU _“Q]‘

trotzdem. daB auch diese Gleichung ..nur” fiinf unbekannte Funktionen enthiilt
und zu demselben Type gehort wie z. B. (2. 1). Hierbei ist Q, eine beliebige Abelsche
Gruppe und Q bezeichnet eine Menge der komplexen Zahlen.

Die oben erwiihnte ,,.Schwierigkeit™ ergibt sich daraus, dall die spiter aufzu-
schreibenden, aus Funktionendeterminanten bestehenden Gleichungen keine bekann-
ten Funktionen enthalten.

Die Funktionalgleichung (6. 1) ist eine wichtige gemeinsame Verallgemeinerung
mehrerer gutbekannter Funktionalgleichungen. So enthélt die Gleichung (6. 1)
z.B. im Falle F(z)=G(z)=L(z)=¢(z) und H(z)=K(z)=1 die Cauchysche
Gleichung (2. 2): im Falle F(z)=G(z)=H(z)=y(z) und K(z,) L(z,) =0 die andere
Cauchysche Gleichung (2. 3). Weiter enthilt sie die trigonometrischen und hyper-

* Die vorliegende Arbeit ist eine Fortsetzung der in Publ. Math. Debrecen, 9 (1962), 149 — 163
und 314323 erschienenen Mitteilungen. Die Numerierung der Formeln, Siitzen und Literatur-
angaben ist fortlaufend. Die Hinweise beziehen sich auf die Literaturverzeichnisse der obigen zwei
Artikeln.
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holischen Funktionalgleichungen. z. B.

Si(zy +22) = Si(2)) Cy(z2) + Cy(zy) Si(=2),
bzw.
Ci(zy +23) = Cy(zy) Cy(z3) + Sa(zy) Silz3)

m Falle F(z2)=G(2)=L(2)=S,(z) und H(2)=K(z)=C,(z), bzw. im Falle
F(z2)=G(2)=H(2)=Cy(2) und K(z)=L(z)=S,(z), wobei noch z, %z, =z, + 2,
ist (vgl. auch §§ 4., 5.), usw.

Es sei noch bemerkt, daB wir die Funktionalgleichung

Flu+v) = Gu) H(v) + K(u) L(v)

schon in [18] behandelt haben. Gleichzeitig haben wir dort alle wesentliche Literatur-
angaben beziiglich dieser Gleichung aufgezéhlt (vgl. [5], [8], [11], [15]), [16], [19]).

Jetzt wollen wir diese obengenannte Funktionalgleichung unter schwiicheren
Bedingungen und mit dieser Determinantenmethode wesentlich einfacher behandeln,
und zwar beweisen wir den folgenden

Satz 6. Die allgemeinsten komplexen Lisungen der auf Q, geltenden Funktio-
nalgleichung (6. 1) sind die folgenden Funktionen:

(ey) F(z)=H((z)=L(2)=0,
G(z) und K(z) beliebige komplexe Funktionen;
oder

F(z)=G(z)=L(2)=0,
H(z) und K(z) beliebige komplexe Funktionen;

(e;) F(z) =a,239/(2),
G(z)=a,2,0(2),
H(z) =a,y(2),
K(z) beliebige komplexe Funktion,
L(z)=0;

(e3) F(z) =0,
H(z2)=a,L(2),
K(z) = —a,G(2),
G(z) und L(z) beliebige komplexe Funktionen;

(ey) F(z) = a,03y(2).
H(z) = o o3(2),
L(z) = oy¥(z),
K(z) = o039 (z) — 2,G(2),
G(z) beliebige komplexe Funktion

(es) F(z) = oy, (2) +o395(2).
G(2) = a3t (2) +ag,(2),
H(z) = as¥(2) + aglr,(2),
K(z) = a;y(2) +agy,(2),
L(z) = agiy(2) + 24 o¥2(2),

1316 +11:]0 —= 0. .'14a5+3!329 — 0.
A5 +Aqdtg = Ay, Ay +UAghyg = Uz,
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(e) F(z) = y(2)[ayq(2) + 2],
G(z) = ¢(z)[a3¥(2)+1a]-
H(z) = y(2)[2s9(2) + 6],
K(2) = ¥(2)[a,9(2) +ag],
L(2) = y(2)[oep(2) + 2%y0]
o30s +aq0g = 0, o405 +0ag0io = 5,
A3k +Aq0yg = Uy, Ol4ls+0glyg = &,

wobei ¢ (z) bzw. Y(z), Y,(2). Y1(2) den auf Q. geltenden Funktionalgleichungen

(6.2) Pl(zy %23) = ¢(z)) + @(z,), [vel. (2.2)]

(6. 3) Wiz, %2,) = ¥(z)) ¥(z,), [vel. (2.3)]
(21, 22, 20 %22 € Qo ¢(2), ¥(2), ¥1(2), ¥2(2): Qo ~ Q]

geniigende, sonst aber beliebige komplexe Funktionen bezeichnen undx, (v =1, 2, ..., 10)
beliebige komplexe Konstanten mit den beziiglichen Nebenbedingungen sind. Weitere
Losungen sind auch diejenige Funktionen G(z), H(z), K(z), L(z) und F(z), die aus
den vorigen mit Vertauschung der Funktionen

G(z)«+H(z) und K(z)-+~L(z),
oder

G(2)~K(2) und H(z)-~L(z),
oder

G(z)«=L(2) und K(z2)==H(z2)
entstehen. Es gibt keine andere Losung.

BEMERKUNG. Bei dem folgenden Beweis des ausgeschprochenen Satzes brauchen
wir auch die Losungen der Funktionalgleichungen

(6. 4) Ci(zy % 2;) = Cy(2;) Cylz2)— 5,(2,) 8:(z,), [vel. 4. 1)]
(6. 5) Si(zy ¥23) = S3(zy) Ca(z3) + S5(25) Ca(zy), [vel. (5.1)]
[3: . 23,2y #22€ 045 Cy(2), 8§1(2), §3(2), C3(2): Qo —~ Q]
deren Losungen in den Sitzen 4. und 5. aufgezdhlt wurden (vgl. §4. und §5.).

BEwEls. Vor allem bemerken wir, dafl die Funktionen G(z) und H(z) bzw.
K(z) und L(z), weiter G(z) und K(z) bzw. H(z) und L(z) folglich auch G(z) und
L(z) bzw. K(z) und H(z) wegen der Symmetrie gleichzeitig vertauschbar sind.
Dadurch kénnen wir auf Grund eines Losungssystems weitere drei Losungssysteme
angeben. Diese Bemerkung wird auch die Lésung wesentlich vereinfachen.

Wir setzen voraus, daBB mindestens zwei nicht identisch konstante Funktionen
von G(z), H(z), K(z). L(z) existieren. Gegenfalls, wie man gleich sieht, sind samt-
liche Funktionen in (6. 1) konstant. Die Ldsungssysteme (e, —e,) enthalten auch
diese Fiille.

D 13
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Vertauschen wir in (6. 1) die Verdnderlichen z, und z,, dann folgt

i G(zy) H(z;) + K(zy) L(z,) = G(z;) H(zy) + K(z;) L(zy),

(6. 6) A(G, H)+A(K, L) = 0.
»Erweitern” wir diese Gleichung mit L, dann ergibt sich die Gleichung
A(G,H,L)+A(K,L,L) = A(G,H, L) =0,

die nur in den folgenden Fiillen erfiillt ist:

A.
6.7) L(z)=0,

B.
(6.8) H(z)=p, L(2), '

s ‘ (B1, B> =konst.).
(6.9) G(2) = p1H(2)+ B, L(2)/

A. Im Falle (6. 7) bekommen wir aus (6. 1) die Pexidersche Gleichung (vgl.
die FuBnote 1 des I. Teiles dieser Notenfolge)

(6. 10) F(zy %2,) = G(zy) H(z,).
Wie bekannt, sind die Losungen dieser Gleichung die folgenden Funktionen:
A.1. F(z)=H(z)=0, G(z2) eine beliehige komplexe Funktion;
A.2. F(z2)=G(2)=0, H(z) eine beliebige komplexe Funktion;
A.3. F@Q)=p7Y(2), G2)=p7¥(2), HE) =y (2) (By, vy =konst.);
wobei (z) der Gleichung (6. 3) geniigt.
A.1.—A.2. Die Fille F(z)=H(z)=L(z)=0 und F(z2)=G(z2)=L(z)=0

liefern eben (e,).
Im folgenden schlieBen wir diese trivialen Fille aus.

A. 3. Die Funktionen A. 3. geniigen der Gleichung (6. 1), wobei noch L(z)=0
und K(z) beliebige komplexe Funktionen sind. Dieses Ldsungssystem ist eben
(52)-

Damit ist der Fall A. erledigt, und da die Lésungen (e,) und (e,), wegen dem
erwihnten Rollenwelchsel, alle die Fille enthalten, wo mindestens eine der Funktio-
nen G(z), H(z), K(z), L(z) identisch Null ist, konnen wir des weiteren voraussetzen.
daB keine dieser Funktionen identisch verschwindet,

B. Setzen wir nun die Funktion (6. 8) in (6. 6) ein, dann ergibt sich
(6. 11) A(G, B, L)+ A(K, L) = A(B,G, L)+ A(K, L) = A(f,G+K, L) = 0.
Wir konnen hier den Fall L(z)=0 schon auBer acht lassen, also folgt

(6. 12) p,G(2)+ K(z) = B,L(2), (B, = konst.).
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Aus (6. 1), (6.8) und (6. 12) erhalten wir die Pexidersche Gleichung

(6. 13) F(zy %23) = B2L(z4) L(z,),
wo wir wieder die Fille

B. 3. B, =0

und

B. 2. f, =0

unterscheiden.

B. 1. Wenn in (6. 13) f#, =0 ist, dann folgt F(z)=0. Weiter ist L(z) eine belie-
bige komplexe Funktion und aus (6. 12) bzw. (6. 8) folgen

K(z) = —p,G(z2), H(z)=p,L(2),
wobei auch die Funktion G(z) beliebig ist. Dieses Ldsungssystem ist eben (e;).
B. 2. Es sei jetzt in (6. 13) f, #0. Dann erhalten wir (vgl. [20]) die Lsungen
F(2)=PB2730(2), L(2)=739(2), (73 =konst.).
wobei /(z) der Gleichung (6. 3) geniigt. Wegen (6. 8) ist
H(z)=fy739(2)

K(z) = Boy3¥(2) = B,G(2),

wo G(z) schon beliebig ist. Dieses Losungssystem ist tatsidchlich (e,).

Damit ist der Fall B. schon erledigt und des weiteren setzen wir voraus, daf
H(z)# BL(z) ist.

C. Wir konnen uns dariiber leicht iiberzeugen, dall die Ldsungen (es) und
(e¢) die Gleichung (6. 1) nur mit den aufgeschriebenen Nebenbedingungen erfiillen.
vorausgesetzt, daBl die Funktionen ¥,(z) und ¥,(z), bzw. ¥(z) und Y(z)¢(z) von-
einander linear abhingig!) sind. Darum wollen wir nur so viel zeigen, dal simtliche
aus (6.9) herrithrenden Losungen lineare Kombinationen der Funktionen ,(z)
und V,(z), oder Y (z) und ¥ (z) ¢(z) sind, wo ¢(z) bzw. (z), ¥4(z), ¥,(z) die Funktio-
nalgleichungen (6. 2) bzw. (6. 3) befriedigen.

Setzen wir also (6.9) in (6. 6) ein, dann bekommen wir

AP H+B,L, HY+A(K, L) = A(B,L, H)+ A(K, L) =
= A(—p,H,L)+A(K,L) = A(K—-p,H, L) = 0.
Da L(z)#0 ist, folgt daraus
(6. 14) K(z2)—pB,H(2) = B5L(2), (p5 = konst.).

und aus (6. 12) folgt

') Wenn die Funktionen y,(z) und y2(z), bzw. (z) und p(z)p(z) in der Losung (es) bzw.
(es) voneinander linear abhéiingig sind, d. h. mindestens eine der Gleichungen y:(2) =0, p2(2)=0,
pi(2)=pa(2) bzw. ¢(2)=0. p(2)=0 erfiillt ist, gilt auch die Gleichung H(z)=L(z). was wir aber
schon ausgeschlossen haben; die Losungen (es) und (es) befriedigen aber natiirlich auch in diesem
Fall die Funktionalgleichung (6. 1).
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Mit (6.9) und (6. 14) ergibt sich aus (6. 1)
(6. 15) F(zy %2;) = [BiH(z)) + By L(z))]| H(z,) + [B2H(zy) + B3L(z))] L(z3).
Jetzt konnen wir auf Grund von (6. 15) schreiben:
F(zy %{ %z5) =
= [B1H(zy %) + B2 L(zy ¥ D) H(z) + [B2H(zy %) + P3L(zy % )] L(zy) =
= [BiH(z\) + BL(z)]H(zy % O) +[B2H(zy) + B3 L(zy)] L(z, % ).
also ist
6.16) { Al H(zy * (), ﬁ.H(Zg)+ﬁzL(:;)]-r-
+A[L(zy %), BH(z3) + B3L(z;)] = 0.
L. Erweitern”™ wir diese Gleichung mit L(z), dann folgt
A[H(zy %), B1H(z3) + B2L(2,), L(z3)] +
+A[L(zy %), B2H(z23) + B3 L(z3), L(z3)] =
=A[B,H(z, %0), H(z,), L(z3)] + A[B,L(z, *{), H(z,), L(z3)] =
:A[ﬁ1H(3| #*0) +BaL(z, %), H(zy), L(z3)] = 0.

Die Fille L(z)=0 und H(z)=pL(z), die schon frither ausgeschlossen wurden,
konnen wir auBler acht lassen. Darum ist

(6.17) BiH(zy % 25) + ByLl(zy % 2;) = M (2) H(z;) + My(z,) L(z,).

Wegen der Symmetrie der linken Seite konnen wir auf der iiblichen Weise die
Gleichung

aufschreiben. Wenn wir jetzt diese noch mit L ,.erweitern™, ergibt sich
A(M,,H,L) = 0.
Da L(z)#0 und H(z)z fL(z) sind, folgt
(6. 19) M,(z) = ByH(z) + fsL(2), (B4, Bs =konst.).
Setzen wir jetzt dies in (6. 18) ein, so ist
ABH+BsL, H)+A(My, L) = A(BsL, H)+A(M,, L) =
= A(—-BsH,L)+A(M,, L) = AM,—p:H, L) = 0.
‘Wegen L(z)#0 erhalten wir
(6. 20) M,(z) — fsH(z) = BsLA(2), (B¢ = konst.).
Aus (6. 19), (6.20) und (6. 17) ergibt sich

{ BiH(zy % z;)+ B L(zy % 2,) =

(6.21) = B H (=) + Bs Lz H (z2) - [Bs H(zp) + Be LEDIL(25).
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Jetzt beweisen wir, dall man diese Gleichung auch bei beliebigen Konstanten
By, ...n B in eine der Gestalten

(6.22) {fﬂH(:: #2,)+ B L(zy % 2;) = 0} [BH(z,) + B, L(z,)][B,H(z,) +
e B L))~ [0 H () + 85 L(E)NI6 H () + 85 L(=))

| 6.23) {ﬁtH(zl #23) 4+ By L(zy ¥ 23) = [BH(z)+ B, L(z)][04 H(z,) +
o +0s L(z)] + [ H(z) + B L(z)][04 H(zy) + 5 L(zy)]
umschreiben kann. Zu diesem Zweck vergleichen wir die Gleichungen (6. 21) und
(6. 22) bzw. (6. 21) und (6. 23), dabei wird auch die vorausgesetzte lineare Unab-
hingigkeit der Funktionen H(z) und L(z) ausgeniitzt.
Wir betrachten zuerst die Gleichungen (6.21) und (6. 22). Wie ersichtlich,
wenn das Gleichungssystem
\15252 03 = B,
(6.24) BiB20t 0,05 = fs,
(p201— 63 = B,
auch bei beliebigen Konstanten f,, f,, s, fis, fs beziiglich den Unbekannten

0y, 0,, 05 auflosbar ist, dann konnen wir die Gleichung (6. 21) auch in der Form
(6. 22) aufschreiben. Aus dem vorigen Gleichungssystem ergibt sich

(Bs—B1B207)* = 0303 = (Bs— 10D (Bs — P307),
‘sﬂﬂ%ﬁﬁ +ﬂ§ﬁ4_zﬂlﬁzﬂ5) = B4Bs— ﬁ§
Wenn
(6.25) BiBe+ B3Bs—2B,B2Ps = 0O

ist, dann ist auch das Gleichungssystem (6.24) beziiglich é,, d,, 03 nicht-tri-
vialerweise (|d,|+ 0,/ + |03 =0) auflésbar. Wenn aber &, =0, =40,=:0 ist, ergibt
sich auch fB,=pf;=p,=0, d.h. laut (6. 21) wiren die Funktionen H(z) und L(z)
voneinander Linear abhingig. Dieser Fall ist aber schon erledigt. Bei dem Glei-
chungssystem (6.24) beschridnken wir uns nur auf einziges LOsungssystem.

Jetzt zeigen wir, daB man die Gleichung (6. 21) eben in die Form (6. 23) schreiben
kann. wenn (6. 25) nicht erfiillt ist. Auf Grund von (6. 21) und (6. 23) bekommen
wir das Gleichungssystem

‘ 7ﬁ1 54 i ﬁu
(6. 26) 28,85 = f.
fﬁ,a +B,0s = Bs.

Wir sehen, dall dieses Gleichungssystem nur dann erfiillt ist. wenn eben
2B, B2Bs = BiBe+PB3B4
ist. Nach (6. 26) ist ndmlich
201B2Bs = 2B B2 (P10, + 105) = lff'zf}:‘is —ﬂ%-fﬁ{fﬂh = ﬁfﬁh "'ﬁ%ﬁa-
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Bei der Losung von (6. 26) kénnen wir den Fall #, =, =0 auBer acht lassen:
wenn namlich f#, =f, =0 ist, folgt aus (6. 15)
F(z; %2z,) = B3L(z,) L(z,).

Diesen Fall haben wir aber in (e;) und (e,) behandelt [vgl. (6. 13)]. Das Gleichungs-
system (6. 26) ist im Falle
Byl + 12| =0

auflosbar, womit es bewiesen ist, dall man die Gleichung (6. 21) in eine der Gestalten
(6. 22) und (6. 23) umschreiben kann.
Jetzt betrachten wir die Gleichung (6.22). Wenn J, =3, =03,=0 ist, folgt

B, H(z) = —B,L(z), aber diesen Fall haben wir schon ausgeschlossen. Es sei jetzt
in (6.22) d, =0, oder é,=0d;=0, dann folgt aus (6. 22)
(6. 27) BiH(2)+ B,L(2) = ywW,(2) (y =konst.).

Hier unterscheiden wir zwei Unterfille: f, #0 und f, =0.
Wenn f, #0 ist, erhalten wir nach den Formeln (6. 1), (6. 9) und (6. 14) die
Pexidersche Funktionalgleichung

F(zy % z;)— ﬁ: 'J’ (z1%2)) = (ﬁa gz)L{-ﬂL(--)-
Es sei hier f,— p3/B, #0. Dann folgen die Losungen

L(z) =d,(2), (0 =0, konst.),
F(z) = ;—:;bl(:)-r (52([33—!;—?)%3(:}.

Das bedeutet aber laut (6. 27), daB

}' B)(i
H(z) = — I)——— ¥,z
(2) lﬁl%() B, ¥a(2)
ist. SchlieBlich gelten auch
. P30
K(z) = Eﬁz—{lh(:)'?‘(ﬁg;b—-lh )!#1( )
G(2) = y¢,(2)

laut (6. 14) bzw. (6.9). Diese Losungen haben tatsichlich die Form (es). womit
auch dieser Fall erledigt ist.

Falls 85— B3/, = O ist, erhalten wir einerseits die Ldsung F(z)=y%(z)/f,,
andererseits aus (6. 14), (6.27) und (6. 9) die Formel

B2y Ba
2 { Ak

die zu (6. 8) analog ist. Wegen der erwiihnten Symmetrie enthilt (e;) auch diesen
Fall.

Es sei jetzt in (6.27) B, =0. Da f,#0 nach der Ungleichung |f,|+ f,|=0
besteht, bekommen wir auf Grund der Formeln (6. 1), (6.9), (6. 27) und (6. 14)

X A

2
K =pg,H@ER+2L(2) = V() =
1
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die Funktionalgleichung

2
Fey v 22) = phEHE) + 1 GG+ 0 @) ),
2
die wir wegen Y(z,) ¥(z,) #0, was aus der Gruppeneigenschaft von Q, folgt,
in eine Pexidersche Gleichung umschreiben kénnen:

F(zl*:z)__ﬁs}'z =y H(zl)+}' H(z,)
Yz xz) B3 Wz " Y(z)
Daraus folgt, daB die Funktionen H(z) und F(z), und laut der Formeln (6. 27),
(6.9) bzw. (6. 14) auch die Funktionen L(z), G(z) bzw. K(z) je eine lineare Kom-
bination der Funktionen ¥ (z) und ¥(z) ¢(z) sind, d. h. die vorliegenden Funktionen
haben tatsdchlich die Form (e).
Im weiteren kdnnen wir den Fall (6. 27) auBer acht lassen.
Es seien jetzt in (6. 22) é, #0 und [d,| +|d;| =0 und wir fithren die folgenden
Bezeichnungen ein:

S,(2) ﬂ'él[ﬁz H(z)+05L(2)] £ 0,
C, (:)g_e_r(j%[ﬂl H(z)+ p, L(2)].

Damit geht (6. 22) in (6. 4) iiber.
Wenn die Determinante
[0,0, 0,0,
5“}1 5fﬂzl
verschwindet, dann miissen auch die Funktionen S,(z) und C,(z) voneinander
linear abhiingig sein. Diesen Fall, woraus die Gleichung (6. 27) folgt, kénnen wir
auBer acht lassen. Falls aber die Determinante (6.28) von Null verschieden ist,
sind die Funktionen H(z) und L(z), und wegen (6. 9) und (6. 14) auch die Funktionen
G(z) und K(z) lineare Kombinationen der voreinander linear unabhingigen Funk-
tionen S;(z) und C,(z). Weiter sehen wir aus (6. 15), daBl auch die Funktion F(z)
eine lineare Kombination von S,(z) und C,(z) ist, was nach den Substitutionen
s, =z und z, =z,, wobei z % z,==z fiir alle Elemente = der Gruppe Q, gilt, sofort
folgt. Da aber die der Funktionalgleichung (6. 4) geniigenden Funktionen S,(z)
und C,(z) nach dem Satz 4. lineare Kombinationen der voneinander linear unab-
hiingigen Funktionen ¥ (z) und y,(z), oder ¥(z) und ¥(z) ¢(z) sind?), wobei ¢(z)
bzw. W(z), ¥,(z) und ¥,(z) den Cauchyschen Funktionalgleichungen (6. 2) bzw.
(6. 3) gentigen, sind auch die Funktionen F(z), G(z), H(z), K(z) und L(z) lineare
Kombinationen derselben Funktionen, d. h.

F(2) = ay¥(2) + o4 5(2),
G(2) = a3P,(2) +ag¥a(2),
(6.29) \ H(z) = asy,(2) +agr(2),
K(z) = aqf,(2) + ag,(2),
L(z) = ag¥(2) + 2y o¥1(2),

(6.28) D=

=) Wegen der linearen Unabhiingigkeit der Funktionen S:(z) und C;(z) miissen die Funktio-
nen ii(z) und pa(z) bzw. ¢(z) und p(z) die Ungleichungen y,(2)=0, p2(2)=0, p:(2) = ya(2)
bzw. ¢(z)=0. p(2) =0 befriediegen. Das folgt aus dem Satz 4. sofort.
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oder
F(2) = y(@)[o,9(2) +a,].
lG (2) = Y (@) a3q(2) +a4].
(6.30) H(z) = Y (2)[asq(2) + ).

K(z ) = Y (@)[279(2) +ag],
L(z) = ‘f’(f)[%(l(z)'fim]

sind. Wenn wir jetzt diese Losungen in (6. 1) einsetzen und auch die schon erwihnte
lineare Unabhingigkeit der Funktionen y,(z) und ,(z) bzw. y(z) und ¥(z) ¢(z)
ausniitzen, erhalten wir tatséchlich (es) bzw. (e,) und fiir die Konstanten =, x,,
.. %y die im Satz 6. aufgeschriebenen Einschrinkungen.
SchlieBlich betrachten wir die Gleichung (6. 23). Den Fall 6, =ds =0 konnen
wir auBer acht lassen, weil sonst B,H(z)+ f,L(z)=0 wire, was wir aber schon
im vorigen ausgeschlossen haben. Es sei also

104/ 40, =0,
und wir fiihren die folgenden Bezeichnungen ein:
S,(2) 9B H(2)+ B, L(2) Z 0,
C,(2) 46, H(z) + 65 L(2),

womit (6. 23) tatsidchlich in (6. 5) iibergeht.
Falls die Determinante

By B2
(6. 31) 2=|5, 3,
verschwindet, dann sind die Funktionen S,(z) und C,(z) voneinander linear ab-
hédngig; woraus wieder die Gleichung (6. 27) folgt: diesen Fall kénnen wir aber
auBer acht lassen. Wenn aber die Determinante (6. 31) von Null verschieden ist,
sind die Funktionen H(z) und L(z), wegen (6.9) und (6. 14) auch die Funktionen
G(z) und K(z) lineare Kombinationen von S,(z) und C,(z). Ahnlich wie im vorigen
folgt aus (6. 15), daB auch F(z) von den Funktionen S,(z) und C,(z) linear abhingt.
Da die der Funkttonalglelchung (6. 5) geniigenden Funktionen S,(z) und C,(2)
nach dem Satz 5. je eine lineare Kombination der voneinander linear unabhiingigen
Funktionen y(z) und ¢,(z), oder ¥(z) und ¥(z) ¢(z) sind?®), wobei ¢(z) bzw.
Y(z), Y4(z) und yY,(z) den Cauchyschen Funktionalgleichungen (6.2) bzw. (6. 3)
geniigen, haben auch die Funktionen F(z), G(z), H(z), K(z) und L(z) die Formen
(6. 29) oder (6. 30). Die Konstanten «,, o,, ..., 2;, miissen natiirlich wieder den
aufgeschriebenen Gleichungen geniigen.

Damit ist der Satz 6. vollstindig bewiesen.

*) Die FubBnote 2) ist auch hier sinngemdl giiltig.
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§ 7. Eine weitere spezielle Funktionalgleichung

In den folgenden Paragraphen brauchen wir auch die Lésungen der Funktional-
gleichung

(7. 1) F(zy %z;) = G(z4) H(z;) + K(z,),
[z1. 22, 2y %22 € Qo3 F(2), G(2), H(2), K(2): Q5 — Q]

die auch ein Spezialfall der Gleichung (2. 1) ist. Trotzdem kénnen wir die Losungen
der vorliegenden Gleichung einfacher bekommen, wenn wir sie wieder losen. als
wenn wir die Lésungen von (2. 1) spezialisieren wollten. Ndmlich sind diese Speziali-
sierungen wegen der groBen Anzahl der Fallunterscheidungen wesentlich kompli-
zierter. Auch unsere Voraussetzungen sind etwas schwicher; Q6 ist eine beliebige
Abelsche Halbgruppe aber mit der speziellen Eigenschaft: Qo besitzt auch ein festes
Element a, fiir das die Gleichung a %z = ( auch bei beliebigem { (mindestens) eine
Losung hat.

Beziiglich der Funktionalgleichung (7. 1) weisen wir noch auch auf die Arbeiten
[1] (vgl. §. 3. 1. 3.), [2], [4] und [7] hin, die diese Gleichung bzw. deren Verallgemeine-
rungen unter anderen (etwas stidrkeren) Bedingungen behandeln.

Es gilt der

Satz 7. Die allgemeinsten komplexen Losungen der auf Qg geltenden Funk-
tionalgleichung (7. 1) sind die folgenden Funktionen:

(f,) F(z)=a,,
G(z) beliebige komplexe Funktion,
H(z)=a,,

K(:) 111 —ﬂzG(:):

(f,) F(z) = a,[¢(2) +2a,] + =5,

G(z) = a,,

H(z) = ¢(2)+a,,

K(z) = ay9p(2) + a0, + 035
(f3) F(2) = oy03y(2) + 23,

G(z) = a0 (2),

H(z) = 2,9(2) — 2y,

K(2) = aya,a,0(2) +a5;

wobei ¢(z) und \(z) beliebige, den Cauchyschen Funktionalgleichungen*) (2.2) und
(2. 3) geniigende komplexe Funktionen bezeichnen und «,, o, %5, x4 beliebige komplexe
Konstanten sind. Es gibt keine andere Lésung.

Beweis. Auf der bekannten Weise folgt aus (7. 1) die Gleichung
(7. 2) A(G, H)+4(K, 1) =0,
die wir noch mit 1 ,erweitern’:

4(G, H, 1)=0.

4) Die Funktionalgleichungen (2.2) und (2.3) haben dieselben Formen wie (6.2) und (6.3).
aber sie sind auf Q] giiltig (vgl. § 2.).
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Diese Gleichung besteht nur in den Fillen
A. H(z) = u«,,
B. G(z) = B,H(2) + B,
A. Falls H(z)=x, ist, ergibt sich aus (7. 2)
A(G, %) +4(K, 1) = A(2,G+K, 1) = 0,

woraus K(z)+o,G(z)=a,; (x; =konst.) folgt. Damit geht die Gleichung (7.1) in
F(zy % z,) =a, liber, also ist auch F(z) identisch konstant, was eben aus der speziellen
Eigenschaft der Halbgruppe Q; folgt. Das ist eben das Losungssystem (f,), womit
der Fall A. erledigt ist.

B. Wenn G(z) = f,H(z)+ B, besteht, erhalten wir aus (7. 2)
AB,H+B,, H)+4(K, 1) = A(K-$,H,1) = 0.
Daraus ergibt sich K(z)—f,H(z)=p, (f;=Kkonst.), womit die Gleichung (7. 1) in
(1.3) F(zy %z,) = [BH(zy)+ B, H(zy) + B H(z,) + By
tibergeht. Jetzt gibt es zwei Unterfille.

} (%3, By. P2 =konst.).

B. 1. Wenn in (7. 3) f,=0 ist, dann erhalten wir aus (7. 3) die Pexidersche
Gleichung
Flzy %z,) = BiH(zy) + B H(zy) + By,

deren Losungen (vgl. [20])
F(z) = Bile(@)+22,]+ B3, H(2) = ¢(2)+ 2, (%, = konst.)

sind, wobei ¢(z) der Cauchyschen Gleichung (2. 2) geniigt. Mit den Bezeichnungen
B, =u,, f3 =, ist das eben das Losungsysstem (f,).

B. 2. Es sei jetzt in (7.3) f,#0. Dann ergibt sich die andere Pexidersche
Funktionalgleichung

BaF(zy % z,)+ BT — B2y = [I”zH{ZH+f;1][l;2H(:2)+lj1]~
die die Losungen
i sl B = o B
F(z) = B3y () +By—7, H(2) = aau(z)—
B B2
besitzt (vgl. [20]), wobei ¥(z) der Cauchyschen Gleichung (2. 3) geniigt. Daraus
folgen

(2, = konst.)

B2
Mit den Bezeichnungen f, =a,, s — f1/f, =5, B1/f> = x4 ist das eben das Losungs-
system (f5).

Damit ist auch der Satz 7. vollstindig bewiesen.

G(2) = royY(2), K(2) = Py (2)+f;5—

(Eingegangen am 31. Januar 1963.)



