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Das Dinische Integral und die Frage der Konvergenz
des Fourierschen Integrals

Von JOSEF MATUSU (Prag)

1. In diesem Artikel werden speziell die zwei nachstehend angefiihrten Integrale
betrachtet:

d
M D(1) = [ i@i.’.tl&i:i!ﬂ .

4=

(2) F(r) = ;l:_[ (/‘f(.\')cosy(.\-—r)dx)dy.

In(1)ist 0 =d- + =, B€ E, und das Integral wird im weiteren als Dinisches Integral
der Funktion f(im Punkte 7 € E,) bezeichnet. Das Integral in (2) ist das wohlbekannte
Fouriersche Integral der Funktion f (im Punkte r€ E,).

Das Integral (2) konvergiert (wie ein Lebesguesches oder wie ein uneigentliches
Integral) dann und nur dann, wenn lim F(r) mit

A=+ o=

A

(3) Fu(1) = l / ( f(x)cosy (.\'—I]d.\')a{v O<A<+)
0 -

als endlicher Grenzwert existiert, worauf dann F(r)= lim F (7). Ohne es immer

A= 4o

anzufiihren wollen wir an dieser Stelle vereinbaren, dall mit A eine stetige Variable
bezeichnet wird, deren Werte endlich und positiv sind.

Um die Konvergenz des Integrals (3) zu garantieren, wird es notwendig sein,
die Funktion f gewissen Einschrinkungen zu unterwerfen. Wir begniigen uns im
weiteren mit den folgenden zwei Fillen. Fall 1: f ist summierbar im Intervall
(—e=. +=), d. h, feL(—=, +=). Fall 1I: feL(—h,h) fiir jedes he(0, + =)
ferner gilt lim f(r) =0 und es existiert eine endliche und positive Zahl h,, so daB}

1+ +e

/in den beiden Intervallen ( — ==, —hg) und (hy, + =) von beschrénkter Variation
ist. Gilt fur fder Fall I, so ist das innere sowie auch das duBere Integral in (3) ein
konvergentes Lebesguesches Integral. Wenn aber fiir f der Fall Il in Frage kommt,
so konvergieren beide von diesen Integralen mindestens im verallgemeinerten Sinne,
d. h. als uneigentliche Integrale (deren Singularitdten héchstens mit ihren Integrations-
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grenzen zusammenfallen) nicht absolut. KurzgefaBt wird ein jedes solches Integral
im weiteren als ein konvergentes verallgemeinertes Integral bezeichnet. Wenn also
fir /der Fall I bzw. II gilt, so ist das Integral (3) immer konvergent (entweder wie
ein Lebesguesches oder wie ein verallgemeinertes Integral). Sein Wert ist in beiden
Féllen

smA\

@)  F,(1) = [f( 1+ )s'“"” f[f(:ﬂnﬂr- DB

Auch die Integrale in (4) sind eventuell konvergente verallgemeinerte Integrale.

Fiir / soll nun entweder Fall I oder Fall Il gelten. Es sei 1€ E, und der zuge-
horige Funktionswert f(7) endlich. Konvergiert dann das Integral (1) fiir B=/(1)
wie ein Lebesguesches, so konvergiert auch das Integral (2) und sein Wert ist gleich
f(1). Diese Tatsache ist allgemein bekannt und ihr Beweis bietet keine wesentlichen
Schwierigkeiten. Fiir die weiteren Ausfilhrungen wird es notwendig sein, diesen
Beweis hier in Kiirze zu streifen. Wird

(5) Fult, d) = [ LAt + X) + £t — X)) 5‘“-'“
gesetzt, so folgt
d

(6) Falt, d)—f(1) > f L

n X

0

[U(f+\]+f{!+\)JSInA‘d — (1) __/ smA\d.\ s
0
f(f - X) +f(1—x) = 2f(1) .

X

Auf Grund der obigen Voraussetzung iiber das Dinische Integral folgt dann aus
(6) bei Beniitzung des bekannten Riemann-—Lebesgueschen Lemmas

d

(7) lim (FAU, D12 [""A‘d. ) =
= - n - .\.'
o0
Da weiter
(8) lim (F (1)~ F,(1,d)) = 0,
A= o

so folgt schlieBlich aus (7), (8)
d

9) lim Fo(t) = F(r) = f(:)— lim / 5‘":”4.\- = f(1).

A= 4o A= 4=
0
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Fiir f soll wieder entweder Fall I oder Fall II gelten. Wieder sei 7€ E, und der
zugehorige Funktionswert f(#) endlich. Ist dann das Dinische Integral (1) fur B =/f(r)
ein konvergentes verallgemeinertes Integral (mit der ,,unangenehmen” Integrations-
grenze Null), das aber kein Lebesguesches ist, so fragt es sich, ob auch in einem
solchen Falle das Fouriersche Integral (2) der Funktion /' im Punkte 7€ E, immer
konvergiert. Im Abschnitt 3 wird im Gegensatz dazu gezeigt. daB dann das
Fouriersche Integral divergieren kann.

2. Wir beginnen mit folgendem

Lemma. Die Funktion g sei im Intervall (a, b)(— ==a=b= + =) mefbar,

beschrdnkt, nicht negativ und nicht abnehmend. Ferner sei f¢ L(a’, b) fiir jedes a’ € (a, b)
b b

a

und [fl!)dt ein konvergentes verallgemeinertes Integral. Es ist dann fﬂ 1) g(t)dt

auch ein konvergentes verallgemeinertes Integral.

Bewris. Fir a=a" =a” =b gilt

A

c=a").

(10) [rwgwan| = g@y- [rod @

In (10) ist g(a”) kleiner als eine gewisse Konstante und das Integral rechts hat fol-
gende Eigenschaft: Fir jedes & =0 existiert ein C€(a, b), so daB fir a=c=a"=C

die Ungleichung | fj’(l)dri < ¢ gilt. Auf Grund des Bolzano—Cauchyschen allgemeinen
b

Konvergenzprinzips folgt dann die Giiltigkeit des angefithrten Lemmas.

Es sei nun z. B. 0 =g =b =+ ==, Wir setzen g(t) =sin Ar fiir 1€(0, b). Die Funk-
tion f soll alle im Lemma angefiihrten Voraussetzungen erfiillen. Im Intervall (0, b) ist
¢ nicht negativ und nicht abnehmend bzw. so beschaffen, dall mindestens eine von
diesen Voraussetzungen nicht erfiillt ist (immer ist g aber beschrinkt). Gilt das

b

erste. so folgt auf Grund des bewiesenen Lemmas, daB das Integral _]f{r) sin Atdt
0

ein konvergentes verallgemeinertes Integral ist. Andernfalls ist g nicht negativ und
nicht abnehmend im Intervall (0, 7/4), wobei T die primitive Periode der Funktion

T/4
g bedeutet. Gewill ist auch ff{'!)d{ ein konvergentes verallgemeinertes Integral,
0 T4

so daB auf Grund des Lemmas auch das Imegralﬁ[f(r) sin Azdr im verallgemeinerten
Sinne konvergiert. SchlieBlich ist fg€ L(T/4,b). Damit ist die Konvergenz des
]

verallgemeinerten Integrals _lf(r) sin Atdr auch in diesem Falle gesichert.
o

Nach dem Riemann-— Lebesgueschen Lemma gilt

]
(1 lim [f(r)sinArdr:O
a

A=t e
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immer dann, wenn f€ L(0, b). Wir wollen nun annehmen, daB /4 L(0, b), aber das
]

Integral ff(r)dr (mit der ,,unangenchmen™ unteren Integrationsgrenze) soll wie
0

ein verallgemeinertes Integral konvergieren. Es fragt sich, ob auch in einem solchen
Falle die Gleichung (11) gilt. Das folgende Beispiel wird uns das Gegenteil zeigen.

Beispiel 1. Es sei d, = 4n/(n—1)! (n=1,2,...). Ferner sei s, = 4ne—
— 3d; = 4ne—w, (n=0,1, ..., also so=4ne, wy=0). Im Intervall {s,,s,-,)
=1

sei f(r) = (n—1)!sin [n!(4ne—1)] (n=1,2,...). Esist f(s,) = (n—1)!sin(n'w,) =
= (n—1)!sin [n!{4mn/(n—1)!}] = 0, m ganzzahlig. Da auch f(sy)=/(4ne)=0,
so ist f(s,) =0 (n=0, 1, ...). Somit ist / stetig im Intervall (0, 4me) (es ist nimlich
lim s, = 4ne—w. = 4ne—4n(l +1/1!+1/2! + ...) = 4ne —4ne =0).

= 4o 4xne

Wir setzen G(r)= ff(x)d.\'. 0<r=4ne. Fiir ein gewisses n sei 5, <71=s5,_,

(bei fest gewihltem 7). Es ist dann fiir k=1, 2, ...

Sk=1 Skt

[ fwyde = [ (k—1)tsin k! (4re— ) dr =
dae -5, .
= f (k—-l)!sin(k!x)dx:[_;cos{k!.\')I -
dre—S -1 ek

1 ) : - S P L ol
" [cos (k!wy_,)—cos (k! w)] = k sin ?(u'k-l—wk_l) sin 7(11',‘—11',.,,} =

v 2N [ 2 A3 el -
= sin I:-?(u'k-i— wk_,):l sm(? dk) = ),

so dab
4re Sk =1 Sn-1 Sn-1
n-1
G (1) :ff(x)dx =z f +[ = f fx)dx =
k=1 - .
= [ (n—1)!sin[n! (4ze — x) dx =
dne—1
] dne—1
= [ (n—l)!sin(n!y)dy::l:—ncos(n!y}:l =
dnes s, S
= %[cos(n! W,_1)—cos {n! (dme —1)}]
und

2
(12) |G(r)|§;.
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Damit ist gezeigt, daB3
(13) lim G(r)=0.

t—0+
4ne

Das verallgemeinerte Integral f f(t)dt ist also konvergent und sein Wert ist gleich

0
Null. Es wird sich zeigen, daB dieses Integral kein Lebesguesches ist.
Ist n=3, so folgt auf Grund der bekannten Restabschitzung der Reihe fir
die Zahl e, daB
= = 4n

(14) Wa—Wy = 2 a= =

i=n+1 i=n l!

£%:.9 1 5 4n
= 4n[e—(1+ TRETE "'+(,,_1)!)] T (r=Dm-D!"

3n
Wir betrachten weiter das Integral f f(1)sin (Vn! 1)dt, n=0, wobei V entweder
0

1 oder 1/2 ist. Es sei ¢€(0,s,). Im Intervall (¢, s,) kann die partielle Integration
angewandt werden:

Sn

(15) ff(:) sin (Va! ) dt = [~ G () sin (Vn! r)]:"+fc(:) Vn! cos (Vn! 1) dt.

Wir haben bewiesen (sieche Lemma), da3 das verallgemeinerte Integral f f()ysin(Vn't)dt
0

konvergiert. Es existiert somit der endliche Grenzwert lim f f(7) sin (Vn! t)dt =

=04 ¢

=ff(r) sin (Vn! 1)dr. Da aber auch der Grenzwert lim [ —G(¢)sin(Va!)]:" =
0

c=+0+

= —G(s,) sin (Vn!s,) endlich ist (siche (13)), so folgt aus (15), daB auch

S,

(1) Vn! cos (Vn! 1)dt ein konvergentes verallgemeinertes Integral ist, und daB

0
(16) [ sin(Vali)di = —G(s,) sin (V! s,)+ [ G(t) V' cos (Vn! 1) di
0 0

gilt. Wir setzen
(17) I, = —G(s,) sin (Vn!s,),

(18) J,= [ Gy Vncos (V1) dt.
]
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Es ist |,/ =G(s,)|: da aber lims,=0%, so folgt aus dieser Ungleichung und aus
(13)- daB aUCh At 4=

(19) lim /,=0
n— + =
gilt.
Ist c€(0,s,), so ist f G(t)Vn!cos (Vn! t)dt ein konvergentes Lebesguesches
Integral. Aus (12) folgt |G(1)|=2/(n+ 1) fir 1€(s,,, s,). Diese Ungleichung bleibt

gewill auch fiir alle 7¢€(c, s,) erhalten. Es wird somit

Sn | ;
{20) ‘ [G(l) Vn!cos(Vn!r)er = %ﬂ-t'-(s,,—-t').
. | T

Fiir n=3 folgt dann durch Grenziibergang aus (20) (bei Beniitzung von (14))

Sn

] !
421} KWL= | lim [G(l) Vn!cos(Vn!t]d!‘ = Ll 3, = 2Vn'{4r:e—w,,} =
c=04 , _ n+1 n+1
L ST [ S, SR . SR, . RSNL.. ..
ARl VeTRR RS =D=-D T r G=-Da=1 r=1"
Aus (21) folgt dann
22) lim J,=0.
Weiter seil
4ne
23) L= [ f@sin(vntsyar.
Fiir n>1 ist £
n—-1 a
24) Ly (k—1)!sin[k!(4ne — )] sin(Va!t)dt =
k=1

Sk
B -1
-

n—1
= ¥ (k—~l}!sin(k!4xe)/ cos(k!n)ysin(Vu!ndt—
k=1

Sy

S e
n—1

-2 {k—l)!cos(k!4ne)[ sin(k!t)sin(Vn!t)d:.
k=1 Ll

¥

Wir setzen

L | Sk =1
25) M:f cos (k! 1) sin(Vn!t)dr, .-\’r_j sin (k! #)sin(Vn'!1)dt.
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Es wird dann (j=}—1)
(26) M+jN = [ sin(Vn!ryerttdr -
Sk

. - 5y -

k=1 k=1
= I_. e.ﬂyﬂ!'?i!]l'd!_ [ e—j('[v’!l:—k!lld‘ i
2j :

S Sie

|
T 2(Wn! + k)

I
v —k)

Mit s,_, — 8, = d, = 4n/(k—1)! geht (26) in
1

[ejwu: +k!)s eﬂVn! k) sy - |] 4

( —JiVn! —k!)s, _e—j{Vn!—k!}s,,_|].

) LN ="  eitVal+k!) s, — pdlVa! +kdy
(27) M+IN = 5 ® (=g )4
| : e
— a=J¥al=k!)sy = H¥Fn! —k)dy
2 Vnl k) o )
iber. Wird noch
d4mn fir V=1, (m ganzzahlig),
vt sk, = VLR o ) !
(FRrLklG (k—1)! ‘2:11:: fiir V=-2—

beriicksichtigt, so folgt aus (27), daB M+ /N = 0 ist,d.h. M =N=0. Aus (24),
(25) folgt dann L,=0, d.h.

(28) lim L,=0,
Moer 4 oo
SchlieBlich ist fir n=1

(29) K,= [ f@ysin(Vatoydi= [ (n—1)!sin[n! (4ne—0)]sin (Vn! 1) di =

Sn-1
v

=(n—1)! sin(n!4rze)j cos (n!t)sin(Vn!1)dt —

¥n

—(n—1)! cos (n! 4ne) f sin(n!t)sin(Vn!r)dr.

Durch einfache Rechnung (bei der mit Vorteil der Vorgang zur Berechnung der
Integrale (25) angewandt werden kann) wird bestétigt, dal

\ncos{'n!4ne) fiir ¥=1.

(30) o / 0 fir V=1

.

(]

D 14
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Aus (16), (17), (18). (23), (29) und (30) folgt dann fiir n =1

4re P dre
31) ff(t)sm(Vn't)dr f f -
§I,+J,,+L,,-+-rrcos (n!”4:::e) fir V=1,
i o e el LtJ,+L, e Vs,
Betrachten wir den Fall V=1 niher. Es ist e—Z l/:'+‘ "‘:'l/: und deshalb
n! 4ne=4nn! 3' 1/i'+4n n! Z 1/i! = 4nA,+4nB,, wobei A,,=n!2,l 1/i! eine

(]

:—0 i=n+1

ganze Zahl ist, und 0 <8, = n! Z' 1/i'=n!/n-n! = 1/n gilt. (Hier wurde wieder

i=n+1

die Restabschitzung der Reihe fiir die Zahl e beniitzt.) Dann ist lim B, =0 und

LA Xl

aus cos (n! 4ne) = cos (4nAd,+4nB,) = cos(4nA,) cos(4nB,) —sin(4nA,) sin(4nB,)=
=cos(4nB,) folgt durch Grenziibergang lim cos(n! 4ne) = 1. Aus (19), (22). (28)

und (31) folgt schlieBlich Ht ok
z fir V=1,
(32) "]_!waf{r)sm(Vn Ndr = eo fiir

Mit (32) haben wir bewiesen, daB3 es weder einen endlichen noch einen unend-

dne

lichen Grenzwert der Funktion j S(1) sin Ardt fiir A — + == gibt. Zugleich ist damit
1]

bewiesen, daB in diesem Falle die Gleichung (11) nicht gilt. Jetzt ist auch Klar,

4ne

warum f f(t)dt kein konvergentes Lebesguesches Integral ist.
0

Beispiel 2. Die Funktion f/ aus dem Beispiel 1 soll nun mit f, bezeichnet

werden. Es sei s,=t=s,_,,d.h. 4ne—w '-‘-!"4113—1",,_1 (r=1,2,...; wg=0).
Dann ist w,_ ,_4ne—t"'-‘-u,, und n'w,_y=n!(dne—1)=n'w,.

Wenn nun ¢ von s, bis s,_, variiert, so variiert x = n!(4ne —1) von n! w, bis
n!w,_, und umgekehrt. Gesetzt sei y = -sin x fir x€nlw,_y,n'w,), d h.
y = —sin [n‘(4rre-—r) wobei ¢ das ,,negative” Intervall (s,_,,s,» durchlduft.
Dann wird y = —sin |n! (4ne+!—(s,,-+—s,, l)] fiir 1€(s,, S.—1)- Da aber s,+5,-; =

= 8ne—n,,—u,, , = 8ne—4mn/(n—1)! (m ganzzahlig), so st ‘iChIlemIC]‘l
y = sin [n! (4ne —1)] fir 1€(s,, 5,-1).

Auf der 7-Achse haben wir die gewdhnliche euklidische Metrik g, auf der
x-Achse betrachten wir die Metrik ¢, = g/n!. Sind dann ¢, x;, = n!(d4ne —1t,)
und 7,, x, = n!(4ne—t,) zwei Paare sich entsprechender Punkte. so gilt
01 (X1, x3) = @ (x4, xx)/n! = [n! [t;—t;]|]/n! = @ (t,, t;). Die Abbildung
x = n! (4ne —1) ist somit eine isometrische Abbildung der 7-Achse auf die x-Achse.
Aus dieser Feststellung folgt dann, daB der Kurvenverlauf von sin [n! (47e —1)]
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im Intervall (s,,s,-,) mit dem Kurvenverlauf von —sinx im Intervall
(n!w,_y,n!w,) ,dhnlich” ist. Da die Linge dieses Intervalls (beziiglich der Metrik
0,) gleich d, = 4n/(n—1)! ist, was dem 2n-fachen der primitiven Periode 7 =2n/n!
der Funktion —sinx entspricht, ist der Kurvenverlauf von sin [n! (4ne —1)] im
Intervall (s,, s,-,) ..Ahnlich” dem Kurvenverlauf von —sin x im Intervall (0, 4nn)
(in den Endpunkten des Intervalls (s,, s, ) schneidet die Kurve sin [n! (4ne —1)]
die Achse).

Die Schnittpunkte der Kurve f; mit der x-Achse (wir schreiben x statt 7) teilen
das Intervall (s,, s,_,) in 4n Intervalle gleicher Linge ¢ = n/n(n—1)!. In den Inter-
vallen iy = (s,+ 2ke, s,+(2k +1)c) ist der negative Teil der Funktion xf; gleich
(xf,)~ = —x(n—1)!sin [n!(4ne —x)], k=0, 1, ..., 2n— 1. Analog ist in den Inter-
vallen j, =(s,+(2k +1)e, s, +(2k +2)c) der positive Teil der Funktion xf, gleich
(xf1)* = x(n—1)! sin [n!(4ne—x)], k=0, 1,...,2n—1. In den Intervallen i, ist
(xf1)* =0, in den Intervallen j, wiederum (xf;)~ =0. Also gilt

Sn-1 fa 3
(33) [ (xf})~ dx = — 2’1 /x(’n—‘ 1)! sin [n! (4re — x)] dx,
. k=0 ,
b 2n-1
(33) / Cefy) radx = E{; fx(n— 1)!sin [n! (4e — x)] dx.
: k=0
Nun ist > . %
(34) _ j.\'(n— 1)!sin [n! (4me — x)] dx| =m-1)! fxdx =
= (1= D! [[se + @k +1)c)dx =
n n
= {N — I)‘ |:4JT(.’— \1"+ (2’( -+ ]) n—(-;}-_—-l-)‘!'] m =

n n
— ; |:4f{£’—'l1,‘+(2k+ l)m].

Aus dem Beispiel 1 (siehe (14)) wissen wir, daB fiir n =3 die Ungleichung 4ne — w, =
=4n/(n—1)(n—1)! gilt. Ersetzen wir also in (34) die Zahl k, welche die Werte
0, 1, ..., 2n — 1 annimmt, durch die groBte dieser Zahlen, und die Differenz 4ne —w,
durch den Ausdruck 4n/(n—1) (n—1)!, so wird fiir n=3

o 4n n =
= ?r'[(n— D=1 T E?:T—'n_r] 3

n? 4 4n—1 2n?
= — + = .
n—D!'| n(n—=1 n? (n—1)!

Aus (33), (35) folgt dann fiir n=3

LI

/ (xfy) " dx = 2:'_‘-::}[ | [.t(n— 1)!sin [n! (4ne — x)] dx
; k=0 |,

S

(35) r[.\‘(n— 1)! sin [n! (4ne — x)] dx

ix

4nin

=..

TEN
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Hieraus folgt, daf3

5

{36) ‘/ (-\‘fl}_ dx = ../\ (-\fl)_ dx = 4n° y (J’;-_—__l }‘F

($n:Sn=1)
94 n "

Ahnlich wird festgestellt, daB auch

. n )
n f-& (H"‘ l)'

(36') [(-‘.‘f;)* dx = / (xf)t dx = 4n?
y -

U Guisnar)
n=4

Die Summe > nf(n—1)! ist eine konvergente Reihe. Aus (36). (36") folgt dann,
n=4
dne dne

dal die Integrale f (xfy)~dx, f (xfy) *dx konvergieren. Somit ist
0 0

dne dne

@7 [ sfiyax = [ 1h)* =) Ya
o0 0

ein konvergentes Lebesguesches Integral.

3. Im Abschnitt 1 wurde erwihnt, daB3 das Dinische Integral (1) wie ein konver-
gentes Lebesguesches Integral aufgefaBt wird. Dariiber hinaus wollen wir nun
voraussetzen, daBl es kein Lebesguesches Integral ist, sondern ein konvergentes
verallgemeinertes Integral mit der ,,unangenechmen™ unteren Integrationsgrenze
Null. Wir fiihren folgende Konstruktion aus.

Es sei 1€ E,. Im intervall 1 =x =1+ 4ne nehmen wir eine beliebige Funktion
f an, welche so beschaffen ist, dall f<L(t, t+4ne). Fir O <=x=4ne ist (=1+x=
=1+ 4ne, im Intervall 0 < x = 4ne setzen wir P(x) = f(1+ x). Weiter sei f(1) = B€ E,.
Im Intervall 0 =x=4ne nehmen wir eine Funktion R(x) = 2B+ xf,(x)— P(x)
an, wobei f, die Funktion aus dem Beispiel 2 ist. Fiir 7—4ne=x <1 definieren
wir nun die Funktion f so, daB3 f{t—x) = R(x) fir 0 =x=4ne (es ist —4ne=
= —x=<=0, also t—4ne=t—x<1). Im Intervall 1 —4ne=x =14 4ne i1st dann damit
eine Funktion f konstruiert, welche die Eigenschaft hat, daB

(38) f(t=x) = 2B+ xf,(x) —f(t +X)
fir 0 <x=4ne gilt.

dne 1+ 4ne

Es ist j fit+x)dx = f f(y)dy, d.h. flt+x)€L(0, 4ne). Da auch xf(x)e
€ L(0,4ne) (slehe (37)) und BEE, eine Konstante ist, so folgt aus (38), daBl auch

dne
Sf(t—x)€ L(0,4ne). Es ist /f(r—\)d\— ff(l.)d) also fe L(t—4me, 1). Damit ist

t—4ne

JEL(t—4ne, t +4ne).
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In der Menge E, — (1 —4ne, t +4ne) sei [ beliebig, aber so beschaffen, daB fiir
siec einer der Fille 1 oder Il zutrifft. Damit ist jetzt festgestellt, daB man unendlich
viele solche Funktionen f konstruieren kann, fiir welche das Dinische Integral
(1) mit d=4ne

dne dxe

39) /f(r+r) +f(r—\) 2/() ;. ]ﬂ(‘)‘h

ein konvergentes verallgemeinertes Integral darstellt, welches aber kein Lebesgue-
sches Integral ist (siche Beispiel 1). Zugleich ist uns aus dem Beispiel 1 bekannt,
daBl weder ein endlicher noch ein wunendlicher Grenzwert der Funktion

4ne

ff,{x) sin Axdx fur A — + = existiert (siche (32)). Wegen (39) existiert dann weder
(1]

ein endlicher noch ein unendlicher Grenzwert der Funktion

4ne
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(40) ———sin Ax dx

fiir A — +=. In (5). (6), (7), (8). (9) setzen wir d =4ne und verfolgen die dort auf-
gestellte Beweisfithrung. Aus dem, was iiber (40) gesagt wurde, folgt nun, daB
weder ein endlicher noch ein unendlicher Grenzwert der Differenz
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in (6) existieren kann. Da (siehe (41))
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ist, bedeutet das, dall weder ein endlicher noch ein unendlicher Grenzwert der Funktion

F (1. 4ne) fir A~ + = existieren wird. Nach (8) ist lim (F,(1, 4ne) — F, (1)) = 0.
A 4o

Deshalb wird weder ein endlicher noch ein unendlicher Grenzwert der Funktion

F4(t) fiir A — + = existieren, d. h. das Fouriersche Integral (2) der betrachteten

Funktion f wird im Punkte 7€ E, divergieren.

Die gewonnenen Ergebnisse kénnen wir nun folgendermaBen formulieren:

Satz. Zu jedem t< E, existieren immer unendlich viele Funktionen [, fiir die jeweils
der Fall 1 oder Fall 11 zutrifft, wobei folgendes gilt: 1° Das Dinische Integral (1)
(z. B. fiir d€(0,4ne)) ist ein konvergentes verallgemeinertes Integral mit der ,unan-
genehmen™ unteren Integrationsgrenze Null, aber kein Lebesguesches Integral. 2°
Das Fouriersche Integral (2) der Funktion f divergiert im Punkte t¢ E,.

AbschlieBend noch eine Bemerkung. Bekanntlich umfaBt das Perronsche
Integral das Newtonsche und das konvergente Lebesguesche Integral. Es umfalit
aber auch das konvergente verallgemeinerte Integral. Vorausges2tzt, daB f eine
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Funktion ist, fiir welche der oben angefiihrte Satz gilt, existiert das Dinische Integral
(1) als Perronsches. Auch alle Integrale F,(7) (siche (3)) existieren als Perronsche
Integrale. Allerdings existiert das Fouriersche Integral (2) der Funktion f im ange-
fithrten Punkte 7€ E,, wo es, aufgefalit als Lebesguesches oder als verallgemeiner-
tes Integral, divergiert, nicht als Perronsches Integral. Im Falle seiner Existenz
miite ndmlich die Funktion F,(t) des Arguments A im Intervall (0, + =) stetig

sein, d. h. es miiBte vor allem ein endlicher Grenzwert lim F, () existieren, was
A= 4o

aber nicht zutrifft. Damit ist bewiesen, daB im Falle der Perronschen Integration
die Existenz des Dinischen Integrals (1) einer gegebenen Funktion f (im Punkte
t€E,) die Existenz des zugehorigen Fourierschen Integrals (2) nicht implizieren
mub,

(Eingegangen am 21. Februar 1963.)



