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Anwendung der Operatorenrechnung auf lineare
Differentialgleichungen mit Polynom-Koeffizienten

Von ERNO GESZTELYI (Debrecen)

Einleitung

Wir werden in dieser Arbeit lineare Differentialgleichungen mit Polynomen
als Koeffizienten mit Hilfe der Mixusinskischen Operatoren ([1,] [2]) 16sen.
Eine Differentialgleichung mit Polynom-Koeffizienten hat die Form:

(1) P,(nY®(0)+ Py (DY D()+ ...+ PL (DY () + Po () Y (1) = F(7)

wobei P(t) (i=0, ..., n) Polynome sind. Haben die Polynome hochstens den Grad m,
so mmmt die Gleichung die Form an:

(2) 2 2 aut"YO () =F().

"
n=0v=0

Man kann Gleichungen vom Typ (2) mittels der LAPLACE-Transformation behandeln
[3]. Setzen wir voraus, daB Y"(r) und F(r) Laplace-Transformierte besitzen, so
entspricht der Differentialgleichung (2) die Bildgleichung

m n e

(3) b a,(—1) i“ [*Y(s)—Y(+0)s"-1— ... —YO-D(40)] = f(5)

u=0v=0

Wir haben in dieser Weise wiederum eine Differentialgleichung mit Polynomen
als Koeffizienten erhalten.
Eine der Gleichung (3) entsprichende Gleichung entsteht auch in der Opera-

& ; g pel
torenrechnung, wenn man statt = die Operation der algebraischen Derivation D
anwendet:

m n

@ 3 3 a, (1D (Y0} - YO8 - L~ YO-DO)] = {F()}
0

u=0v=
wobei s den Operator des Differenzierens bedeutet:

| : : :
5 = m und D{y(n} = {—1p(n)} ist.
Man bekommt die Gleichung (4) aus (2) ohne die Voraussetzung der Existenz
der Laplace-Transformierten. Es ist also zu erwarten, daB man mit Anwendung
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der Operatorenrechnung allgemeinere Ldsungen bekommen kann, als mit Hilfe
der Laplace-Transformation.

Die Hauptschwierigkeit besteht hier in den folgenden:

Die transformierte Gleichung (4) ist keine Differentialgleichung. Man kann
also die Methoden, die in der Theorie der Differentialgleichungen bekannt sind.
nicht ohne weiteres anwenden. Man kann doch wegen der Analogie, die zwischen
der zwei Theorien bisher bestand, hoffen, daB3 diese Operatorengleichung gleicher-
weise der entsprechenden Differentialgleichung l6sbar ist.

Zu diesem.Zwecke miissen wir erst einen Begriff definieren, der dem gewdhn-
lichen unbestimmten Integrale entspricht. Wir nennen die Umkehrung der algeb-
raischen Differentiation ,,algebraische Integration™. Wir beschiftigen uns mit der
algebraischen Integration und mit ihren wichtigsten Eigenschaften im §1. Im § 2.
wird die Klasse der Funktionen, die als Operatoren betrachtet werden konnen,
erweitert, Man kann in dieser Weise auch mit solchen Funktionen rechnen, die
sicher keine Laplace-Transformierte besitzen, da sie nicht lokalintegrierbar sind.
Es wird im § 3 eine zweckméBige Verallgemeinerung des Begriffes von Logarithmus
und Exponentialfunktion gegeben. Damit kdnnen wir eine explizite Formel fiir die
Losung solcher Operatorengleichungen, die den linearen Differentialgleichungen
von 1. Ordnung in der genannten Analogie entsprechen, liefern.

Wir kommen im § 4. auf die Anwendung der Methode, und es wird sich zeigen,
daB die Operatorenrechnung auch in diesem Falle allgemeiner als die Laplace-
Transformation ist.

§ 1. Das algebraische Integral

Definition 1. 1 Gegeben sei ein Operator a. Gibt es zu diesem einen Operator
b, so ¢'faﬁ

(1. 1) Db=a

ist, dann sagen wir, b sei ein algebraisches Integral von a, in Zeichen

(1.2) b=[a.

Gibt es ein algebraisches Integral von a, so sagt man, a sei algebraisch integrierbar.

Satz 1.1 Sind a und b algebraisch integrierbar, so ist auch ia+ ub (7 und p
sind Zahlen) algebraisch integrierbar, und es gilt die Formel:

£1:. 3) f(la—?;lb) = ).fa-+-ufb.
Beweis. Auf Grund der Eigenschaften der algebraischen Derivation
D_).fa+;1_l.bi = Dl).fa‘;—kD[,u I.b] = F.Df(r-hqub = ra+ub,
also gilt (1. 3) (wegen Definition 1. 1).

Satz 1.2 Sdmtliche algebraische Integrale eines Operators unterscheiden sich
in einer willkiirlichen, additiven Konstante (d. h. in einer Zahl).
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Bewels. Es sei fazb. und 7 eine willkiirliche Zahl. Dann ist D(b+7y) =
= Db+ Dy = Db = a. Umgekehrt, ist Db, =Db, d. h. D(by —b,) = 0, so folgt
by—b, = 7y (s. [4]).

Satz 1.3 Es sei die Funktion f(1)€E 1) so gegeben, daff lim f(!)

1=0 G

+ oo

i!

gilt. Dann ist {f(1)} algebraisch integrierbar, und es gilt

(1. 4) / 1)) = {C‘Q}

wobei ’L%} del oy fst.

BEWEIS. D{ﬂ”} { rf(ﬂ}— { ()}, ndamlich ist f()

Satz 1.4 Jeder rationale Ausdruck von s ist algebraisch integrierbar.

Beweis. Ein rationaler Ausdruck von s hat die Gestalt

(l 5) _}‘n_f_'_'_'_+ _Tls+?0
) d,5"+ . Y, S+ 0,

wobei Y, ..oy Yo, Op, --.» 09 komplexe Zahlen sind.
Man kann (1. 5) nach einer bekannten algebraischen Regel in einen Polynom

und in Partialbriiche zerlegen. Es geniigt also — auf Grund des Satzes 1. 1 — die
algebraische Integrierbarkeit von
1
1.6 —_—
(1.6) et

zu zeigen, wobei « irgendeine komplexe Zahl, und p eine natiirliche Zahl ist. (Die
algebraische Integrierbarkeit eines Polynoms von s ist trivial.)

a) Es sei zuerst p=1. Dann ist

I 1
]l? — —— ., S— A5 —
( ] ./ (S_:)p (l —P)(S—ﬂ_}p_l
In der Tat gilt
[/ LY. L = Ao gy ]
(1-p)s—ar*  1—p (s—a)?r-2 T -2
b) Es sei p=1, und x=0. Dann gilt

1 _{=tlg} _,

(1. 8) /'; =2 -‘r:” = s?{—tint}.
a3 L

) Wir bezelchnen die Menge der in (0, <} stetigen Funktionen mit £,
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Um (1. 8) zu beweisen, mull man die Richtigkeit von

1

D[s*{—tInt}] = - 1}

einsehen, oder ausfiihrlicher die von
2s{—tlnt}+s*{?Int} = {1}
d. h. von
(1.9) {—=2tInt}+s{r*Int}={1}.
Man kann (1.9) leicht verifizieren.
¢) Wir werden nun
1 Al

(e 1Y) f.w = e

beweisen. Dies ist mit

___l_ . ‘{: te* In f}
s—a {te*'}
dquivalent.
Wir wenden die Operation 7-* an, (s. [1). T*{A(D}={e"f()} ist fiir
fHEC, T ; :;—'"S' ist fiir / EM,?)T*R(s) = R(s—a)ist, wenn R(s) ein rationaler

Ausdruck von s ist.) und beachtet, daB die Operation 77 mit D vertauschbar ist,
erhalten wir

. T-a. kL s T_,D{_‘re“‘lnr}_ — pT-+ {—te*'Int} _ D{—rlnr}:

§ S—a {te*") {te*) {1}

Damit ist (1. 10) bewiesen, da die Giiltigkeit von (1. 8) schon bewiesen ist.
Wir zeigen noch die Vertauschbarkeit von 7> und D. Es gilt

DT*{f(t)} = D{e*'f(1)} = {—te*'f(t)} = T*{—tf(0} = T*D{f(D)},
wenn f(1)€¢ ist. Sind w, v€C, so ist

¥ _ pTeu_ ToD(T*u)—T*uD(I*0) _

DT*— =Dz =

v Tev (T*o)(T*v)
_ T*oT*Du—T+uT*Dv _ T*(Du—ubv) _ o, ¥
= (T’l?)(T:U) - lez s v .

(Wir haben hier die folgenden Eigenschaften von 7* benutzt:
T*(a+b) = T*a+T*b, T=*(ab) = T*a-T=b.)

Satz 1.5 Ist die Funktion f(1)€C im Punkt O differenzierbar, so ist {f(1)}
algebraisch integrierbar.

*y M ist der Korper der Mikusinskischen Operatoren.
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BEwEIs. f(1) = q(1)+A0), wobei ¢(1) = f(1)—f(0) differenzierbar, also
=0 -0 1
1. 3 anwenden:

(1-11) f (@)} = f O+ (0} = f {f(O)}+ {r )} f(O)f {"_‘?}——

A=tInt} g1

#eoe ist, Man kann also die Sitze 1.1 und

t
Bemerkung 1. Ist f(0)=0, so geht der Satz 1.5 in den Satz 1.3 liber, da

[{ﬂ 0} = {q:(?} = {{_“,) } .

Bemerkung 2. Ist { f(1)} ={e*} o

=4 so ist nach Satz 1.5

; | —tlllf‘| e — 1
¢ G g :
(1.12) ‘/‘S__ i +{ : }

Da aber auch (1. 10) gilt, so muB3
_ [—te**Int} {—tlnt} Jex—1

% ." —— I. — d —_—y =%
ia. {1e"} (1 { } :

nach Satz 1.2 eine Konstante (d. h. eine Zahl) sein.
Im der Tat hat man

D {—te*Int} {—tint} Je"—1[|
{te*'}) {1} -t )]
- o[ [ -[-{£= N |- ry -3
]

_‘l(”‘—l} = {En—l—t’“—i-l} = 0,

Satz 1.6 Jede in [0, =) stetige Funktion ist als Operator algebraisch integ-
rierbar.

Beweis. Es sei die Funktion f(1) €& willkiirlich gegeben. Dann existiert eine
Funktion (1) €& so, daB

1
(1. 14) Dl_._._ e :f(”}
1st, oder ausfiihrlicher

{tH{—tu()} — {u(®)} {—1*}

(29 == {0}

. . {t}
(1. 15) ist mit

(1. 16) {2} {u(@)} = {1} {nu(D} = {12 { A1)}
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3

dquivalent. Dies konnen wir wegen {1}? = {1} {1} ::s% ={I6-} noch folgenderweise
schreiben:
(1. 17) /(1—21')(:—1'):;(1) dt = %—j(!*r)jf(r)dt.

0 0

Wir beweisen, dal}
: :

(1.18) u(r) = /f(r)dr-kt/f?) dr, u(0)=0

0 ]

in [0, =) stetig ist, und der Integralgleichung (1. 17) geniigt (d. h. (1. 14) gilt).
Um die Stetigkeit von u(t) in [0, ==) zu beweisen, geniigt es zu zeigen. daB}
lim u(r) =0 ist, denn es gilt #(0)=0. (Die Stetigkeit ist fiir 7 =0 trivial.)

=0

Es geniigt zu zeigen, daB

1
(1.19) limr[fg)dmo

-0
i

ist. Es sei K eine Schranke fiir die stetige Funktion f(r): | f(¢) =K fir 0=7=1. Ist
0=t=1, dann gilt
1

1 1
. &t | i
%r]ltl)dri:c;!\/‘"{(EN dt gKr/ldf:——Kllnf.
Al T J T

T

Daher folgt (1.19), da limzIn =0 ist.

10
Wir beweisen nun, dafl (I.18) die Losung der Integralgleichung (1. 17) ist:

1 T 1
I= /(r—2r)(f—- r)[ff(a’}da’é‘r/-fff)daj'dr =

1]
r T t

1
= / (1 — 317 + 212) /f(a) do dt + / (Pt—31t2 4+ 213) /ff:—ﬂ do dr.

0 0 4]

Durch partielle Integration erhalten wir

r t
I= %[(f-" =314 32 =) () dr = %/ (r—1)*f(7) dr.
0 0

Damit ist der Satz bewiesen.
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Es gilt also fiir jede f(1) €&

(1.20) / (f(D} = sz{jj'(r)dr+r[‘£(—)d 1
¥ 0 t

Bemerkung. 1st f(1) im Punkt t=0 differenzierbar, so erhilt man aus (1. 20}
das Ergebnis des Satzes 1. 5.

Schreibt man nédmlich ¢(r) statt f(r) —f(0), so ist

q:r)é& und es gilt

1 ] 1

[f{r) / 70, "ff(rO)dr = ,/ ‘fsf:‘)df+f(0)(—:ln 0.
1

t

Es folgt also aus (1. 20), daB

/f: sLs{ /[q (r) +/(0)] dt}+ { [ﬁ!) }]—Fszf((}){—tlnr} =

- {q.(:)+f(0)}+{]_q-'§?_) N0, }]+f(0)‘ tint} _

I;J

1
= 1) ”}“ /8 {"”—f‘)} & / " e 1 f10)

ist. d. h. (1. 20) unterscheidet sich von (1. 11) in der Zahl

[*“k+f(0}

]

Wir haben im Satz 1. 6 bewiesen, daB jede zur Klasse & gehdrende Funktion
algebraisch integrierbar ist. Wir wissen aber nicht, ob dieses Integral weiter ite-
rierbar ist.

Diese Frage wird durch den folgenden Satz beantwortet. Wir werden zeigen.
dal} jeder Distributionsoperator algebraisch integrierbar ist. Ein Operator a heilit
Distributionsoperator, wenn er die folgende Gestalt hat:

/
;ﬁ

wobei h—e-’ den Verschlebungsoperator bedeutet: / eine Funktion von der
Klasse . 4 eine reelle und k eine nicht negative ganze Zahl ist und /={1} ist.

(1..21) a=h-*

Satz 1.7 Jeder Distributionsoperator ist algebraisch integrierbar. Das algebrai-
sche Integral eines Distributionsoperators ist wieder ein Distributionsoperator.
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Beweis. Es sei der Distributionsoperator (1.21) gegeben, den wir noch in
folgender Form schreiben kénnen:

(1.22) a=gef,
Wir werden nachweisen, dalB3 die Gleichung
(1.23) ske?sf= Dgk+2etsy

eine Losung u besitzt, wobei u <€ ist. Die Gleichung (1. 23) ist dquivalent mit fol-
gender Integralgleichung:

(1.24) Gy +k +2) [u@)de = [ [ f(0)do d.
0 00

Wir konnen uns leicht davon iiberzeugen, daB3 aus (1. 23) die Gleichung (1. 24)
folgt. Hier werden wir nur zeigen, daB jede Losung von (1. 24) auch eine Loésung
von (1.23) ist.

In der Tat, wir kdnnen statt (1.24) die Gleichung

4 1
(1. 25) -Ez—f=Du+z.u+(k+2);u

schreiben, da {—ru(7)} = Du, {ffﬂo’)dadt} =S—12- {f(r)} ist. Multipliziert man
beide Seiten von (1.25) mit s"‘*z?eg‘, so entsteht (1.23)%):
sketf = (k+2)sk+ e* u+ Is*+2e*u+ s*+2e** Du = D(s**+2e*u).
Nun die Gleichung (1. 24) zu losen, fithren wir die folgende Bezeichnungen

ein:
4

(1.26) Ju@di=y@, yO=u.
L]
So geht (1. 24) in die Differentialgleichung
(1.27) =0y +k+2)y = [ [ f(o)do de
00
tiber

Hier wird — infolge von (1.26) — der Losung die Bedingung auferlegt. daB3
siec an der Stelle 1=0 den Wert y(0) =0 annehmen soll.
Gemil einer bekannten Rechnung ist die Lésung (1.27) die folgende:

¢ [ [ £0) do dé
(1.28) y:—(t—l)“”ff—o—————-~—dr+c*(r—).)“2

(= A)+3
u

3) In Betreff der Richtigkeit von De = 2e™* s [4].
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wobei j =/ eine willkiirliche, reelle Zahl ist. Gilt fir die GroBe c*

.
o [ [fo)do e
(1.28) c* =f : ‘ET_A)M dt

u

so erfiillt sich die Forderung y(0)=0.
Man erhiilt also die Losung von (1. 24) und damit auch die von (1. 23):

_A k+1 d’ )
(1.29) !f(f) = .}.'({) = k+]ff( )d (1k+}] (T'f;(t;)kzl —I—(,'(l—‘/-)k+l°

Man kann nach kleiner Rechnung einsehen, daB (1.29) bei willkiirlicher ¢
die Gleichung (1. 23) befriedigt, da

gtieMel(t— APt} = ot {#+1) = pgbt? U;kti) clk+1)!
eine Zahl ist.
Hier ist w(f) auch im Punkte 7=/ stetig, wenn —J—{(){Tl stetig ist. Im ent-
gegensetzten Falle gilt
S0

l i (T"’ )k+l
i g ‘f il (k”+ D=2 &
]

; f(1)
g o & — (t AT Zow'S
B 750 El o e T k—&lff(r)dt'
0 0

Setzt man u().)=L (t)dt, so ist u(r) auch im Punkte 1=/ stetig.
k+1

0
Das algebraische Integral des Distributionsoperators (1.22) ist also wieder
ein Distributionsoperator, da man (1. 23) auch in folgender Form schreiben kann:

(1.30) fs"'e""‘f=s"+ze*’u+}',
wo 7 eine willkiirliche Zahl ist.

Bemerkung 1. Ist k=/7=c¢=0; u=1, so geht (1.29) in (1. 18) und (1. 30) in
(1. 20) iiber.

Bemerkung 2. Es folgt aus Satz 1.7, daB jede Funktion f€€ beliebig vielmal
algebraisch integrierbar ist, da die Funktion f (bei k=/=0) ein Distributions-
operator ist.
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Bemerkung 3. Jeder Operator % st algebraisch integrierbar, falls b(r) =r"f(1),

b
(B(+0)=0, v=0) ist. Die Behauptung folgt aus einem Satz von St. FENYO ([5]).

; .0 S ; A e
Er hat bewiesen, dall der Operator 5 in diesem Falle ein Distributionsoperator

ist. Der Operator —g— ist also auf Grund des Satzes 1.7 algebraisch integrierbar.

Bemerkung 4. Der Satz 1.7 leistet das meiste, was wir iiber die algebraische
Integrierbarkeit wissen. Die Frage ist noch offen, ob solche Operatoren existieren,
die algebraisch nicht integrierbar sind.

§ 2. Nicht lokalintegrierbare Funktionen als Operatoren

1. Wir sind jetzt imstande einige solche Funktionen, die in [0, ==) nicht lokal-
integrierbar sind, als Operatoren zu betrachten.

Wir haben bewiesen, daf jede zur Klasse ¢ gehdrende Funktion als Operator
beliebig vielmal algebraisch integrierbar ist (Satz 1. 7).

Nach dem Satz 1.3

@1 [{(r)‘- [I(:)}

ist, falls 'f_“’) in [0, =) stetig ist.

Es ist aber im Allgemeinen —f (f{r)E\. keine stetige Funktion (falls £(0) =0

ist). {—f’: ist also kein Element weder der Funktionenklasse 3, noch [ (s. [1]),
da sie in keinem Intervall [0, T'] integrierbar, also nicht lokalintegrierbar ist.

Wir kénnen doch die Funktion f) auf Grund der Formel (2. 1) als Operator

erkliren.

Wir werden hier das Verfahren verfolgen, welches im Buch [1] und [2] bei der
Definition der Funktionenklassen ¢, { und ‘[ ausgearbeitet wurde.

Die Elemente der Funktionenklassen &, N und <[ sind urspriinglich keine
Operatoren. Wir kénnen nur nach dem bekannten algebraischen Verfahren des
Einbettens z. B. des Ringes ¢ in den Kérper der Operatoren sagen. dal die stetige
Funktionen Operatoren sind.

Es seien zwei Mengen A und B gegeben, in denen gewisse algebraische Operatio-
nen definiert sind. Man kann A in B einbetten, wenn (i) jede algebraische Operation
in A hat eine entsprichende in B, und (i) es existiert eine cin-cindeutige Abbildung
von A in eine Teilmenge von B so, daBl d‘e Operationen ungeiindcrt bleiben (d. h.
wenn a,, a€A; b, b, € Bund a,~-b,; a,—b, gelten, so gilt auch a, Da,~+-b,1b,,
wobei ©) und [ die gegeneinander enlbprauhende Operationen in A und B sind).

2. Es sei & die Menge der Funktionen, die in [0, =) beliebig vielmal Diffe-
o

renzierbar sind. Bezeichnen wir mit § die Menge simtlicher Funktionen iy
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wobei f(7) €& ist, und n nicht negative ganze Zahl ist. § ist eine Gruppe, wenn
man unter Operation in § die gewdhnliche Addition versteht. (§ ist kein Ring
beziiglich der Faltung, da die Faltung von nicht lokalintegrierbaren Funktionen
nicht definiert ist. Eine verallgemeinerte Faltung wird eben durch unseren Einbettungs-
verfahren definiert sein.)

Wir wollen nun die Abbildung der Gruppe & in eine Gruppe der Operatoren
angeben. Wir werden zuerst die Bildmenge, d.h. eine Gruppe der Operatoren
konstruieren.

Satz 2.1 Ist f(1)€E™, so ist auch

el (”{}{@— €€ (p(0) = —/(0).

(2. 2) ¢ (1)

Bewkeis. Die Behauptung ist klar, wenn f{(7) in eine MacLaurinsche Reihe
entwickeln 1dBt. Wir werden (2. 2) ohne die Voraussetzung der Entwickelbarkeit
beweisen.

Hilfssatz. Ist ¢(t) im offenen Intervall (0, =) differenzierbar, und existiert

lim ¢'(¢) ==, so ist ¢(tr) auch an der Stelle 1 =0 differenzierbar.
1-0

Durch Anwendung der I'Hospitalschen Regel bekommt man ndmlich
i 2O=90) _ L g@) _
=0 ! -0 1 ’
Wir werden den Satz 2. 1 durch vollstindige Induktion beweisen. Wir zeigen,

dall die Funktion
S(1)—1(0)
\ r . -,

p() =" =
[ —17(0). fir r=0

fiir 720

in [0, =) differenzierbar ist, d. h. die Behauptung des Satzes 2. 1 fiir n =1 gilt. Da
¢ (7) in (0, ==) differenzierbar ist, bekommen wir nach der L'Hospitalschen Regel

f0)—=f0)
———41 V) y »
M L e o) N . S FO=r© _ . O}
10 ! t—0 1 1—=0 — 2t 2
: 4 x iy i f(n+ “(0')
Setzen wir nun voraus, daBB ¢"(7) in [0, =) existiert, und ¢'"(0) = — 1

ist.
Durch n+ 1-malige Differentiation von

tg = fI0)—f(1) (t=0)
bekommen wir die Gleichung

(2.3) (n+ Dg™ () + tg+ V() = — "+ V(1)

D 15
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oder
(2.4) 1y +@+1)y =—fo+0(),

wobei y = ¢"(1); ¥y = ¢"* (1) ist.
Die allgemeine Lésung von (2. 4) ist

_f-['lf(”'Fl)(T)df C
0
(2.5 yoe el + M1t

Nach der Induktionsvoraussetzung ist y eine in [0, =) differenzierbare (also
auch stetige) Funktion. Daraus folgt, daBl in (2.5) C=0 ist. Ist #=>0, so erhilt
man aus (2. 5)

(n+ l)f‘r"ﬂ” ”(‘I.')d‘l.‘— e 1f:n+ 1)(:)
gy - = 2

Da

P _u (D)) —(n+ DO () —gr 1S ()
oL T 5

o f+2(0)
W n+f_

ist, haben wir auf Grund des Hilfssatzes die Differenzierbarkeit von ¢+ in [0, ==),
und damit auch den Satz 2.1 bewiesen.

3. Wiihle man eines der algebraischen Integralen von —i_ aus, und bezeichnen

wir dieses mit f l Wir nennen den Operator f e das bezeichnete Integral von
- § * §

1/s.
Das iterierte bezeichnete Integral definiert man mit der Rekursionsformel

n+1 n .
1 1 s 1 1
(2, 6) "f}-_sf—s'_;f (nel,Z,...,.[s ___/s)°

Wir beweisen, dal}

n n-1
G s ” : ldi)
2.7 D‘[? ﬂf = (n—l.Z,,..,_/‘sﬁL

ist.
Die Behauptung gilt fir n=1, da (nach der Definition von _]-;—J DJ%=—£—

ist. Setzt man voraus, daB (2.7) gilt und wendet man die al*gebraischc Diffe-
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rentiation auf beide Seite von (2. 6), so erhélt man auf Grund von (2. 7) und (2. 6):

n+1

= 1 .S"'_l
’m/‘“f f mﬂﬁzfs ”f (n—D! (=D

Damit ist (2. 7) bewiesen.
Das bezeichnete Integral von f¢€&' definiert man folgendermaBen:

ff = f(cn)f-;T +{&)~:~f@-} =.f(0)f—;— +1g1 (D},

wobei nach Satz 2. 1 (fl(l)——{{-f—) f{O) Q™) ist.
Setzt man
‘fro(f) = f(1)
2.8 pa(1) 0 "
= (7010 = 2020 o 0 = ~wi00)

so konnen wir das n-te iterierte bezeichnete Integral von f definieren, wie folgt:

n n n-1

i 1 ] 1
(2.9 /.f = f;'o(O)[}- -!-fn(O)f ;+ ---ff.,-l(O)[s-+{¢,.(l)}-

Hier ist nach Satz 2.1
Pa(t) €C
Wir beweisen, dal}

A - vamﬁ
= k=0
(2. 10) ‘ln[f) (_ f)"
und
(2.11) 7.(0) = (- l)"f (0)
ist.

Aus (2. 8) folgt, dal die Behauptung fiir n=1 gilt. Setzen wir voraus, dal}
(2. 10) und (2. 11) fiir irgendeine natiirliche Zahlen n gilt. Dann folgt aus (2. 8) und
(2. 10), (2. 11) die Gleichung

1 f{L)(O) nf(n) (0) " " f(k}(o) ;
[f(r]_k"z(} k! ] ( l) _ﬂ'!_(_ r) __"f(r)_.l;:) k! -“

(= ,)n+ 1 = (— ,)n+ 1

qﬂ+ 1 (f) =
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Es gilt also (2. 10) und (2. 11) fiir jede natiirliche Zahl n. Man kann (2. 9) au
Grund von (2. 10) und (2. 11) in folgender Form schreiben:

.[f;k;)( % J s ' (—f-);_ s

¥* *

(2.12)

4. Bezeichnen wir die Menge sdmtlicher Operatoren

mit {§}.
Satz 2.2 {\.f; | ist eine Gruppe beziiglich der Operation der Addition.
Der Beweis beruht auf der Tatsache. daf}

(2. 13) fD“f‘:j: f lff=f'l

ist, wenn n=m ist.
(2. 13) ist fiir n=1 (m=0, 1) offensichtlich Richtig. Setzen wir voraus, daB
(2. 13) fiir irgendein » gilt.
Aus (2. 12) folgt, daB
n4 1

(2. 14) |/ j_'f'-— B

oder allgemeiner

(2.15) jffj !

ist. Ist n=m, so folgt aus der Induktionsvoraussetzung und (2. 14), dal

n+1 n4l—=m

J = ij"'f /f f=f /

Wir haben damit (2. 13) bewiesen.

Sind nun ffé c; f €{§}, n=m gegeben, so gibt es eine Funktion #€C o=}

ist.

so, dabB
fo-fo

m n— {n m)

fo=" | e frene= [

*

ist, da nach (2. 13)

gilt, wobei h=D"—"ge &) ist.
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Es ist also nach (2. 12)

n 1 fik)

n n fl"'*[O) _kl Sf(f) k fkf(})
fiofeefrfo-gemml s P,
£ L YT e () |
+"v (= D*- K ’(0}/‘ l—+ *-——*:P“"E—“\;

k=0 ( =
fon "L fR(0) + A% (0)
L5 cp 200 | W i e e —:—
R k! s+ it 3 )

= [r+med)
da f+he@™) ist.
Beachtet man noch, dal

fi.f:/'.ff (# eine Zahl ist)

ist, so kann man bestétigt finden, daB {§} eine Gruppe ist.

5. Wir werden eine em-emdeutlge Abbildung \.j ’g} angeben,
Ist g€{G}. so existiert eine natiirliche Zahl » und eine Funktion fnee™=
so, dal}

$= ] ()]

ist. Wir ordnen dann zu g<{{} die Funktion ({(2. €q§:
/(1)
4 ? I,
(2. |6) -/.lf(’)l (_ ’)n :

*x

Die Zuordnung

[r-&

ist eindeutig.
Ist ndmlich »=m. und

2.17) [r=[n — nee)
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so folgt aus (2. 14), daB}
j f=h
ist.

Daraus folgt auf Grund von {2 12), dal3

{h()} f f{ 4 }
oder

S0 h()
2.18 :
Cad8) =0 (=0
ist. Ahnlich beweist man (2. 18), falls n=m ist.

Besteht nun umgekehrt die Gleichung (2. 18) fiir £, h¢C™), m=n, so folgt
aus (2. 12), daB

)= {Fhrg:') } —jﬂh,

Ry

st. Es bedeutet aber die Eindeutigkeit der Zuordnung

n

o
/ I~y

*

6. Um die Moglichkeit der Einbettung zu beweisen, miissen wir noch zeigen,

daB die Zuordnung (2. 16) die Addition ungeindert 1iBt. Es sei (—ﬁi g0) .o

o (—iF

gegeben, Dann gilt

SO g _ 0O+ 0g0)
o il s

n4m

- j (D"f+D"g) =

= [ o] pe = fr+ [

infolge von (2. 12) (2. 15).
Man kann also die Gruppe L.J in den Faltungskdrper einbetten. Es ist also auch

die Funktion .-‘KJ“ Etg ein Operator, und es gilt die Gleichung

2.19) {fig—} / fa.
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7. Zur Lésung von Differentialgleichungen gebraucht man die Formel

(2. 20) s{y(0} = {y'(O} +r(0)

wenn y(r) eine lokalintegrierbare Ableitung hat. Wir werden in dem folgenden
Satz die Formel (2. 20) verallgemeinern.

Satz 2.3 Ist y(1)€G, so gibt es eine natiirliche Zahl n so, daf t"y(t)c '™
ist. Dann gilt

(2.21) SO} = YO+ 3 nastt
wobei

(=0 .
(2.22) Vi = k'(_—k)_’}l_.n(} it ( 0" y(1)
ist.

BEwers. Ist f€€), so bekommt man auf Grund von (2. 12), daB

o i [ a-lf(k-e-l)(o)
e L At #
ff—n[f— ff 2( n*ﬂ )(0) +f = AL |+
-~ )
n+1-k f‘(l (0)
e )kf(ii}(o) -1_+n f(')'" 51 f"
R 0 F B _ (_ )n+1 B
<t V-3 00|
T S LI S kL
ké; 0 J ’ (=0 s

-5 naf*«»[(,, o [

ist. Aus (2. 6) folgt, daB3

n-k+1 n—k

a 1 —st
ot [ foof 4= (=

* -
ist.
Es gilt also

(2.23) / [f +n [ f+ 2 :.-:o —A:T{nl:;)_'_ F®(0)s"—%,
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f(r) d S(@) £

Ist y(1) = =1y und (1) = 1y +n Copere so erhalten wir aus (2.23)
¥ (0
s{r@} = Yo+ 2 > (— 1) k{:”( i)' oy

Beriicksichtigt man noch, dal3

(T == llm (— )"y (1)

ist, so ist (2. 21) rechtfertigt.

8. Betrachten wir simtliche Funktionen f/ — deren Menge mit €™ bezeichnet
wird — die in [0, =) N-mal differenzierbar sind, so daBl /*V)(7) eine in [0, ~) lokalin-
tegrierbare Funktion ist. Gibt es zur Funktion g eine Funktion f¢©™ und eine
natiirliche Zahl n=N so, dall g die Form

_J
== (_ !)n
hat, dann sagen wir, dal gEQW ist. C,‘""’ ist eine Gruppe, dafirf, heEM, m=n=N

f(0) + 0 _f{r)+(~r)"""h(r) g

= = (— 1)

ist.
Die rechte Seite der Formel (2. 12) hat auch dann, einen Sinn, wenn fe &N

und n= N ist. Wir kdnnen also den Operator jf mittels (2. 12) erklédren, falls fe &™),
n=N ist.

Die Menge simtlicher Operatoren ]j (JEC™M; n=N) — die mit {§V]
bezeichnet wird — bildet eine Gruppc Dann die Formel (2.16) definiert die
Abbildung L:J“”H{ ™}
Man sieht lei ﬁt daB auf dieser Weise eine Einbettung zustande kommt.
Auch die Formeln (2.21) und (2. 22) gelten, falls es eine natiirliche Zahl
gibt so, daB n=N und (—)"v(1)€EM ist.

Bemerkung. Man sieht leicht, daB (2. 21) eine Verallgemeinerung von (2. 20)
ist. Es ist klar, daB & ’:\4 ist. Ist p(r)€E"), so ist fiir beliebige natiirliche Zahl »

it ) 5
Yin = Wimd—k(—ﬁ y() =0,

wenn k -=n ist, und

i=1F

}‘ p—ety - —
by n!

n!(—1)y(0) = y(0).

So geht (2. 21) in (2. 20) iiber.
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§ 3. Logarithmus von Operatoren und die inverse Operation

Es sei die gewohnliche Differentialgleichung

Y =fx)y
gegeben. Man lost diese Gleichung nach der Methode der .., Trennung der Variablen™
wie folgt:

G.1) “— = f(x).

Integriert man beide Seiten von (31), dann bekommt man

Iny = [fx)dx+C.

Daraus folt
y=cel/ %,

Wir wollen diese Methode in die Operatorenrechnung iibertragen um Operatoren-
gleichungen zu losen, in denen die algebraische Derivation die Rolle der gewéhn-
lichen Derivation iibernimmt. Wir miissen dazu erst die Operation des Logarith-
mus, und dessen inverse Operation definieren. J. MiIKuUsINSKI definiert diese
Begriffe im Zusammenhang mit den Operatorfunktionen [1]. Hier werden wir die-
selbe unabhingig vom Begriff der Operator-funktionen einfiihren.

Definition 3.1 Existiert fiir irgendeinen Operator w das algebraische Integral
des Operators

so sei definitionsgemdfi

3.2) log w :/ f?“' -:j &
-

Der Logarithmus ist also eine Operation, die zum Operator w den Operator

“Dw ; : : ; ; : ;
j o ordnet. Diese Operation ist nicht eindeutig, da das algebraische Integral
nicht eindeutig bestimmt ist. (Wir bemerken, daB man auch den Logarithmus
einer komplexen Zahl nicht eindeutig definieren kann.)

Beispiele:

Ds 1 1 {—tint}
3. 3) lo 54[_ :[—: N !_—_.?‘_ "—]'-‘r"‘
(3. 5] g A & ] {_r} . it 0 Y1

wobei y eine willkiirliche Zahl ist.
{—te*Int}

(3.4 log(s—a) = ey
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Wir haben hier den Logarithmus mit Hilfe des algebraischen Integrals definiert.
Wir werden deshalb iiber algebraischen Logarithmus sprechen.

Satz 3.1 Sind a und b zwei Operatoren, und gilt

3.5 log a=log b,
so folgt die Beziehung
(3.6) a=17yb,

wobei y eine willkiirliche Zahl ist.
Bewers. Es folgt aus (3. 5) nach der Definition 3. 1., daB

Da Db

ist. Dies ist gleichwertig mit
bDa — aDb a

3. 8) Da_ Db) _ [ bDa—aDb H[+ ¥ “ /f_?’- o
o " Y 5 ab 1 o 0 PR
b b
wobei y, eine willkiirliche Zahl ist.
Es folgt aus (3. 8), daB
D -‘;-
=0
)
b
d. b
a
3.9) D+ =0

ist. Daraus folgert man, daB %:y ist, wobei y eine willkiirliche Zahl ist.
Satz 3.2 Existieren fiir @ und b log @ und log b, so existiert auch log ab, und

es gilt
(3. 10) logab = log a+logb

BeweEls. Es ist
| [ Da _ [bDa
s o T 9,
"Db "aDb
] - ) [
ogh / / b

| Al o /'bDar ‘an_ " bDa+aDb = [Da_b_km 5
Slabinl en ol B~ g "~ THNNED o Tl

und so
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a

Satz 3.3 Existiert log a und log b, so existiert auch log b und es gilt
(3.11) log-;— = loga—logb.
BEwErs. Ist

_[ea_[_efz
c_. T %

dann gilt
o | s
Da Db  bDa-—aDb b
D('=—'—"'—= — = BT
a b ab a
-

Das ist gleichbedeutend mit dem Folgenden:

a

) pet

b a

c= | —— =log— =c = loga—logh.
Ll a b

y;
Satz 3.4 Der algebraische Logarithmus einer Zahl ist wieder eine (willkiirliche)
Zahl.

Ist ndmlich « eine Zahl, so ist

(3.12) loga=f%=_/0z=‘;.

Satz 3.5 Existiert log a und ist die Potenz a* fiir reelle ;. definiert, so existiert
auch log a* und es gilt

(3.13) log a* = Zlog a.

BEwEs, Zuerst setzen wir voraus, daBl 4 =n eine natiirliche Zahl ist. Dann
existiert

S(~
Rt
=

(3.14) a'=

immer und durch Anwendung der Formel (3. 10) erhidlt man:

n n
———

loga" = log(a.a...a) = Iog¢1+loga:i~ ...t+loga = nloga,

Um (3. 13) allgemein fiir alle Potenzen zu beweisen, miissen wir auf die Defi-
nition der Potenz zuriickgehen. Uber die Potenz a’ zu sprechen, falls 2 keine ganze
Zahl ist, ist im Allgemeinen sinnlos. Betrachten wir zum Beispiel f= {7 sin In ¢},
so hat f* keinen Sinn, da die Gleichung f=x? keine Losung hat (s. [1]).

Wir wollen hier uns weder mit dem (bisher ungeldsten) Problem der Existenz
der Potenz, noch mit den speziellen Fillen, in denen die Erkldrung der Potenz
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gelungen ist ([1]), beschiftigen. Wir begniigen uns mit dem Folgenden: Ist die
Potenz a* definiert, so muB sie die folgende Eigenschaften erfiillen:

(i) a* st eine stetige Operatorfunktion von 7,

(i1) a*tr=gigr,

(iii) a' =a.

Wir werden erst nachweisen, daB in diesem Falle die folgende Differentiationsregel
gilt:

(3:15) Da* = 4a*~'Da,

wobei D die algebraische Differentiation (und nicht die Differentiation nach dem
Parameter 2) bezeichnet:

Ist #Z=n eine natiirliche Zahl, so folgt aus (ii) und (iii) die Gleichung (3. 14),
also nach der Regel der algebraischen Derivation des Produktes folgt

(3.16) Da" =na""'Da.
Mittels vollstandiger Induktion folgert man aus (ii), dal3
(3:17) a**=(a*)
ist, falls n eine natiirliche Zahl ist.
Setzen wirin (3. 17) 2= ;: - und differenzieren wir beide Seiten, so ist auf Grund

von (3. 16)

» e, S
(3.18) DrruDla") =n(a"] Da",
woraus
_‘ | d -1
(3.19) Da* =—a" Da
n
folgt. Setzt man namlich in (ii) erst A=p=0, so gewinnt man a°=1 (a° =0 ist
unmaoglich), nacher sei in (ii) 4 = — 4, so bekommt man | =a®=a’a—*, d.h.
: 1
(3.20) at=—.
a

Aus (3. 18) folgt auf Grund von (3. 17) und (3. 20) die Relation (3. 19).

Sind m und » natiirliche Zahlen, so kdénnen wir Da" berechnen:

m L]m _l_ m-—1 l m_-_l_ l__l m ﬂ—l
Da” =Dla"_ :m[a" Da® =ma® " —a® Da=—a" Da.
n n
Es gilt also (3. 15) fiir positive rationale Exponenten. Ist » = — /4 eine negative
rationale Zahl, so folgt auf Grund von (3. 20):

| n"‘_Dl —Aa*~1Da

Da" =Da?**=D— =

< pery =—Ag=*-'Dg = ra"~ ! Da.
= 1

Wir haben damit (3. 15) fiir willkiirliche rationale Zahlen bewiesen.



Anwendung der Operatorenrechnung 237

Da a* eine stetitige Operatorfunktion ist, so besitzt sie die folgende Eigenschaft:
Aus r—rq folgt @ —~a™, ([2] S. 52, Theorem 11., (ii)) also gilt auch ra"~' —roa™-"'.
Es geniigt also
(3.21) Da" — Da™
fiir
r —*!’0

Zu beweisen.
Wir werden den allgemeineren Satz beweisen:

Satz 3.6 Ist die Folge von Operatoren a,, as,. ... . a,. ... konvergent: lim a,= a.
so konvergiert auch Da,. und es gilt N=tor
lim Da, = Da.
=

BEWEIS DES SATZES 3. 6. a, —~a bedeutet, daB ein Operator g = 0 existiert, derart,
daB die Funktionenfolge

(3.22) D)} =qa,

in jedem Intervall [0, 7] gleichmiBig konvergiert: f,(7)=f(7) fir n -, 0=t=T,
N

wobei a = ‘Lfi)—' ist. Ist p={p(r)} eine willkiirliche stetige Funktion aus der Klasse

¢, so konvergiert mit {f,(1)} auch {p(0)}{f(1)} gleichmiBig ([1]). Wir konnen
also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen, dall der Operator g
eine stetige Funktion aus der Klasse ¢ ist.

Differenziert man beide Seiten von (3. 22) algebraisch, so bekommt man:

(3.23) D(qa,) = a,Dq+ q(Da,) = {—1tf,(1)}.
Multiplizieren wir beide Seite von (3. 23) mit g:

(3.24) (qa,) Dg +q*(Da,) = {—1/(D}q.

d. h.

(3.25) q*(Da,) = { —1£(0} {g(0} — {f} { —19(D)}.

Ist f,(r) gleichmdBig konvergent, so konvergiert auch { —f,(7)} gleichmidBig gegen
{ —1f(1)}, also gilt nach dem schon vorher zitierten Satz

{160} {9(D} = {— (0} {9(1)}.
U0} {—1q(D] = { (D} { —1q(1)],
also konvergiert die rechte Seite von (3. 25) zu der stetigen Funktion

(Df)q —fDq.

und

Wir haben also bewiesen., dal}

_,M — ,DL£ =1)a

Da,
g5 q

ist.
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Es ist nun Satz 3.6. und auch die Behauptung
Da* = ia*~ ' Da

fiir willkiirliche reelle 4 bewiesen.
Keliren wir nun zum Beweis des Satzes 3.5 zuriick.

/'Da l/ia“"Da lfDa"‘
loga= =S Tl (e e Pl
i A, a’ AJ a

: DPak- . . LR ’
Es ist also [?z /loga d.h. log a* existiert. und es ist

loga*=/sloga w. z. b. w.
2. Wir gehen nun auf die Inversoperation des Logarithmus iiber.

Definition 3.2 Bezeichen wir mit W die Menge samtlicher existierenden Aus-

3 Da . e .
driicke der Form f b Wenn we W gilt, so existiert ein Operator a, so daf

log a=w ist. Wir werden diese Zuordnung, die zu w den Operator a ordnet, mit dem
Symbol

(3.26) a=g"
bezeichnen.

Es ist gestattet mit dieser Bezeichnung zu schreiben:
(3.27) loge™ ==w,

Satz 3.7 g1t w2 = gWigw2,

BEwEs. Ist x =¢"i1g"2, so ist auf Grund von (3. 10) und (3.27)

log x = loge*ie™? = loge*! +loge™? = w, +w,.
Dies bedeutet gemidlBl Definition 3.2, daB
X == gW1TNa

ist.

Satz 3.8 Ist B eine willkiirlche Zahl, so ist auch »=¢? eine willkiirliche Zahl.

BeEwEels. Man kann fiir eine willkiirliche Zahl % nach Satz 3. 4 log o = f§ schrei-
ben, also nach Definition 3. 2

x=gl,
Die Operation &¥=a ordnet einer Menge w, namentlich der Menge sdmtlicher
Agtpe Da . :
Operatoren b, fiir die Db = = gilt, den Operator a zu. Ist eine b Representante

dieser Menge, so konnen wir w = b+ f schreiben, wobei f§ eine willkiirliche Zahl
ist. Wir konnen also (3. 26) auf Grund der Siitze 3. 7 und 3. 8 in folgender Form
schreiben:

(3.28) a=e"*P =¢gb-gf = g®

wobei x eine willkiirliche Zahl ist. (s. [4). s. 191, Property 1V.)
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Satz 3.9 Es gilt die folgende Differentiationsregel:
(3.29) De* =g Dw,

. Da . Da :
Bewels. Es sei a=zg", also 1.-:[—;, dann ist Dw:;. So gilt

Dev=Da=a -i—a =g Dw,

4.§. Anwendung auf lineare Differentialgleichungen
Es sei die Differentialgleichung:
@) P@OyO@O P (YO + ... + P ()Y () + Po(1)y(1) = F(2)

gegeben, wo P(r) (i=0, ..., n) Polynome vom Hochstgrad m sind. Man kann (4. 1)
auch in folgender Form schreiben:

4.2) : :2"0 ‘ Zo 4, 1Y (1) = F ().

Wir setzen voraus, daB3 die Funktion y(7) in [0, ==) n-mal stetig differenzierbar ist.
Dann ist die Formel

(4. 3) (YO} = s {y()} =51 p(0)— ... — sy~ 2(0) — 3*~ D (0)

anwendbar, und so bekommt man statt (4. 2) die Gleichung

(4. 4) 2 2 a,(=1pDs"y—s"1y(0)— ... — y=1(0)] = {F(1)}
u=0v=0

oder

4. 5) S 3 b,,s"Diy=R(s)

v=0pu=0

wobei der Operator R(s) aus {F(¢)} und den von y freien Gliedern der linken Seite
von (4. 4) besteht.
Ist m =0, so geht die Gleichung (4. 1) in eine Gleichung mit Konstanten als
Koeffizienten iiber. (4. 5) wird in diesem Falle zu einer algebraischen Gleichung.
Wir setzen voraus, daB m=1, n=1 ist. In diesem Falle gilt

(4. 6) P() =a;—tf; (i=0,1,...,n
und (4. 5) erhilt die folgende Gestalt:
4.7 P(s)Dy+ Q,(s)y = R(s),

wobei P,(s), Q,(s) Polvnome von s mit dem Hochstgrad n sind.
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Dividiert man beide Seiten von (4.7) durch P,(s), so erhdlt man

2.6, _ R

4, ¢ = -
(4. 8) Dy + P.(s) P.)

Existiert der Operator

_|'9£]
(4.9) g - Pnl®)
so existiert auch der Ausdruck:

‘Qnt-‘l
(4. 10) g P |
Vorausgesetzt, dall der Operator

R(s) (&

4. 11 ——¢g Pn(®
: : P,(s)

algebraisch integrierbar ist, ist die Losung der Gleichung (4. 8):

» Qnls) < Qnls)
} = _'l Puls) .E._(_fl. lm
(4. 12) y=¢8 {f[P,,(s)g + 7¢-

Wir konnen uns davon leicht iiberzeugen. Durch Anwendung der Laplace-Transfor-
mation erhidlt man dasselbe Ergebnis. (In diesem Falle bedeutet aber s eine komplexe
Verinderliche, und D das Zeichen der Ableitung nach s.)

Wir werden im folgenden durch Beispiele zeigen, daBB die Anwendung der
Operatorenrechnung noch allgemeinere Ergebnisse liefern kann, als die Laplace-
Transformation.

Beispiel 4. 1. Es sei die Gleichung
(4. 13) ty'(+y() =Int+1

zu lésen. Diese Aufgabe ist im Buch [3] besprochen. Der Verfasser weillt nach,
daB die Gleichung (4. 13) unmittelbar nicht, aber mit Hilfe eines Kunstgriffes mittels
der Laplace-Transformation doch Idsbar ist.

Die allgemeine Ldosung von (4. 13) ist von der Gestalt

(4. 14) y=Int

Man kann aber mit Hilfe der Laplace-Transformation nur die partikuldre
Lésung
{4. 15) y=Int

: : y B oo :
gewinnen, da die Funktion y= : keine Laplace-Transformierte hat.

Kehren wir zur Losung von (4. 13) mittels der Operatorenrechnung zuriick.
Setzen wir nun voraus, dall die Lésung von (4. 13) ein Element der Gruppe
Lj""' ist. Es gibt dann eine natiirliche Zahl n= N und eine Funktion f¢&™, so daB

(4. 16) Biia [j-: { f |

0}
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ist. Es gilt dann nach Formel (2. 21)

n

Y@} =s{y®} — 2 yeas""

k=0
Also gilt

n—1

(4.17) @} =—-D{y®} = —{y(©)}—sD{y(1)} —lZ Taad ot

wobei 7, = (n—Kk)y,, ist.
Man erhilt so statt (4. 13) die Operatorengleichung

(4. 18) —sDy— 3 Yaus"* 1 ={Int}+{1} = {1+Ins}.
k=0
; . . ¢ ~t=ti1 1 o
Die rechte Seite von (4. 18) hat die Form {l +Int} = S e tin te @M,

Es ist also in der linken Seite von (4. 18) N=n=1 zu setzen. So nimmt (4. 18) die
Gestalt

log s
(4.19) — Dy —Fo,4 = — —f
v W ooy gt f . o Al o
an, da ll,-—--s- und {ln¢7} = — ——— —— ist. Man bekommt die letzte Formel
aus (3. 3)
i ; r logs |1
(4.20) {Inr] =]{-—t|nr} =‘/ it} logs ~_./ —sTlogs BT
Aus (4. 19) gewinnt man
logs 7o,
4. D 'R ] - —_—
(421) ) s? s

Also ist die Losung auf Grund von (4. 20)

logs _ -7
y:/‘-;% —%o.1logs = {Int} + -%—‘ A

Wir erhalten also (4. 14), wenn wir noch j, ; durch C bezeichnen.
Als zweites Beispiel 16sen wir die folgende Gleichung:

(4. 22) ') —@+D)y (@O +y) =0
(6, S. 427).
Man gewinnt aus (22) mit Hilfe der folgenden Formeln
O} = sy—(0),
{0} = s>y —sy(0)—y(0),
{0} = —D[s?y —sy(0) —y'(0)].
{—0y'()} = D[sy—y(0)] = y+sDy,

D 16



242 E. Gesztelyi

die Operatorengleichung:
(4.23) (s—s*)Dy+(2—-3s)y = —2y(0),
oder die mit s —s* dividierte Gleichung:

-2 2y(0)
s(s—])y_s(s—l)'

(4.24) Dy +

Wir konnen diese Gleichung mit der Methode der Variation der Konstanten losen:
Dy 2% . 3
y s@=1) s s-1°

Integriert man beide Seiten, so ergibt sich durch Anwendung der Formeln (3. 10)
und (3. 13):

(4. 25) logy = —2logs—log(s—1) = log LT

Es gilt also nach Sitze 3.1, 3.2, 3.3, und 3.5

v

(y ist eine Zahl). Die Variation der Konstante bedeutet hier, daB y als ein Operator
betrachtet werden soll, der im Allgemeinen keine Zahl ist,
Es ist also Dy <0, also ist

Dy 352 —2s

k%2i) =g6-0 Fe-DF "

Setzt man (4. 26) und (4. 27) in (4. 24) ein, so ergibt sich

(4. 28) Dy=2y(0)s
Die Losung von (4. 28) ist
(4.29) ? = y(0)s*+7,

wobei 7, eine willkiirliche Zahl ist.
Setzen wir (4. 29) in (4. 26) ein, so erhalten wir die Losung der Differential-
gleichung (4. 22):

_ yO)s*+y, _ »(0) V1

-3 -iz(s_—hl.)_ T s=1" s2(s=1) "

(4. 30)

= {y(0)e'} + {]-‘1 /fe" do drll = {¢,(t+1)+c,e'}
00

WO ¢; = — 7y, ¢ = y(0)+ 7y, ist.
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