Die Charakterisierung der Determinanten iiber einem
unendlichen Integrititsbereich mittels Funktionalgleichungen

Von GYULA GASPAR (Miskolc)

In einer vorigen Arbeit [2] haben wir ein Axiomensystem fiir die Determinanten
iiber einem beliebigen kommutativen Koérper der Charakteristik O gegeben — beste-
hend aus drei Axiomen — die je eine Eigenschaft der Determinanten im Zusammen-
hang mit den drei Verkniipfungen von Matrizen — ndmlich Addition, Multiplika-
tion und Operatorprodukt — mittels Funktionalgleichungen festgesetzt haben.
Nun werden wir beweisen, dal} diese Axiome die Determinanten iiber einem beliebi-
gen unendlichen Integritdtsbereich charakterisieren und daB sie voneinander unab-
hingig sind. Mit Hilfe eines Gegenbeispiels zeigen wir auch, daBl die Voraussetzung
der Unendlichkeit des Integritdtsbereiches unentbehrlich ist.

1. Es sei #=a,b, ... ein beliebiger unendlicher Integritdtsbereich. Wir bezeich-
nen mit 0, bzw. 1 das Nullelement, bzw. das Einheitselement von #, mit A, B, ...
Elemente des vollen Matrizenringes #, vom Grade n iiber #, mit 0, bzw. E =[]
die Nullmatrix, bzw. die Einheitsmatrix von #,, mit E, (a)€ #, eine Matrix, die
aus der Einheitsmatrix E=[d,] durch Ersetzung von J,, mit a€ # entsteht, mit
Py i,k dicjenige Matrix [py], in der py, =py,=... =pgy, =1 und die ibrigen
Py gleich 0 sind, wobei k,, k,, ..., k, eine Permutation von 1,2, ..., n bezeichnet.

Man kann leicht einsehen, daB fir die Matrizen P, ,,  und E,(a) die Matri-
zengleichungen

»

Piysa. aE @) = Ey(@) Pyyas s
(1. 1) Pyr1s. nEi(@) = Es;(@)Pyyyg. s
giiltig sind.
Unter den Zeilenkombinationen von A und B verstehen wir alle 2" Matrizen
in Z,, fir deren i-te Zeile entweder die i-te Zeile von A oder die von B genommen

wird (i=1, 2, ..., n). Entsprechend definieren wir die Spaltenkombinationen von A
und A.

2. SA1z. Ist ¢ eine Abbildung von R, in R, die nicht identisch gleich Null ist
und den Axiomen

(a) p(A+B) = Z¢(C),
(b) g(AB) = qg(A)g(B),
(¢) glad) = a"¢(A)
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fiir alle A, BER,, ac A geniigt, wobei in (a) iiber alle Zeilen- oder Spaltenkombina-
tionen C von A und B zu summieren ist, so ist q¢(A) die Determinante von A.

Den Beweis des Satzes fithren wir der besseren Ubersichtlichkeit halber nur fiir
n=3 durch, wodurch aber auch der allgemeine Fall geniigend beleuchtet wird.
Nach Bedarf machen wir aber auch einige erginzende Bemerkungen fiir den allge-
meinen Fall.

Wir beginnen mit der folgenden Behauptung:

(A) Es ist ¢(A)=0, wenn eine Zeile oder Spalte von A verschwindet.

Zuerst bemerken wir, dall man
(12 p(0)=0
aus (c) fiir @ =0 unmittelbar erhilt und aus der Voraussetzung, dal} die Abbildung

nicht identisch gleich Null ist,
(1. 3) F(E)=1
folgt. Somit gilt wegen P;.-J,i_‘h:E und (b):
7 (P:.:k:h)-_—'? (Priiars)™ =g(E)=1,

d. h.
7 (Py koky) # 0.

Daraus und aus den Gleichungen (1. 1) folgt nach (b), daB die ¢(E,(a)) einander
gleich sind:

(1. 4) 7(Ei(@) = g(Ezxa)) = ¢(Eza(a)).
Aus diesen Relationen erhalten wir nach (1. 2), daf
(1. 5) 7(E,(0))=0, (r=1, 2, 3)

i1st. wenn wir (b) auf die Faktorisation

E(0) E;5(0) E45(0) =0
anwenden.
Beachten wir, dall die Faktorisation

A=E,(0)4, bzw. A=AE,,0)

gilt, wenn die r-te Zeile, bzw. Spalte von A verschwindet, so erhalten wir nach (b)
und (1. 5) die Behauptung (A).
Nun beweisen wir die folgende wichtige Formel:

ayy ayy agyl)y o AP | a: 0 0
(B) q( ayy ay; a3l =¢q |0 a3, 0 +¢ 0 0 ay||+
\las, a3 asz)) 10 0 a,; |0 a;, 0
10 a, 0 0 a, 0 | 0 0 ay,
.;.q( a 0 0 )., ell0 0 ay||+qglla 0 O =
0 0 as, ay, 00 0 a;, 0
0 0 aa
+q(]0 @ 0
a;, 0 0
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Zu diesem Zwecke wenden wir (a) mit

0 ay, a; a;; 00
A= |ay; a;; a,s|, B=10 00
a31 Q3; Qzy 0 00

an. Wegen (A4) gilt:

lay ayx ay; 0 ay; ag
Pl|921 A2z Q23| = @3y A3p Az |+1¢

Ld3; d3; dz3)

0 ay; ay

dyy yy dya }

A3y A3; 33 0 a3, az;l

Diese Formel enstand unter Auszeichnung des Elements a,,, offenbar gelten aber
weitere acht dhnliche Formeln, die man je unter Auszeichnung der Elementea, ,, ..., @33
erhilt. Werden diese rechts wiederholt angewendet, so erhilt man schlieBlich auf
der rechten Seite nur Matrizen, die in jeder Spalte hochstens ein nicht verschwin-
dendes Element enthalten. Somit entsteht unter Beriicksichtigung von (A) die zu
beweisende Gleichung (B).

Nun zeigen wir:

(1. 6) (Ei(a))=a,
(1.7) (Ex@)) =1, (i#k),
(1. 8) (Px,kzkj]zl. bzw. —1,

Jje nachdem kg, k,, k; eine gerade oder ungerade Permutation von 1, 2, 3 ist.
Zuerst bemerken wir, dal man nach (¢) und (1. 3)

(1.9) g(aE)=a*q(E)=a’
erhiilt. Somit folgt nach (1.4) und (1.9) aus der Matrizengleichung
E,(a) E;s(a) Eyz(a) =aE,
dall mit einer im Integ-itédtsbereich # vorhandenen dritten Einheitswurzel o
(1. 10) ¢ (E,(a)) = oa. (r=1,2,3)
gilt. Wendet man nun (a) zur Bestimmung von
g(la+1)E)= q(aE+E)

an, so ergibt sich unter Beriicksichtigung von (c), (I. 3), (1. 10) und

a0 a0 100
0 a O|=E, (a)Eyz(a), [0 1 O)=E, (a)Ess(a), [0 @ O|=E,,(a)Eys(a),
001 00a 00 a

die folgende Gleichung fiir a:
(1.11) (a+1)® = a*+3p%a*+3pa - 1.

Gilt in (1. 10) ¢ # 1, so ist der Grad dieser Gleichung positiv, da in diesem Falle
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der Koeffizient von a gewiB nicht verschwindet,!) wenn die Charakteristik von %
nicht 3 ist. Daraus folgt, daB es nur endlich viele Elemente a <% gibt, fiir welche
in (1.10) g1 gelten kann. DemgeméilB ergibt sich?) fiir ein passendes Element
deA

‘I.l‘?} ({(E“(a—d)]——‘a—d, q(E|1(d)):d.

Dann aber erhalten wir auf Grund von

(a—d) 00] [d0OO] [a0O
0 10|+|looof=]010
o o1| [ooo 001

mit Ricksicht auf (a), (4) und (1. 12)
¢(E (@) = a—d+d = a.

Dies ergibt zusammen mit (1. 4) die Richtigkeit von (1. 6).
3

Ist die Charakteristik von # 3, so ist J'1 eindeutig bestimmt, und in diesem
Falle ist nur ¢ =1 mdglich.

Wir bemerken, daB3 das Beweisverfahren von (1. 6) bei beliebigen Grad n von
A etwas umstédndlicher ist. In diesem Falle kann man den Beweis von (1. 6) fol-
gendermalen eingehend darlegen.

Es sei die Charakteristik von # p=0 und p|n. Dann gilt die Gleichung

n=mp*,

wobei m =1, e =1 ganze Zahlen sind. Wir kénnen die Gleichung fiir ¢ in der Form.

n—1 n ! )
(1.13) E’ ll.(Qu-x__l)‘l,n--r___.0

i=1
schreiben.
Beachten wir die Relationen

n n
p'(')' (=12, ....p- 1) !’{( )
4 P

so erhalten wir, daB der genaue Grad der Gleichung (1. 13)

n—pe=ps(m-1)
ist., wobei auch
Qp“[m— 1 - l

vorausgesetzt wird.
Im Falle m=1 ist der Grad der Gleichung (1. 13) Null, aber es ist ¢ =1 fir
P(‘

n=p* wegen der Eindeutigkeit von V1.

') Hier wird n—1 fiir den Grad n von #,, vorausgesetzt. Das ist erlaubt, da in dem Falle n=1
die Richtigkeit unseres Satzes unmittelbar klar ist. (Ubrigens ergibt schon (1.10) in diesem trivia-
len Falle die zu beweisende Gleichung (1. 6).).

*) Man beachte, dall 7 ein unendlicher Integrititsbereich ist.
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Ist m =1 und wird auch g?*"-1 =1 erfiillt, so folgt aus dieser Gleichung und
aus der Gleichung pP"™m=1, (p‘m=n), daBl p?"=1, also wieder g=1 ist.

In allen anderen Fillen ist der Grad der Gleichung (1. 13) positiv, und man
kann das vorher gegebenen Beweisverfahren anwenden.

Die Anwendung von (a) auf A=E, B=FE,(a)—E, (i#k) ergibt nach (A4):

_ g(Ep(a))=q(E) =1,
womit (1. 7) bewiesen ist.

Da die Matrizen P, ;,, eine mit der vollen Permutationsgruppe von 1,2, 3
isomorphe Gruppe bilden, so geniigt es wegen (b) wenn wir (1. 8) fiir eine solche
Matrix P, ., beweisen, die einer Transposition entspricht. Nehmen wir z. B. P, 5.
Es gilt

Ey(—=DE (1) Ey(—1) Py = Ep(—1).

Wegen (1.6), (1.7) und (b) folgt hieraus ¢(P,,3) = —1, womit (1. 4) bewiesen
ist.

Nunmehr bezeichne (a, b, ¢) die Diagonalmatrix mit der Hauptdiagonale
a, b, c. Wegen (1.6), (b) und (a, b, ¢) = E,(a) E;,(b) E;3(c) bekommt man

(1. 14) ¢((a. b, c))=abc.
Da fiir 4 =[a,] nach (B)
p(A4) = Z ?((.au,v Aag,s au,)Pt.kgk,)
kikaoky
gilt, wobei tiber alle Permutationen k,, k,, k3 von 1, 2,3 zu summieren ist. so
folgt aus (b). (1. 14), (1. 8) die Ubereinstimmung von ¢(A) mit der Determinante
von A. Somit haben wir den Satz bewiesen.

3. Nun werden wir mit Hilfe geeigneter Gegenbeispiele zeigen, dall die Axiome
(a), (b), (¢) voneinander unabhingig sind.
Es sei # der Integritidtsbereich der Zahlen

m= 2> en
i=0

wobei e; (i=0,1,2,...,r) eine ganze Zahl, r eine nichtnegative ganze Zahl ist.
und 7 die Ludolf’sche Zahl bezeichnet. Wollen wir die Abhingigkeit der Zahl m
von einer beliebigen nicht-ganzen Zahl x zeigen, so konnen wir m =m(x) schreiben
Also schreiben wir m(n), bzw. m(n?) fiir x ==, bzw. fiir x =n2.

Es sei #, der volle Matrizenring vom Grade 2 iiber 2. Wir kénnen mit 4 = A(x),
(4 <£#,) die Abhéngigkeit der Matrix 4 von einer beliebigen nicht-ganze Zahl x
zeigen. Also schreiben wir A(n), bzw. A(n?) fiir x ==, bzw. fiir x =n>.

(G,) Die Abbildung
2.1 #1,2[A(m)] = det A(n?), (A(m)e2,)
genligt den Axiomen (a), (b), aber das Axiom (¢) ist fiir ¢, , nicht giiltig.

Wir erhalten ndmlich nach (2. 1) und unter Anwendung des einschldgigen

Satzes der Determinantentheorie, dal}
¢1.2[4 (%) + B(n)] = det[A(n?) + B(=?)] =

2 det C(n°) = X ¢y,2[C(m)]

Il
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ist, wobei in der ersten Summe iiber alle Zeilen-oder Spaltenkombinationen C(n?)
von A(n?) und B(n?) und demgemiB in der zweiten Summe iiber alle Zeilen-oder
Spaltenkombinationen C(m) von A(m) und B(m) zu summieren ist. Also geniigt
71,2 dem Axiom (a).

Nach (2. 1) und mit der Anwendung des bekannten Multiplikationsgesetzes
der Determinanten ergibt sich

71,2[A4 () B(n)] = det [4 (n?) B(n?)] = det A (n?) det B(n?) =
=71.2[AM®]gy 2 [B(@)],

also ¢, , geniigt dem Axiom (b).
Aber das Axiom (c) ist fiir ¢, , nicht giiltig, weil z. B.

o |_3[D(R)] ;éﬂth,z(f)

_ n0
D(n) = 0 n =nk

ist. Nach (2.1) erhalten wir ndmlich, daB ¢, ,[D(n)]=det D(r?)==* und
7y.2(E)=det E=1 sind.
(G,) Die Abbildung

ab
(2.2) ¢1,3(A) = perm A% ad + be, A = I:(_ d]’

geniigt den Axiomen (a), (¢), aber das Axiom (b) ist fiir ¢, y nicht giiltig.
Nach der Definition (2. 2) erhalten wir, daB
G134+ A") = (@ +a"Wd' +d)+ (b +b) (" +c") =
=(@d" +bc )+ (@d"+c'b")+(a"d +c"b)+(a"d” +b"c”) = Zg, 5(C)

o T s b A
Sl * T g o

sind und iiber alle Spaltenkombinationen C von A" und A” zu summieren ist.
(Nehmen wir die Glieder in der Summe in einer geeigneten Anordnung, so erhalten
wir, dal} iiber alle Zeilenkombinationen von 4" und A4” zu summieren ist.) Also
geniigt ¢, ; dem Axiom (a).

Wir bekommen auch, daB

7, 3(ad) = a*(ad +bc) = a* ¢, ;(A)

ist. also ¢, 3 dem Axiom (C) geniigt.
Aber das Axiom (c) ist fiir ¢, 3 nicht giiltig. Nehmen wir z. B. das Produkt

allo =Ll

und wenden wir die Abbildung ¢, ; an, so erhalten wir, daB3

L] wulls et (1]

ist, wobei

ist, wobei
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(G,) Die Abbildung
(2.3) Gra(A)=|det A|, (AER,),
geniigt den Axiomen (b), (¢), aber das Axiom (b) ist fiir ¢, 3 nicht giiltig.

Nach den bekannten Sitzen der Determinantentheorie und des Betrags erhal-
ten wir namlich, daB

det (4B)| = |det A-det B| = |det A|-|det B,
/det (ad)| = |a* det A| = a* |det A|,

()
et ([ 1]) = aet ([ o 1) ¢ e[ _?])+ e ?D Y

ist.

4. Nun werden wir zeigen, dalB wunser Satz nicht mehr giiltig sein muf. wenn
der Integrititshereich # endlich ist.

Ist der Integritdtsbereich # endlich, dann ist er ein endlicher Korper ([3], 70).
In diesem Falle bezeichnen wir ihn mit 3.

Wir nehmen jetzt den Kérper 3{ =0, 1, g, 02, der vier Elemente enthilt ([3],
S. 494., Satz 306., fir p=2,n=2).

Der Korper 3 hat die folgende Additions-, bzw. Multiplikationstabelle:

sind, also

+10 1 p g@? ¥ID.1 g @
010, T < g o> 0 . ¢ 0 0 0
111 0 20 , bzw. 1 |0 1 ¢ ¢@?
e 0 0 1 e |0 o @1
o Bkt B R |0 ¢*1 ¢

Der Korper 3 hat die Charakteristik 2: 2a =0, a€J{. Wir bezeichnen mit A, B, ...
Elemente des vollen Matrizenringes 3{; vom Grade 3 iiber 3i.

Es sei g, die folgende Abbildung von 3, in oN:
(3.1 go(X) = 3 XinX2:Xm,  (X=[xal€Xy),

—

kikz. ks

wobei Uber alle Permutationen k,, k,, ky von 1,2, 3 zu summieren ist.
Wir werden zeigen, daBl die Abbildung ¢, den Axiomen (a), (), (¢) geniigt
und go(X)Z det X ist.
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Nach der Definition (3. 1) erhalten wir fiir die Matrizen A =[a,], B=[b,]c N ;:

3.2 ¢go(A+ B) = ; kZ& (@yy, +byx,)* (g, + bay,)? (g, + bsy,)?.
Beachten wir, daBB die Charakteristik des Korpers i 2 ist, so wird
(3.3) vo(4+B)= 3 @i, + bie) @3 + b3e) @3k + B3y) =
ki ka. k3
= > ¢o(C),

wobei {iber alle Zeilen — oder Spaltenkombinationen C von A und B zu summieren
ist.

Also: ¢, geniigt dem Axiom (a).

Wir beachten nun, daB jede Matrix A <3{y sich folgendermaBen faktorisieren
laBe ([1]. 30.):
(3.4) A=B,DB,,

wobei die Matrizen B, und B, Produkte von Matrizen E,(7) sind und D =[v,],
(vi;=1 oder 0 fiir 1 =i=2 und vy; =v€N) eine Diagonalmatrix ist.

Jetzt wollen wir die Giiltigkeit von (b) beweisen.

Zuerst werden wir zeigen, dall die Abbildung ¢, dem Axiom (b) geniigt, wenn
die Matrix A4 =[ay], bzw. B=[b,] eine Matrix E, (1) ist:

(3.5) Fol Er() B] = ol E, ()]0l B),
bzw.
(3- 6} b U[AEFS(I)] z‘l'u(A)‘?'o[En(f)]-

Man kann sich ohne Einschrinkung der Allgemeinheit in dem Beweis von
(3. 5) auf den Fall r=1, s=2 beschrinken. Dann erhalten wir nach (3. 1), dal}

Y _ 3.3 2
(.\_7) VO[EII(”B]: Z (bu,'ﬁ"!bu,) bll;b.!k,;L
ky.kz. ki
2 22 42 2 3 .2 .3
= 2 bubu,bs,+1" > b b, b,
ki, ka2, ky ki ka, ky

ist, weil der Koérper o{ die Charakteristik 2 hat. Aber

> biﬁ.bik;”ih,‘zos
ki ks, ky
weil in der Summe neben jedem Glied b3, b3y, b3, auch das Glied b3y, b3, bis,
vorkommt und
bgk,bghbih+b§k3h§k.b§:._. = 2b§k.b§hb§ﬁ_\ =
1st.
So bekommen wir, daB _

‘TO[EH(’)B]:‘}O(B)

gilt. Aber nach (3. 1) ist

(3. 8) gol Era(N] =1

und somit beenden wir den Beweis von (3. 5).
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Der Beweis von (3. 6) ist dhnlich.
Wir beachten nun die Faktorisationen

4=B{"D,B!", B=B{"D:B*.
Nach (3. 5) und (3. 6) erhalten wir:
(3.9) golAd)= ‘J’-n(Dl ), go(B)=qo(D,),

wobei hochstens nur das letzte Element in der Hauptdiagonale von D, bzw. D,
von 0 oder 1 verschieden sein kann. Auf dhnliche Weise bekommen wir:

(3. 10) 70(AB) =qo(Dy B" B’ D).

Jetzt zeigen wir, daB
(3. 1) 7 o(DC) = go(D)go(C)

gilt, wobei D =(e,, e,, v) eine Diagonalmatrix ist, in der ¢; nur 0 oder 1 ist (i=1,2)
Und I?GE\’{, C=[ci|¢]€3{\3 Sind.

Es gilt ndmlich nach (3. 1), daB

¢o(DC) = {2,‘ (eyc1x,)? (€3 021,) (ve3y,)? = etedv?go(C)

und i
(3.12) 7o(D)=e?e3v?
sind.

So erhalten wir aus (3. 10) nach (3. 5) und (3. 11):

(3.13) go(Dy B B{Y D3) = qo (D1 D>).

Schreiben wir:
) (elli |’ E,121 1’ vy), D2 =(et12]. elzz}. 2),
dann ist
DyD>= ('6"1“9{122 6"2“8{22), vy2).
Nun bekommen wir nach (3. 12):
(3. 14) To(DyD3) = qo(Dy)go(Dy).

Die Abbildung ¢, geniigt also dem Axiom (b) wegen (3.9), (3. 10), (3.13)
und (3. 14).
Aber die Abbildung ¢, geniigt auch dem Axiom (c¢). weil wir nach (3. 1)

go(td) = 3 (tay,)*(tay,)* (tay,)? =
ki ka ks
= ¢° ¥ o afniaihaih = f"f;'u (A)
ki kz. k3
wegen 7°=¢* erhalten. (Im Korper 3 ist 1°=¢*=0 oder t°=r*=1!)
Endlich bemerken wir, daB ¢o(A4) £ det 4 gilt, weil z. B.

‘ 7ol Ey1(0)] = 0% #det E,y(0) =0
1St.
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