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Uber die de la Vallée-Poussinschen
Mittel allgemeiner Orthogonalreihen

Von LASZLO LEINDLER (Szeged)

Es sei {¢,(x)} ein im Grundintervall (a, b) orthonormiertes Funktionensystem.
Die n-te Partialsumme, bzw. das n-te de la Vallée-Poussinsche Mittel der Ortho-
gonalreihe

(1) > eapa®)
wird mit s,(x), bzw. V,(x) bezeichnet, d. h. ist

5,4+ .. ¥ 859 (x)
= '

50 = 3 an@), V@)=
v=0

Es sei {w,} eine solche positive, monoton nichtabnehmende Zahlenfolge,
welche im Falle

o Y S
_2 Cy Wy < o0
n=0

die (C, 1)-Summierbarkeit der Reihe (1) in (a. b) fast tuberall derart sichert, daB}
die Betridge der (C, 1)-Mittel der Reihe (1) unter einer quadratisch-integrierbaren
Funktion bleiben. Im Folgenden bezeichnet f(x)€ L*(a, b) die durch den Riesz—
Fischerschen Satz der Reihe (1) zugeordnete Funktion.

K. Tanporrt [3] hat den folgenden Satz bewiesen:

Es sei {4} eine positive, monoton ins Unendliche strebende Zahlenfolge mit

A(l o )1y
,-k
Ist

1 : i
: ] = o‘—,—), fir welche die Folge )5 ( von unten konvex ist.

dann gilt f(x)— V,(x) = o, ; J fast tiberall, und besteht 4,/ f(x)—V,(x) = F(x)

(a=x=b) mit einer F(x)¢€ L2

In dieser Note werden wir u. a. diesen Satz von K. Tandori verschirfen. Wir
beweisen nidmlich die folgenden Sitze:
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Satz 1.%) Es sei {l,} eine positive, monoton nichtabnehmende Zahlenfolge mit
Iyaiy=lnss=...=lsus:. Ferner sei {c,} eine Zahlenfolge mit der Eigenschaft

0
2 el <o,
n=0

Ist die Reihe
(2) Z:)(',,!,,q"(.\')

auf einer Menge E < (a, b) (C, |)-summierbar zu f(x), so approximieren die de la Vallé e-
Poussinschen Mittel V,(x) der Reihe (1) die Funktion f(x) auf E fast iiberall mit dem
Anndéiherungsgrad 1,7, d. h.

Vn (’f) —f{\) — O.t( :) 3

Satz 1. Sichert die Bedingung

3) Scgi<=  (g.=1)
!l=0

die (C, 1)-Summierbarkeit der Reihe (1) fiir jede die Bedingung (3) erfiillenden Koef-
fizientenfolgen {c,} auf einer Menge E —(a, b) fast iiberall, so folgt aus dem Erfiillt-
sein der Bedingungen

Sciod<o und =y,

n=0

daf} die de la Vallée-Poussinschen Mittel der Orthogonalreihe (1) auf E fast iiberall
mit dem Anndherungsgrad

4 Va(x)—f(x) = o, (}:—)

approximieren.

Der folgende Satz behauptet, daB3 die (C, 1)-Summierbarkeit garantierende
Folge {o,} in gewissem Fall unnétig ist.

“) Wir erwihnen, daB dieser Satz und ebenfalls die folgenden Sitze auch auf die soge-
nannten Riesz—de la Vallée-Poussinschen Mittel:

) 201 (A(r+1)—A(r)) sul(x)
Va({2(m}: x) = Z 2(2n)— An)

v=n

(wobei Z(w) (w=0) eine positive, im strengen Sinne wachsende Funktion mit A(0)=0 und
(1)~ <) mit sinnmiBigen Anderungen gelten. Analoge Siitze konnen wir in der Arbeit [2] finden.
die sich auf Rieszschen Mittel beziehen. Aus diesen Sitzen und aus den Ergebnissen der vorliegen-
den Note kann man die nétigen Anderungen unmittelbar sehen.

Wie es aus dem Beweis des Satzes 1 ersichtlich sein wird, insofern wir auch die Majorisier-
barkeit der (C, 1)-Mittel, durch eine quadratisch-integrierbare Funktion, erfordern, dann gibt es
eine quadratisch-integrierbare Funktion F(x) mit der folgenden Eigenschaft: /,| V.(x) —s(x)| = F(x).

Analoge Behauptungen kénnen wir auch in den folgenden Sitzen bestimmen.
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Satz IIl. Gelten

k
(5) U =Hps, und _Z;Jui = 0(u3,).
dann folgt schon aus der Bedingung
(6) 2 Cabn =<

daf die Mittel V (x) der Orthogonalreihe (1) in (a, b) fast iiberall mit dem Anndherungs-
grad (4) approximieren.

Die Spezialfdlle y, =n' mit y =0 und g, =¢" mit ¢ =1 des Satzes [II verdienen
eigens ausgesprochen zu werden:

Unter der Bedingung

D cintt <o, bzw., J ciq*"<o
1 n=1
gilt die Beziehung

Va(x) —1(x) :0(%) bzw. Vo (x)—f(x) = o(qi)

Gewisse Sitze gelten fiir die GroBenordnung der Mittel V,(x) der Orthogonal-
reihe (1).

Satz IV. Es sei {l,} eine positive, monoton nichtabnehmende, ins Unendliche
strebende Zahlenfolge mit I,.,, =lyn,,=...=l,.... Ferner sei {c,} eine Zahlenfolge
mit der Eigenschaft

j {‘l%!ll <o
n=0

Ist die Reihe

) S culy 1 gu(x)
n=10

auf einer Menge E  (a, b) (C, 1)-summierbar, so folgt fiir die Mittel V (x) der Reihe
(1) auf E fast iiberall die Abschitzung

(8) Vn(x) - Ox(fln)'
Aus dem Satz IV ergibt sich der folgende

Satz V. Sichert die Bedingung (3) die (C, 1)-Summierbarkeit der Reihe (1) fiir
Jjede die Bedingung (3) erfiillenden Koeffizientenfolgen |c,} auf einer Menge E ~(a. b),
so folgt aus den Bedingungen

-

9 2 Cava<oo, o cluts od %o o
n=0 Vn Tn+1 T

fiir die Mittel V(x) der Reihe (1) auf E fast iiberall die Abschétzung

Q-ln
V,(x)= i
” (") P ( ?-lm)
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In einem vorigen Aufsatz [2] hat Verfasser dhnliche Sidtze fiir die Rieszschen
Mittel bewiesen; die vorliegenden Sidtze werden wir dhnlicherweise beweisen.

§ 1. Hilfssiitze

Zum Beweis der Sitze werden wir einige Hilfssiitze vorausschicken.

Hilfssatz 1. Sind {u,} eine beliebige Zahlenfolge und {1,} eine positive, mono-
ton nichtabnehmende Zahlenfolge mit /..., = ... = iyn+1, 50 folgt aus der Konvergenz
der Folge der 2"-ter Partialsummen s5. der Reihe Xu,l, die Konvergenz der Folge
der 2"-ter Partialsummen s,. der Reihe Zu,, und gilt die Beziehung

1
Syn—38 = 0| -——
n=s = o),

wobei s der Grenzwerl von §,. isi.

Hilfssatz II. Es sei {u,} eine beliebige Zahlenfolge und {4, eine positive, monoton
nichtabnehmende, ins Unendliche strebende Zahlenfolge mit /.., =...=A+1.
Dann folgt aus der Konvergenz der 2"-ter Partialsummen s,. der Reihe Xu, ;"' die
Abschdrtzung

2n
2 Uy =0(4z).
k=0
Diese Hilfssidtze wurden in [2] bewiesen.

Hilfssatz LIl. Damit die Orthogonalreihe (1) mit Xe¢} < == auf einer Menge E
fast iiberall (C. |)-summierbar sei, ist notwendig und hinreichend die Konvergenz der
Partialsummen s,.(x) auf E fast iiberall.

Dieser Hilfssatz wurde von S. KAczmarz [1] bewiesen.

Hilfssatz 1V. Gilt (5), dann folgt aus der Bedingung (6), daf die Partialsummen
5,.(X) der Reihe (1) in (a. b) fast iiberall mit dem Anndherungsgrad

; 1
(1. 1) $2a(X)—f(x) = 0..;(*-)
Mo,
approximieren,

BeEwers. Nach (5) und (6) gilt

b
g f [0~ dx = Spd, 3 o=

n=0 k=241

- 2m 1 m
.~ S~ o ~ 2
< P & 2 g = 2 .S Ck 2 Hin =
n=0 mzupk=2my ] m=0k=2m41 n=0
- Im+ 1
-l 2
=0 2 4. 2 ==,

m=0 k=2m4



278 L. Leindler

also konvergiert dic Reihe

“é(; .U;., [Szn(“') _f(‘-)]z

in (a, b) fast iiberall, und so besteht (1. 1) fast tiberall.
Damit haben wir den Hilfssatz IV bewiesen.

Hilfssatz V. Es sei {4,} eine positive, monoton nichtabnehmende Zahlenfolge.
Dann folgt aus der Bedingung

(1-2) 2(‘323-&00
n=0
die Abschdtzung
; 1
(1. 3) Vi(X) =~ $3u41(x) = Ux(-._)
"

fiir jedes n und k mit 2" =k =2"*1 in (a, b) fast iibrall.
Beweis. Offenbar ist

Vo) = s5,(x)+— 2 @n—=k)eyqu(x);
Ng=n+1
daraus ergibt sich mit einfacher Rechnung die folgende Abschitzung:
b
< 92 < 1 ] '_",ﬂtl n 2 2
Z lzrl\/\[]”,pl(.\')—SZ'I(.\')IZ dx = 2 Agn Ty 2 (2 = —Jt) Cp =
n=1 n=1 27 k=2ns1
_— 5 PLED! %
— 0(1) 2 AEH Z f}: = ©o,
a=1 k=271

So ergibt sich durch Anwendung des B. Levischen Satzes, daf3 dic Reihe

(W

P30 [Van(x) = s20 (¥)]

n=1

fast iiberall konvergiert, also fast iiberall

|
(1. 4) E= T ox(;.—)
gilt. 2

Mit einfacher Rechnung ergibt sich weiterhin nach (1. 2)

b

aen [ (Va(x) = Va1 (x))’ dx =

a

[\4 3

]
te

= 2n-3 n2

2 1 2 2 2% 3 L 3 ]

= D ln'N\—— >k ex+—=cm-2+— -1 =
oy il n—12 = n2 " n? " j

= ; 2n-1 - -
—om 215 20 F <

n=2 n k=n n=1
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Daraus folgt, daBB die Reihe

j" A2 (V,(x)—= Vo1 (x))?

s

fast tiberall konvergiert, und so gilt

2mas
(1. 5) zZ A2 (Vo (x)— V1 (x))* = 0,(1)
R=2mi4 ]
fast iiberall.
Es sei 2" <=n=2m+1_ Dann ist nach (I.5)

| 2m+1
[Va(X) = Vamer (x)| = .'k_Zl (Vk(-‘-')— Vk—l('r))‘ =
met 1
(1. 6) = s:§1 Vk A (Vi(x)— Vi— (X)) Vi =

2m+1 1/2 2m 41 l 1/2 I l
~—— c)2 ) — )2 >y el - = -
= {k=;+l kiF(Vi(x) = Vi—1(x) } {:.-zz'»"--'ﬂ k} 59 Of‘(i.,,)

fast tiberall.
Auf Grund von (1. 4) und (1. 6) ergibt sich die Relation (1. 3), wie wir es be-
hauptet haben.

§ 2. Uber die Approximation mit de la Vallée-Poussinschen Mitteln

BEWEIS VON SATZ I. Aus den Bedingungen des Satzes I folgt nach dem Hilfs-
satz 111, daB die 2"-ten Partialsummen der Reihe (2) auf der Menge E fast iiberall
konvergieren: so koénnen wir den Hilfssatz I fiir die Reihe (2) anwenden. Daraus
ergibt sich auf E fast iiberall der Anniherungsgrad

. : 1
2. 1) Sam(X) —f(x) = ox(—!- )
2m+1
Nun wenden wir den Hilfssatz V mit 4, =/, an. So ergibt sich die Abschitzung
1
(2.2) Va(X) —Same1(x) = ox(-—)
Ly

fiir jedes n und m mit 2™ <=n=2"*+1 in (a, b) fast iiberall. Aus (2. 1) und (2. 2) ergibt
sich die Behauptung des Satzes I.

Bewrls vON Satz 11, Es sei
fia = famsy fUr 2" 1=n=2m+1,
Nach den Bedingungen des Satzes ist die Reihe

(2. 3) Z Crlin P (X)

n=1
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auf der Menge E fast iiberall (C, 1)-summierbar; daraus ergibt sich nach dem Hilfs-
satz III, daB die 2"-ten Partialsummen der Reihe (2. 3) auf £ fast iiberall konvergie-
ren. Dann wenden wir fiir die Reihe (2. 3) den Hilfssatz I an, so bekommen wir.
daB auf der Menge E fast iiberall

2.4 ) = o_t(.—]—) . (_‘)
,Uz-n 1 )“Z”'

gilt. Durch Anwendung des Hilfssatzes V mit 4,=pu, ergibt sich

(2.5) V(X)) = S53me1(x) = ox(;:—-)

im Falle 2" <=n=2"*" in (a, b) fast iiberall. Aus den Abschitzung (2. 4) und (2. 5}
folgt die Beziehung (4).
Damit haben wir den Satz Il bewiesen.

Bewels von Satz Il Durch Anwendung des Hilfssatzes IV ergibt sich die

Abschiitzung
1
Sam(X)—f(x) = ox( )
am(X) = f( e

2am

in (a, b) fast tberall. Auf Grund von (6) konnen wir den Hilfssatz V mit 24, =pu,
anwenden und so bekommen wir die Beziehung

Vo (x)—s3ms+1(x) = ox( : )
Hp

fiir jede m und n mit 2" <=n=2"*! in (a, b) fast uberall.
Aus den Obigen folgt die Behauptung des Satzes III.

§ 3. Uber Abschitzungen fiir de la Vallée-Poussinschen Mittel

BEwEIs VON SATZz IV. Nach dem Hilfssatz 111 ergibt sich, daB die 2"-ten Par-
tialsummen der Reihe (7) auf der Menge E fast iiberall konvergieren. Also konnen
wir den Hilfssatz II fiir die Reihe (7) anwenden, daraus folgt die Abschitzung
(3' l) szrl(-\') == ﬂx(izﬂ)

auf E fast iiberall. Ferner ergibt sich mit einfacher Rechnung die folgende Ab-
schitzung:

b
o ’ . Tl S i< 2 3
b / (V) =s22(0)’dx = S lii— I @*'-b'c =
n=1 . n=1 2% k=241

=DM 52 B
n=1

k=241
so ergibt sich durch Anwendung des Satzes von B. Levi, dal3
(3.2) 520(X) — Vau(x) = 0,(l30+1)
in (a, b) fast tberall gilt.
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Ahnlicherweise folgt:
b
2 "z_nz'"f(V,(-l')— Vo1 (x) dx =

Fos 1 In-3 2 22 Con_
K eppiietl
{ Z e+ g Can-2+— 3

= ”Z nelze ~ 7 o} 30
- ] Zu 1 2 i R
- 0(1) j_ ZN Z L = O(I] Z(‘nfﬂ"‘
n=2 N k n=2

P N0 = Vs GO =0y (D)
1

fast iiberall.
Es sei 2" <=n<2m*! Dann besteht
[V, (x) = Viym(x) = §* I{k(lf’(\‘l 1 (Jk’))ﬁl
P el 2 bty T k k-1 Vi

2m+t g 1/2 2met 12
‘:{ 2 2 (Vl(“)_' Vt |(x})2} { 2 k_} !2n -z ﬂx("z“)-
2k k=2m4 1

k=2m41

Aus (3. 1), (3. 2) und (3. 3) ergibt sich die Abschitzung (8), was zu beweisen war

3.3)

BewEels voN SATZ V. Es sei

[, = 8m g gmop=omen,

A
i zil! + 1

Auf Grund der Bedingungen (9) besteht

!
o 25=2 2 . 2% < 2
2 Cala Q,’:"E,——% Z‘"- <o,
n=0 n=0 - n=0
so ist die Reihe
E In ‘Fn(r)

auf der Menge E (C, 1)-summierbar. Durch Anwendung des Satzes 1V mit /, =/

i4n

ergibt sich
V(%) = 0,(l,) = 0 (_";z)

auf der Menge E fast iiberall.
Damit haben wir den Satz V bewiesen
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