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Eine allgemeinere Methode in der Theorie
der Funktionalgleichungen, IV*

Von E. VINCZE (Miskolc)

Im folgenden wollen wir noch zwei weitere Funktionalgleichungen von Typus

(8) Fx+3) = 3 G0H, ),

und zwar die Gleichungen

(8. a) F(x+y) = F(x)+ F(»)+G(x)H(y)+ G(y) H(x),
(8. b) Fix+y) = F(xX)+ F(»)4+G(x)G(y)+ H(x)H(y)

(voneinander unabhingig) behandeln. Wir kénnen auch diese als Verallgemeinerun-
gen der Cauchyschen Funktionalgleichung

F(x+y) = F(x)+ F(y)
betrachten,
Es sei noch erwiihnt, daB diese Gleichungen z. B. bei der Losung der Funktional-
gleichung')
S(x+y)+f(x—y)—2f(x) = 2g(x)h(y)

vorkommen, die eine Verallgemeinerung der von G. N. SAKOwITSCH behandelten
Funktionalgleichung

Sx+»)+f(x—p)-2f(x) = 2|y|g(x)

ist. — Die Beispiele der Gleichungen (8. a) und (8. b) werden auch zeigen, dal} mit
unserer Methode auch Gleichungen der Formel (8) mit grolerer Gliederzahl gelost
werden konnen, die technischen Schwierigkeiten sich aber dann rasch anwachsen,
besonders wenn die gegebenen Gleichungen schon a priori ,,zu symmetrisch™ sind.

Wir beniitzen auch jetzt die in den vorigen Paragraphen schon eingefiihrten
Bezeichnungen. Es sei Q, auch weiter eine beliebige Abelsche Gruppe und es bezeichne
O eine Menge der komplexen Zahlen. Es sei weiter Q6 eine beliebige Abelsche Halb-
gruppe (mit oder ohne Einselement ).

*) Die vorliegende Arkeit ist eine Forsetzung der in Publ. Math. Dechrecen, 9 (1962), 149163
und 314 —323, bzw. 10 (1963), 191 —202 erschienenen Mitteilungen. Die Numerierung der Formeln,
Sitze und Literaturangaten (vgl. die beiden ersten Mitteilungen) ist fortlaufend.

1) Vgl. die Arbkeit .,Uber ecine gemeinsame Verallgemeinerung zweier Funktionalgleichungen
von Jensen™ in dieser Zeitschrift auf den Seiten 326344, Dort gelang es aker diese Gleichung
allein mit dem Hilfe der Funktionalgleichung (8. a) zu losen.
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§8
Zuerst behandeln wir die Funktionalgleichung
(8. 1) F(z, %z;) = F(z,)+ F(z,)+ G(z,) H(z,) + G(z,) H(z,),

[21. 22, 21 %22, € Qo5 F(2), G(2), H(z): Qo — 0],

die also nur drei unbekannte Funktionen enthilt. Bei der Lésung dieser Funktional-
gleichung, wie wir das sehen werden, muBB man eine lange Reihe der Funktional-
gleichungen l6sen, die alle je einen Spezialfall der Gleichung (8. 1) bilden.

Es gilt der

Satz 8. Die allgemeinsten komplexen Losungen der auf Q, geltenden Funktio-
nalgleichung (8.1) sind die folgenden Funktionen:

(gy) F(z) = ¢(2),
G(z) beliebige komplexe Funktion,
H(z) = 0;

(g2) F(z) = 29 (2)* + ¢,(2)92(2) + ¢3(2),

G(z) = ¢4(2),
H(z) = 3a¢(2)* + ¢2(2):

(g5) F(z) = 2af[Y(2) = 1]+ By ()P (2) + 72(2),
G(z) = a[yY(2)— 1]+ ¢, (2)¥(2),
H(z) = ply(z)—1]:

(g4) F(z) = 2038y (2) — 1] —afg,(2)* + ¢1(2),
G(2) = 2?[Y(2)— 1] —ag,(2),
H(z) = af[Y(2) — 1]+ Bopy(2);

(gs) F(z) = 2a?y[yy(2) — 1] —2p2*y[¥2(2) — 1] + ¢(2).
G(z) = ay[Y,(2) — 1]+ By[va(2) —1],
H(z) = o[y,(2) — 1] = B[¥a(2) —1];

wobei ¢(2), p(2) (v=1, 2, 3) bzw. Y (2), ¥, (2) (n=1,2) den auf Q, geltenden Funk-
tionalgleichungen

(8.2) (2, %23) = @(z))+ ¢(2,), [vgl. (6.2)]
(8.3) Wz, %25) = Y(z)¥(z,) [vgl. (6.3)]
[:, 23,21 %23€Q00; ¢(2), p2) (v=1,2,3),¥(2), ¥, () (=1, 2): Qo ~ Q]

geniigende, sonst aber beliebige komplexe Funktionen bezeichnen und a, 5. v beliebige
komplexe Konstanten sind. Weitere Losungen sind noch diejenige Funktionen F(z).
G(z), H(z), die aus den vorigen mit der Vertauschung der Funktionen

(g) G(z)—~H(z)

herriihren. Es gibt keine andere Lisung.
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Auch mehrere von den vorigen Siitzen brauchen wir zum Beweis des ausge-
sprochenen Satzes 8 und iiberdies miissen wir auch noch einige Hilfssdtze voraus-
schicken, die zum Beweis verwandt werden. Diese Sitze werden aber in wesentlich
allgemeinerer Form ausgesprochen, als wie wir sie hier momentan brauchen.

Hilfsatz 1. Das auf Q, geltende®) komplexe Funktionalgleichungssystem

(8.4) G(zy ¥23) = G(z))+G(z;)+a,G(z,)G(z;) +
+a,G(z)H(z,) +a3G(z,) H(zy) +agH(zy) H(z,),
(8. 5) H(z, %z,) = H(z))+ H(z;) +asG(z,)G(z,) +

+agG(zy)H(z3) +a-G(z,) H(zy) +agH(z,) H(z,)
[-'-': , 22,21 %23 € Qy; G(2), H(2): Qo“Q]

kann ein voneinander linear unabhdngiges®) Losungspaar G(z), H(z) nur dann besitzen,
wenn die Relationen

01363, d’ﬁ—_ag,
a, as Uy ag—dg | las a;—ag

L] ' . ]
a, ag | a, a,—ag | |ag Gy —ag |

=0

fiir die Konstanten a, (v=1, 2, ..., 8) erfiillt sind.
Bewris. Einerseits, wegen der Kommutativitdt der Operation z, % z,, gelten
G(zy%2z;) = G(z,%2y) und H(z, %z;) = H(z; %z,),
d. h. auf Grund von (8. 4) bzw. (8. 5) ergeben sich
(a; —a3y)[G(z,) H(z;) — G(z,) H(z,)] = (as—ay)A[G (zy), H(z,)] = 0,
(ae —a7)[G(zy) H(z,) — G(z3) H(z,)] = (ae —ay)4[G(zy), H(z,)] = 0,

und da die Funktionen G(z) und H(z) nach unserer Voraussetzung voneinander
linear unabhingig sind, gilt auch

A[G(z)), H(zy)] # 0,
wonach schon a, —a; = a, —a, = 0 folgt.
Andererseits, wegen der Assoziativitit der Operation z, # z,, gilt auch
Gl(z; %0) %22] = Gz, *({ %22)],
d. h. laut (8. 4) erhalten wir die Gleichung

Gz, * *:)[alc(:z) +a,H(z;) + l] + H(zy % C)[azs(:z) +04H(:z)] +Gl(z;)=
=G({ 5‘.‘:':2)[‘1|G(:1)+“2H(:1} + ]] + H({ * :;)[026(21) +04H(:1}] +G(z).

*) Zum Beweis dieses Satzes brauchen wir nur die Kommutativitdt bzw. die Assoziativitiit
der Operation z, = z2, also nur die Eigenschaften einer beliebigen Abelschen Halbgruppe, trotzdem
sprechen wir den Satz auch hier der Einheitlichkeit halber beziiglich der Gruppe Qo aus.

*) Hier und auch im weiteren versteht man unter der linearen Unabhédngigkeit der Funktio-
nen G(z) und H(z) auBer G(z)= cH(z) (¢=konst.) natiirlich auch, daB G(z,) H(z:) =0 gilt.



286 E. Vincze

Das konnen wir auch in die Form

A[G(Zl "*C)- 010(22)]+A[G(21 *C)s azH{:z]]+A[G(:| A";)» ]]‘|'
+A[H(:] *C). 026(:2)] + A[H(:| ‘*’l:). ﬂ,,;H{:z]] "‘A[l. G(:Z)] -_— 0

schreiben. Nach (8. 4) und (8. 5) bzw. nach der Eigenschaften der Determinanten-
funktionen rechnen wir folgendermalfien:

A[G(z)+ G () +a,G(z))G() +a,G(z)) H) +a,G(O) H(z,) +
+a,H(z,) H((), a,G{::]] +

+4[G(z1) + G(0) +a,G(z) () +a,G () H() +a,G (O H(z,) +
+aygH(zy)H(). ay H(z,)] +

+A[G(:l)+G(C)+alG(:l)G(£)+azG(:,}H(§) +a,G()H(zy)+a H(zy) H(Q). I] +

+A[H(zy)+ H() 4+ asG(z,) G({) +agG(zy) H() + agG(O) H(zy) +
+agH(z)H((), a,G(z,)] +

+A[H(zy) + H() +asG(z,) G({) +aeG(z,) H(O) +agG(O) H(z,) +

+agH(z ) H(Q), agH(z;)] +4[1, G(z,)] =
= —a,G(0)A[G(z)), 1] - a,a,G(O)A[G(z,), H(zy)] —a,a, H(O)A[G(z,), H(z2)] +
+a,4[G(zy), H(z;)| —a,G(O A[H(z)). 1]+ a,a,G (D) A[G(z,), H(z,)]

+a3H(Q)A[G(zy), H(z))] +4[G(z)). 1]+ a, GO A[G(z), 1]+ a, HO A[G(=). 1] +
+a,G(OA[H(z), 1] +a, HOA[H(z)), 1] -
—a,A[G(z)), H(z,)] —a, HO)A[G(z)). 1] —

—a,asG(0)A[G(z,), H(z,)] —a,as H(O) A[G(z,), H(z,)] —
—a,H(OA[H(z)), l]+a4asG{§)A[G(:1), H(z,)]+

+asacH(O)A[G(zy), H(z,)] —A[G(z,).1] = 0,
d.h.

(8.6)  [(asas—a,as)G(0) + (a3 —a,as —asas +azae) H()]A[G(z,), H(z,)] = 0.

Da die Funktionen G(z) und H(z) nach unserer Voraussetzung voneinander linear
unabhingig sind, ergeben sich

: a; as|
(b.d?) A 06I_0
un

la, a;—ag |
(8. 8) | il
a, a—ag|

Ahnlicherweise bekommen wir auf Grund
H[(zy ¥ % z;] = H[z; % % z,)]
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die Gleichung
(8.9) [(asas —aea,) H(O) + (ak —agas —aga, +asa,)G (C)]A[H(:l), G(z;)]=0.
Es sind nédmlich die Funktionalgleichungen (8. 4) und (8. 5) beziiglich der Funktionen
G(z) und H(z) in dem Sinne symmetrisch, dall wenn wir

G(z)«+H(2), a,~ag, a)(=ay)~ral(=a,), as~as

in (8. 4) gleichzeitig austauschen, erhalten wir die Gleichung (8. 5) und umgekehrt.
aus (8. 5) die Gleichung (8. 4). Es geniigt also diese Vertauschungen nur in (8. 6)
zu vollbringen, womit schon (8. 9) entsteht. Aus (8.9) folgen (8. 7) und

as al _ﬂﬁ

(8.10) =0,

dg d; —dag

weil die Funktionen H(z) und G(z) auch jetzt als voneinander linear unabhingig
vorausgesetzt wurden.
Damit ist der Hilfsatz 1 bewiesen.

Hilfsatz 2. Es seien die Funktionen G(z) und H(z) voneinander linear unab-
héingig*). Es sei weiter a,a,aya, #0. So kann man das auf Q, geltende®) komplexe
Funktionalgleichungssystem

(8. 11) G(zy%z;) = G(z0)+G(z3) +a,G(z,)G(z;) +
+a,G(z)H(z,)+a,G(z,) H(zy) + a3 H(z,) H(z,),
(8.12) H(zy %z;) = H(zy)+ H(z;)+a;G(z,)G(z,) +

+a,G(z))H(z,)+a,G(z5)H(z,) +a,H(z,) H(z,)
[:1 v 22,21 %22€00; G(2), H(2): Qo —~ Q]

in die Form
(8.13) AG(zy %z,)+ BH(zy ¥2,)+C =

= [AG(z,)+ BH(z,) + C][AG(z,) + BH(z,) + C]
dann und nur dann nicht-trivialerweise (|A|+ |B|=0) umschreiben, falls
(8. 14) aa, —azay =0
ist. In diesem Falle sind

‘|r 5
aa,+a;Va,a,

e
Al " a.+lr‘a2a4, Bl = ’ (1 =1,
ay
oder
.
/ asa,—a,Vasay
A2=a|—|‘u2a4, Bzz al 2 4 (-'zz | 3
4

4) Vgl. die FuBnote 3).
*) Zum Beweis dieses Satzes brauchen wir weder die Kommutativitdt noch die Assoziativi-
tit der Operation z, * z;. Vgl. FuBnote 2).
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Wenn aber die Konstanten a,,a,,ay, a, der Gleichung (8. 14) geniigen, dann gilt
(8. 13) mit den aufgeschriebenen Konstanten A, B, C unabhdiingig davon, ob die Funk-
tionen G(z) und H(z) voneinander linear unabhdngig sind.

Beweis. Auf Grund des Prinzips der Vergleichung der Koeffizienten, welches
wegen der vorausgesetzten linearen Unabhingigkeit der Funktionen G(z) und
H(z) anwendbar ist, erhalten wir aus (8. 11), (8. 12) und (8. 13) die Gleichungen

(8. 15) Aa, + Ba, = A?,
(8. 16) Aay+ Ba, = B2,
(8.17) Aa, + Ba;, = AB,
(8. 18) A=AC, B=BC, C=C2

Wir suchen ein solches Losungssystem A, B, C, wo |4| + |B| =0 ist; also folgt C=1
aus (8. 18) notwendigerweise.

Wegen a,a, #0 ist aus (8. 15)—(8. 17) offenbar, daB auch AB=0 gilt, sonst
wiire |A4| 4+ |B| = 0. Aus (8. 15) und (8. 17) erhalten wir einerseits die Gleichung

2 2
Aa2+A—-- Af'a, = A i Aa‘,

a, ay
woraus auch

(8.19) A(A?—2a,A +a}—ayay) =0
folgt. Andererseits bekommen wir aus (8. 15) und (8. 16)
Az—Aa,a (AZ—ACH}I

Ay b, me
ay 3 ai

was wegen A0 auch in die Form
(B. 20) A(AZ—ZQIA +“%_aza4)+a4(a|az‘—ala4) —_ 0

umgeschrieben werden kann. Die Gleichugen (8.19) und (8.20) konnen eine
gemeinsame Losung A wegen a, =0 nur im Falle besitzen, wenn (8. 14) erfiillt ist.
Da A #0 ist, folgt nach (8. 19)

/4|2 = a, i'_"Jlaza_‘.
Aus (8. 15) ergibt sich weiter
) aydy ."_'a|r'¢_72ﬂ4 |

B =
12
ay

Diese Losungen geniigen dem aus den Gleichungen (8. 15), (8. 16), (8. 17) bestehen-
den Gleichungssystem tatsidchlich und da demnach auch der zweite Teil des Satzes
offenbar gilt, ist der Hilfssatz 2 bewiesen.

Aus den Hilfssidtzen 1 und 2 ergibt sich das

Korollar 1. Wenn die Funktionen G(z) und H(z) voneinander linear unabhdn-
gig sind und das auf Q. geltende, aus den Gleichungen (8. 11) und (8. 12) bestehende
Funktionalgleichungssystem fiir G(z) und H(z) ein nicht-triviales Losungspaar besitzt.
dann kann man dieses Gleichungssystem immer auch in die Form (8. 13) umschreiben.
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Hilfsatz 3. Es seien die Funktionen G(z), Y(z) und 1 voneinander linear unab-
hdngig®); Y(z) geniige der Gleichung (8. 3). Die auf Q, geltende™) komplexe Funk-
tionalgleichung

(8.21) G(zy ¥ 2,) = a,G(z)) +a,G(z,)+a,G(z))¥(z,) +
T a;G(:z}'&(:ﬁ)+a;G{zl)G(:2)+a4¢(zl]+a4¢(:2)+a5w(:1 '*Zz}'."ﬂh
[21.22. 2, %22 € Qo5 G(2), ¥(2): Qo —~ QO]

kann fiir G(z) eine nicht-triviale Lisung nur dann besitzen, wenn die Konstanten a,
(v=1,2, ..., 6) den Relationen

$a§—a3a5—a, =0, aa, -asa, =0,

(8.22) (ai—aag—a; =0, aas—ayas+a, =0,

N ( a4, —a,ag—ay; =0
geniigen.

BeEwEkis. Wegen der Assoziativitdt der Operation z, %z, gilt auch
Gl(zy % Q) % 2:] = G[z, % *2,)],
d. h. ausfuhrlich ausgeschrieben
a G(zy ¥ 0) +a,G(z;) +a,G(zy # OY(zy) +a,G(z) P (z) (0 +
TayG(z; ¥0) G(z3) +ap (2 )Y (D) +asp(z) +asy )Y (O (z3) +ae =
= a,G(zy) +a,G({ %2,) +a,G Y (Y (z1) + a,G(E  z) W (zy) +
+a3G(2,)G({ % 2,) +agp(z,) +agh QY (z3) + asy (2 )Y (DY (z,) + ag.

Das kann man auch in der Form
a, A[G(zy % 0), 1]+ a,4[1, G(z)] + a,4[G(z, %), ¥ (z2)] +
+a (0 A[Y(z)). G(z3)] +a34[G(z, %), G(z))] +
+ay Ay (z)), 1]+ a1, ¥(z;)] = 0
schreiben. Auf Grund von (8. 21) erhalten wir jetz}
a;A[a,G(zy) +a,G({) + @Gz )Y (0) +a,G (O (z,) +a;G(z,) G({) +
+a(z,) +ap () +asy ()Y () +as, 1] —a,4[G(zy), 1]+
+a,A[a,G(zy) +a;G(0) + a,G(z )Y () +a,G (Y (zy) +a3G(z,) G() +
+ag(zy) +ay () +asy(z)Y () +ae, Y(23)] —ap (D A[G(zy), Y(22)] +
+ayA[a,G(z)) +a,G () +a,G(z )Y (D) +a, GO (z,) +a3G(z,)G() +
+a(z)) +ap (O +asgh ()Y () +as, G(z1)] +

%) Folglich ist G(z)#= 0.
7) Vgl. die Fulinote 2).

D 19
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+agp (DAY (z), 1] —ad[¥(z). 1] =
= aid[G(z)), 1] +a,ay (D) A[G(z)), 1] +a,a,G() A[ Y (z)), 1] +
+a,a;G()A[G(zy), 1] +aya,4[Y(z)), 1]+ ayasp (D A[Y(z)), 1] —
—a,A[G(zy), 1]+ a,a,4[G(zy), Y(z,)] —a,a,G() A[W(zy), 1]+
+aiW (O A[G(z)), Y(z2)] + a,a;G() A[G(zy), ¥(z,)] —arap (O A[Y(z,). 1] —
—aadA[Y(z)), 1] = a0 () A[G(z)), ¥(22)] — a,a;G () A[G(z)), 1] —
—a,0;G(0)A[G(zy), Y(22)] = a3a,4[ G (21), ¥ (22)] — azap (D A[G(zy), 1] -
—ayasy () A[G(zy), Y(z,)] — asaed[G(zy), 1]+
+a (O A[W(z)), 1]—a,d[(z,). 1] =
= [(a3 —asas —a) ¥ (0) + (a,a; —aya) | A[G(z)), ¥(z2)] +
+[(aya; — aza )y () + (a7 —azas —a)) ] A[G(z)), 1]+
+[(aya5 — azas +a)P(0) +(ayas — azas —ag) | A[¥(z,), 1] = 0.

Da die Funktionen G(z), /(z) und | nach unserer Voraussetzung voneinander
linear unabhingig sind, miissen die im Satz ausgesprochenen Relationen fiir die
Konstanten notwendigerweise giiltig sein.

Damit ist der Hilfssatz 3 bewiesen.

Hilfsatz 4. Es seien die Funktionen G(z), W(z) und 1 voneinander linear unab-
hingig®). So kann man die auf Q, geltende®) komplexe Funktionalgleichung (8. 21)
in die Form

(8. 23) AG(zy %2,)+BY(zy ¥2,)+C =
= [AG(z)) + By (z,) + C][AG(z,) + By (z;) + C]
dann und nur dann nicht-trivialerweise (A #0) umschreiben, falls
(8. 24) ai—asas—a, =0, a,a,—aya, =0,
ai—azag—a; =0

ist. In diesem Falle sind A=ay, B=a, und C=a,. Wenn aber die Konstanien a,
(v=1,2,...,6) die Relationen (8.24) befriedigen, dann gilt auch die Umformung
(8. 23), dessen ungeachtet, ob die Funktionen G(z),y(z) und 1 voneinander linear
abhdngig oder unabhiingig sind.

Bewess. Auf Grund des Prinzips des Vergleiches der Koeffizienten, was wegen
der vorausgesetzten linearen Unabhingigkeit der Funktionen G(z), ¥/(z) und 1
anwendbar ist, erhalten wir aus (8. 21) und (8. 23) die Gleichungen

(8. 25) Aas = Az, Aﬂz = AB, Aa, = AC,
(8. 26) A05+B = BZ, Aa_’_ = BC. A06+C - Cz.

8) Folglich gilt G(z,)y(z:)#0.
9) Vgl. die FuBnote 5).
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Wir suchen solche Losungen A, B. C, wobei A #0 gilt, also bekommen wir tat-
sichlich d'e Losungen A =a;, B=a,, C =a,. Diese miissen aber auch den Gleichun-
gen (8. 26) geniigen, woraus sich die Relationen (8. 24) ergeben. Demnach ist auch
der zweite Teil des ausgesprochenen Satzes offenbar giiltig.

Damit ist der Hilfssatz 4 bewiesen.

Man sieht, daB3 die Relationen (8. 24) auch in (8. 22) enthalten sind. Aus den
Hilfssdtzen 3 und 4 bekommen wir also das

Korollar 2. Wenn die Funktionen G(z), y(z) und | voneinander linear unab-
héngig sind und die auf Q,, geltende Funktionalgleichung (8. 21) fiir G(z) eine nicht-
triviale Losung besitzt, dann kann man die Gleichung (8. 21) immer auch in die Form
(8. 23) umschreiben.,

Jetzt beweisen wir den Satz 8.

BewEis (des Satzes 8). Wir konnen uns dariiber leicht iiberzeugen, dafl die im
Satz 8 aufgezihlten Funktionen tatsiichlich L&sungen sind, d. h. sie geniigen der
Gleichung (8. 1). Im folgenden geniigt es also zu zeigen, daB jede Losung eine der
Gestalten (g,). ..., (gs), oder die von ihnen durch die Vertauschung (g) entstehenden
Gestalten hat. Wegen der Assoziativitit der Operation z; %z, gilt

F(zy %) % z,] = F(zy %)+ F(z;) + G(z, ¥ D H(z,) + G(z,) H(z, ¥ {) =

= F(zy)+ F({ %22) + G(z)) HC % 2,) + G % 2,) H(z,) = F[z; ¥ ({ % 2,5)].

was wir in der Form

A[F(zy %0, 1]+ A[1, F(z,)] + 4[G(z, % ). H(z,)] + A[H(zy %{). G(z;)] =0

schreiben. Setzen wir jetzt die Gleichung (8. 1) in diese ein, dann ergibt sich

A[F(z))+ FO+ Gz )HQ+ GO H(zy), 1]+ 4[1, F(zy)] +
+A[G(z, %0), H(zp)] +A[H(z, % 0), G(z,)] =
= A[F(zy), 1]+ A[G(z,), HO]+ A[H(z,), GQ)] +

+A[1, F(z3)] + A[G(zy %), H(zy)]+ A[H(z, %), G(z,)] =0,
d. h.

(8.27) A[G(ﬁ *{) - G(0), H(:z)] + A[H(_:l *{)— H(), G{Zz)] =0.
.Erweitern” wir diese Gleichung mit G(z), dann folgt

A[G(zy %) —G(). G(z,), H(z3)] =0,
was nur in den Fillen

A.

(8. 28) H(z) =0,

B.

(8.29) G(z)=c H(2), (¢, =konst.)
€.

(8. 30) Gz -G = MG +NOH(2)

erfullt ist.
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A. Wenn (8. 28) gilt, vereinfacht sich (8. 1) auf die Cauchysche Gleichung
(8. 31) F(:I .*.'-"2) — F{:|)+ F(:;I).
Also ist F(z)=q(z) [vgl. (8.2)], dabei wird G(z) beliebig. Das liefert eben das
Ldsungssystem (g).

Im folgenden schlieBen wir den speziellen Fall H(z)=0 aus.

Auch im weiteren bezeichnen ¢ (z) und y/(z) (auch mit Indizes) nur solche Funktio-
nen, die der Gleichung (8. 2) bzw. (8. 3) geniigen.

B. Im Falle (8. 29) ergibt sich aus (8. 27)

Ale H(zy %0 — e, H(Q), H(zp)] + A[H(zy ) — H(), ¢, H(z,)] =
= 2¢,4[H(z, ¥{)— H({). H(z,)] = 0,

woraus mindestens eine der Fille

Bl ¢, =0,
B. 2.
(8.32) H(zx{)—H({) = M({)H(2)
folgt.

B. 1. Wenn ¢, =0 ist, erhalten wir aus (8.29) G(z)=0 und dabei ist H(z)
beliebig. Also vereinfacht sich (8. 1) wieder auf (8. 31). Wegen der erwihnten Sym-
metrie enthilt (g,) aber auch diesen Fall.

B. 2. Wegen der Kommutativitit der Operation z, =z, folgt aus (8. 32)
AM—1,H) =0,
woraus wir wegen H(z)Z0 die Gleichung

(8.33) M(2)—1 = ¢,H(2) (¢, =konst.)
erhalten.
Hier unterscheiden wir die Fiille
B.2.1. ¢; =0,
B. 2.2, ¢, #0.

B. 2. 1. Wenn ¢, =0 ist, bekommen wir aus den Gleichungen (8.33) und
(8. 32) die Cauchysche Gleichung

H{:I ¥I,) = H(:l}'i'H(:Z)!

d. h. es ist H(z)=q,(z). Aus (8.29) ergibt sich G(z)=c¢,¢,(z). Damit geht die
Gleichung (8. 1) in

F(zy %23) = F(z0)+ F(z3) + 2¢,94(2,)91(23)
iiber, woraus auch
F(z, %2;) —c 93(zy %25)* = F(2))—c93(20) + F(z;) — ¢, 92(23)?
folgt. Das liefert die Losung
F(z) = c;¢:(2)* + ¢5(2).
Das ist tatsichlich ein Spezialfall von (g,) [#=0 und ¢(z)=¢,¢,(2)].
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B. 2. 2. Im Falle ¢, #0 erhalten wir aus (8. 33) und (8. 32) eine Cauchysche
Gleichung von Typus (8. 3):

H(:i * :2)“_H(22) — [C;H(:z)+ I]H(:l)9
e H(zy %23)+1 = [e,H(z)) + 1][e,H(z,) + 1]
Daraus ergeben sich
|

!!(:) = ¢ [l)b{:)_lla

und aus (8. 29)
L &
G(2) = on [W(z)—1].

Damit geht die Gleichung (8. 1) in
3 2c
F(zy % 2z5) = F(z,)+ F(z;) + :2'- [W(z) - 1)[Y(zy)—1]
2
iiber, woraus auch

264 (20— 11+ Fza) — 2L ) — 1]

3 €3

2¢,

-F{:l * 22)_ {‘g ;

[W(z, ¥z5)—1] = F(z,) -
folgt. Das ergibt die Losung
2 v
F() = 204 5, W@ —1).
C3

Alle die Losungen (g;), (g4) und (gs) enthalten dieses Losungssystem: z. B. (g3)
im Falle ¢,(2)=0, x=¢;/c, und f=1/c,, usw.

Damit ist der Fall B schon erledigt. Im weiteren kénnen wir also voraussetzen,
daB die Funktionen G(z) und H(z) voneinander unabhingig'®) sind.

C. Aus (8. 30) folgt die Gleichung
G(zy % 23) = M(z,)G(z;)+ N(zy)H(z3) + G(z,) =
= M(z,)G(z,)+ N(z,) H(z,) + G(z,),
was wir in die Form
(8. 34) AM—-1,G)+4(N,H) =0
umschreiben. ,,Erweitern” wir jetzt diese mit A, dann ergibt sich
AM—-1,G, H) =0,

was wegen der vorausgesetzten linearen Unabhingigkeit der Funktionen G(z) und
H(z) nur im Falle

(8. 35) M(Z)—1 = ¢,G(2)+c,H(2) (¢, ¢; =konst.)

19) Vgl. die FubBnote 3).



204 E. Vincze

erfiillt ist. Setzen wir dies in (8. 34) ein, dann erhalten wir
AM—1,G)+A4(N, H) = A(c;G+c,H,G)+A(N, H) =
= A(—¢,G, H)4+ A(N, H) = A(N—¢,G, H) = 0,
woraus wegen H(z)Z0
(8. 36) N(z)—e,G(2) = ey H(2) (cy =konst.)
folgt. Mit den Funktionen (8. 35) und (8. 36) ergibt sich aus (8. 30)
(8. 37) Gz, #%2;) = ¢;G(2))G(z;) +,G(z)) H(z,) +
+¢,G(z)H(zy) + e3H(zy) H(z;) + G(z,) + G(z,).

Wir werden jetzt eine dhnliche Gleichung fiir H(z, » z,) ableiten. Um das zu
erreichen, setzen wir (8. 37) in (8. 27) ein:

A{[e:GO +eHQ) +1]G () +[€26(0) + s HOTH(zy), H(z2)} +
+A[H(z, %) - H(Q), G(2))] =
= —[61GQ) + e, HQO) + 1]4[H(z)), G()] + A[H(z, %) — H(0), G(z,)] =
= A{H(z; ¥~ HQ) ~[¢,G() + ¢ HQ) + 1] H(z)), G(z3)} = 0.

Da die vorausgesetze lineare Unabhiingigkeit der Funktionen G(z) und H(z) auch
G(z) # 0 nach sich zieht, erhalten wir aus der vorigen Gleichung

Hz %)= HQ) —[e,GQ)+ e, H{Q) +1]H(2) = P()G(2).

Wie wir das ublich machen, schreiben wir auf Grund der Kommutativitit der
Operation z, %z, die Gleichung

H(zy %25)—c,H(z,)H(z;)— H(z,)— H(z;) =
= P(z,)G(z5)+¢,G(z,) H(z5) = P(z,)G(zy) +¢,G(z,) H(z,)
auf, d. h.
A(P,G)+A4A(¢,G,H) = A(P—¢H,G) =0
ist. Daraus folgt die Gleichung
P(2)—c, H(z) = c,G(2), (cy = konst.)

weil G(z)#0 gilt. Mit dieser Losung erhalten wir eine zu (8. 37) édhnliche Gleichung
fir H(z, %z,), und zwar die folgende:

(8. 38) H(zy % 2;) = ¢4G(2y)G(z;)+¢;G(zy) H(z,) +
+¢,G(2)H(zy) +c,H(zy)H(z,) + H(zy) + H(z,).

Wir suchen also jetzt solche voneinander linear unabhingigen Funktionen
G(z) und H(z), die den Funktionalgleichungen (8. 37) und (8. 38) gleichzeitig geniigen.
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Wenden wir den Hilfssatz 1 an, dann miissen die Konstanten ¢,, ¢;, ¢y, ¢4 den
Relationen
|
('2 Cyq | (’2 ('1—('| |('4 (‘1— ("1
|=0, =0, | =0
€3 €4 Ic_:, €2 —0C; [€1 €2—C2

geniigen. Die zwei letztere Gleichungen sind trivialerweise erfiillt und aus der ers-
ten Gleichung folgt mindestens eine der Fiille

Gy ¢y =¢3 =0,
8.5 A ey =104=0,
C: 3 ¢y =¢,; =0,
C. 4. ¢y =¢3=0,
% ca;=cics und c,=chc,,

(cs=konst.: ciescicacs #Z0).
5 cs=cic, und c_,,-—'rgcl,} : . e

C. 1. Im Falle ¢, =¢; =0 erhalten wir aus (8. 37) und (8. 38) das Gleichungs-
system

(8. 39) G(zy %2;) = G(z,)+G(z5)+¢,G(z)) H(zy) 4+ ¢,G(z,) H(zy),

(8. 40) H(zy %z:) = H(z))+ H(z,) +¢4G(2,)G(23) + ¢, H(z,) H(z,).

Man sieht gleich, daB die Gleichung (8. 39) mit den Bezeichnungen
S(2)%G(z) und C(z)% 1 +c,H(2)

in (5. 1) ibergeht. Da die Funktionalgleichung'') (5. 1) bzw. (8. 39) nach dem Satz
5 nur zweil voneinander linear unabhingige Losungspaare besitzt, geniigt es nur
die Fille

C.1.1. G(2) =Y (2)g,(2).
1+c,H(z) = Y(2);
oy 1% G(2) = ¢s[Y(2) —¥a(2)] (cs =konst.)

1 +c,H(2) = 3[Y,(2) +¥1(2)]
zu behandeln.

C.1.1. Im ersten Falle miissen wir noch eine weitere Fallunterscheidung
treffen. und zwar

St [y ) ¢y =0,
o5 5 0% ¢, #0.
') Es sei hier bemerkt, daB die Gruppeneigenschaft der Menge Qo nur bei der Losung dieser

Funktionalgleichung ausgeniitzt wurde, sonst wiire es genug. die Menge Q. fiir jeden weiteren
Fall nur als Abelsche Halbgruppe zu voraussetzen.



206 E. Vincze

C.1.1.a. Falls ¢, =0 ist, folgt y(z)=1, also ist G(z)= ¢,(z). Damit ergibt
sich aus (8. 40)

H(zy %z;) = H(zy)+ H(z;) + caq,(2)941(22),
also gilt auch die Cauchysche Gleichung
H(zy % z3) = 3ag,(zy ¥ 2,)* = H(zy) —3ap,(2,)* + H(z;) = 3a9,(z,)°

(3“ = %C,‘),
d. h. die Losung ist
H(z) = 3ap,(2)* + p,(2).

Weiter erhalten wir mit diesen Losungen aus (8. 1) die Gleichung
F(zy %2;) = F(z))+ F(z3) + @4(z)[ 329, (22)* + ¢2(22)] +
+ 1(z)[Bag(21)? + ¢a(z))]).
Addieren wir zu beiden Seten den Ausdruck
—agy(zy %2,)° = —af@4(2))® + ¢4(22)*] -
=30, (2)g1(2)[91(21) + 74(22)],
dann erhalten wir die Funktionalgleichung
F(zy %25) —aqy(zy ¥ 23)° — g4(2, %2)@a(2, ¥ 25) =
= F(zy) —apy(z,)* — ¢1(z)pa(2)) + F(z3) —0g4(22)* — ¢4(22) 2(22).
die vom Typus (8. 2) ist. Daraus folgt die Losung
F(2) = agy(2)* + ¢1(2)g2(2) + ¢5(2)-
Diese Losungen sind tatsdchlich die Funktionen (g,).
C.1.1.b. Es sei jetzt ¢, #0. Dann geht (8. 1) mit den Ldsungen
G(2) = ¥(2)g,(2).

H(z) = ply(2)—1] (f=1/c;)
in die Gleichung

F(zy %2;) = F(z))+ F(z) + B,z (z)[Y (z2) — 1] +
+ Bz )W (z)[W(z) — 1]
iiber, was man auch in der Form
F(zy % 2;) — Boi(2y % 2)¥ (2, % 25) =
=F(z,) = Bos(z)¥(z1) + F(z3) — By (22)¥(22)

schreiben kann. Das ist wieder eine Cauchysche Gleichung von der Form (8. 2),

also ist _
F(z) = By ()Y (2) + ¢2(2).
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Im Falle =0 enthélt die Losung (g,) auch dieses Losungssystem. Es sei hier
noch bemerkt, daBl diese Losungen G(z)Z0 und H(z)Z0 auch der Funktional-
gleichung (8. 40) nur im Falle ¢, =0 geniigen.

C. 1. 2. Bei dem anderen Losungssystem der vorliegenden Funktionalgleichung
(8. 39) unterscheiden wir wieder zwei Unterfille:

) PR 52 N c, =0,
C.1.2.b. ¢, #0.

C.1.2.a. Wenn ¢, =0 ist, ergibt sich

Vi(2) = 2—y,(2).
Da aber die Funktion y,(z) auch der Gleichung (8. 3) geniigt, gilt auch
2=ya(z % 22) = [2-vaE0][2 - ¥i(22)],
woraus wir die Gleichung
[z —1][¥y(z2)—1] = 0

erhalten. Es ist also ¢,(z)=1 und folglich gilt auch y,(z)=1. Das zieht aber die
triviale Losung G(z) =0 nach sich, also bleibt dieser Fall auBer acht.

C.1.2.b. Es sei jetzt ¢, #0. Dann folgen die Losungen
G()=ay[¥,(2)— 2 (2)), (xy=c5#=0)

1
H(z) = afy,(2) +y(2) 2], ('122_‘,2)
womit die Gleichung (8. 1) in
F(z, %z,) = F(z,)+ F(z,) +121’[d’1(31) "'1’2(31)]['!/1(32) +'l’z(321_2] +
F 9‘2?['|b1(:z) = ‘ﬁz(:z)][WI(Zl.) + ‘1’2(:1}_2]
tibergeht. Das kann man aber auch folgendermaBen umformen:
F(zy % 23) — 202 y[W, (2, % 25) — ¥z, ¥ 22)] =
= F(zy) = 20%y[Y,(z) —¥a(z)] + F(z2) — 222 7[Yh4(22) — ¥2(22) ]
Das ist wieder eine Cauchysche Gleichung von Typus (8. 2), also ist die Losung

F(z) = 222y[Y,(2) —¥2(2)] + 9 (2).

Diese Losungen gehoren eben zu (gs). Es sei sdmlich dort f = —«, dann be-
kommen wir tatsichlich diese.

Wir erwiihnen noch, daB die Gleichung (8. 40) nur im Falle ¢, = 1/(2x7?) erfiillt
ist.

Damit ist der Fall C. 1 erledigt.
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C. 2. Jetzt untersuchen wir den Fall ¢, =c, =0, womit wir aus (8. 37) und
(8. 38) das Gleichungspaar

G(zy%2;) = G(2))+G(23) +¢,G(2))G(z3) + e H(z)) H(z,),
H(zy %z;) = H(z))+ H(z,) +¢,G(z,) H(z,) + ¢,G(z,) H(z,)

¢rhalten. Dieses liefert aber keine weitere Losungen, sondern ist schon im -Falle
C. 1 erledigt. Schreiben wir nédmlich statt G(z) die Funktion H(z) und umgekehrt,
weiter statt ¢, und c¢; die Konstanten ¢, und ¢, dann ergibt sich wieder das Glei-
chungssystem (8. 40), (8. 39). Wegen der erwihnten Symmetrie enthalten die Losungen
(g,). (g3) und (gs) auch diejenige, die aus C. 2 herriihren.

Damit ist der Fall C. 2 erledigt.

C. 3. Es sei jetzt ¢; =c,=0. Dann bekommen wir aus (8. 37) und (8. 38) das
Gleichungssystem

(8. 41) G(zy %23) = G(z0)+G(z3)+¢c,G(zq) H(z,) +
+¢,G(z,)H(z)+ ¢ H(z,)H(z,),
{8. 42) H(:l'*zz) = H(:t)+ H(22)+('2H(:|)H(:2).

Hier konnen wir voraussetzen, dall ¢, #0 ist. Gegenfalls ist ¢, =¢, =¢, =0, das
1st aber im Falle C.2 schon erledigt. Wegen ¢, #0 ergibt sich aus (8. 42)

14+c,H(z) = y(2),

1
H(:) = Bl () — 1), (/3 ()

Aus (8.41) folgt weiter
G(zy % 25) = GzY(z) + Gz Y (z))

—a[f(zy K 23) =Y (z) —y(z) + 1], (1 = — ;)
was man mit elementaren Umformungen auch in der Form -
G(zy%z;)+a G(zy)+o G(z,)+
: AT S g AN L ] 4 — =

Ve WG @)

schreiben kann. Das ist aber wieder eine Cauchysche Gleichung der Gestalt (8. 2),
also ist

G(2) = o[y (2) = 1]+ (2 (2).
Mit diesen Losungen G(z) und H(z) erhalten wir aus (8. 1) die Funktionalgleichung

F(zy %2,) = F(z)) + F(-‘-’z)'*ﬁ[\l‘(ﬁ) s l]['}' Wz (z2) + o (z,) — 3‘] .2
“-‘ﬁ[‘l’(zz)—l][?t(:l)'f‘(zl)‘i“ 1\1’(:1)‘“3}

was wir wieder in eine Cauchysche Gleichung von Typus (8. 2) umschreiben konnen,
und zwar:

F(zy %z3) — By (2, %2)0(2, ¥ 2,) —22BY(z, % 2,) +20f =
= F(z)) =By (z)¥(zy) — 2 (z,) + 228 +
L F(::)_ﬁﬁ"i(-?:)l,l(:ﬂ—Zlﬁl,b{:z}*.?.:tﬁ.
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Daraus folgt die Losung
F(z) = 22p[Y(2) = 1]+ Bys(2)(2) + g1(2).
Diese sind tatsdchlich die Losungen (g,), womit auch der Fall C.3 schon
erledigt ist.
C. 4. Jetzt untersuchen wir den Fall ¢, =c¢3;=0. Dann vereinfacht sich das
Gleichungssystem (8. 37)—(8. 38) auf
6(21 * :'2-} = 6(31}‘4'6(:2}+('IG(:|)G(ZZ),
H(zy %z3) = H(z))+ H(z3) +¢4G(2,)G(z;) +¢,G(z)) H(z,) + ¢,G(z,) H(z,).

Das liefert aber keine weiteren Losungen. Schreiben wir ndmlich hier statt G(z)
die Funktion H(z) und umgekehrt, weiter ersetzen wir die Konstanten ¢, und ¢,
mit ¢, und c;, dann erhalten wir eben das Gleichungssystem (8. 42), (8. 41), was
in C. 3 schon erledigt ist. Das Losungssystem, was also hier kdme, ist wegen der
erwihnten Symmetrie in (g3).

Damit ist auch der Fall C. 4 erledigt.

C. 5. Betrachten wir den Fall, wo ¢;=cicy und ¢, =c3c, (c;c3¢3¢4¢57#0)
sind, dann erhalten wir aus (8. 37) bzw, (8. 38) mit den Bezeichnungen ¢Z =¢, und
¢3 =¢, die Gleichungen

(8.43) G(zy%2y) = G(z))+G(2)+ 3G (2))G(z3) +c2c3G(z)H(z,) +
+03¢3G(z)H(zy) + 3 H(z)H(z,),

(8.44) H(zy%#z;) = H(z))+ H(z))+ ¢3¢ G(2,)G(z) + 3G (z)H(z;) +
+¢c(G(z)H(z)) +c3c3 H(z))H(z,).

Die Gleichungen (8.43) und (8. 44) haben die Gestalten (8. 11) und (8. 12),
also konnen wir den Hilfssatz 2 anwenden. Die Konstanten ¢2, c¢2c?, ¢2, c2c? befrie-
digen die Relation (8. 14), d. h.

2,p02p2 2 2,2 _

also existieren solche Konstanten'?) 4, B und C, mit denen eine Cauchysche
Gleichung von Form (8. 13) folgt. Diese sind nach dem Hilfsatz 2

(8.45) Ay = cg+cicecy, By = cicitegeq, Cp =1,
oder
(8. 46) A, =cd—cd3ecscy, By = c3c3—cecy, Cy = 1.

Da aber die Konstanten ¢, ¢4, ¢; unbekannt sind, wissen wir nicht, welches Losungs-
system hier nicht-trivial ist. DemgemiB unterscheiden wir also drei weitere Unter-
fille:

C.5:1. ce+c2c;=0, (cg—cic,#0),]
C.5.2, Ce+Cc3¢7#0, cg—cic,=0, \ (cscec7#0).
g % 8 Ce+C3017#0, cz—c3c,#0, |

'2) Man sieht. dall wir zu dieser Umformung auch die lineare Unabhiingigkeit der Funktionen
G(z) und H(z) nicht brauchen.
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Da ¢ =c¢, #0 gilt, konnen wir den Fall ¢ + cicec; = ¢ —cdcge; = 0 auler acht
lassen.

C.5.1. Es sei ¢g+cicy = 0. Hier ist etwas einfacher'?), wenn wir die Um-
formung (8. 13) nicht anwenden. Dann erhalten wir auf Grund der Gleichungen
(8. 43) und (8. 44) die Cauchysche Gleichung

csG(zy % 2)+ e, H(zy % 2;3) = cd(ce+cdc)G(2))G(2;) +
+c3(eg+cic,)H(zy)H(zy) + coc1(ce +c3e )G (zy) H(z)) + G (z) H(zy)] -
+c6[G(zy)+G(z,)] +c4[H(zy) + H(z,)] =

=Gz + e H(z)+ s G(23) + c; H(z,),
also ist

(8.47) ceG(2) +c H(2) = ¢y(2).
Aus (8. 44) ergibt sich einerseits
H(z, %z,) = H(z))+ H(zy) +c2[q,(2y) — e, H(z)) g, (z5) — ¢, H(z,)] +
+ee H(z) gy (z1) — e H(z )+ ¢ H(zy) [y (z2) — e H(z))] + c3e3 H(zy) H(z,),
d. h. wegen ¢4 = —cic, gilt
(8. 48) H(zy %2,) = H(zy) + H(z;)+4c2c3H(z)H(z;) —
—2cic,[H(z)g1(z) + H(Z) g () + e2 g, () 1 (22)

Dieselbe Gleichung folgt auch aus (8. 43), aber mit etwas ldngerer Berechnung.
In diesem Falle erhalten wir aus (8. 48) die Gleichung

H(zy %z;) = H(z,)+ H(z,) + c3[2c;H(zy) — () ][ 26, H(z3) — ¢4(22)],
die man auch in die Form
4ciciH(zy ¥ 2,)—2c¢c,9,(zy %2)+ 1 =
= [4c2c3 H(zy)—2c}c,q(zy) + 1]1[4cc3 H(z,) — 2c3 ey (23) + 1]

umschreiben kann. Da sie mit der Cauchyschen Gleichung (8. 3) equivalent ist,
ergibt sich
4ciciH(z)—2cic,q,(2)+1 = Y (2),

' 1 1
(8.49) H(z) = af[y(z2)— 1]+ By, (2), (oc = 3e3c;’ f= 2;)
Aus (8.47) und (8.49) folgt weiter
(8.50) G(z) = {:-):'E’—f{‘{i) = [ ()~ 1]-2q, (2),
6

1) Wir wollen dieses andere Verfahren auch zur Abwechslung zeigen.
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dabei auch ¢, = —c2c, in Betracht gezogen wurde. Setzen wir diese LOsungen in
(8. 1) ein, dann bekommen wir die Gleichung

F(zy %2;) = F(z))+ F(z3) +ap[a(z)) —x — ¢y (z) ][0 (z2) — 2 + ¢4 (22)] +
+af[ap(z) —ox— gy (z) ][ (z)) — 2+ gy(2y)] =
= F(zy)+ F(z3) + 2038[Y(z,) = 1][¥(22) — 1] = 2aBp,(2,) g ,(22).
Daraus folgt die Cauchysche Gleichung (8. 2)
F(z, %2,) =203 (z, % 2;) — 1] + afq,(z, ¥2;)* =
= F(z,)—23B[Y(z)) — 1] +afp,(z,)* +
+ F(z;) = 223B[¥(z,) — 1] + 2B (2,)3,
d. h. die Losung ist
F(z) = 2038[W(2) — 1] —2Bq,(2)* + qa(2).

Diese Losungen sind tatsdchlich die Funktionen (g,), womit der Fall C. 5.1
erledigt ist.

C.5.2. Falls ¢4+cic; #0 und c¢g—cic; = 0 erfillt sind, erhalten wir auf
Grund von (8. 45) und (8. 13) die Cauchysche Gleichung

2c3¢3G(zy % 23)+2c3c3H(zy % 23)+1 =
= [2c4c3G(z,) + 223 H(z,) + 1] [2¢2 3G (23) + 2c2 3 H(z,) + 1)),

d. h. mit den Bezeichnungen z = —1/(2¢3c;) und f = —1/(2¢4) ergibt sich

| |
557 GO+ 5, HOH1 =¥,
(8.51) H(z) = 29[y (2)—1]— b G(2).

x

Setzen wir dies in (8. 43) ein. dann folgt

1
G(zy%2;) =G(2)+G(z)+ 42 G(z,)G(z,)+

1
+ mg' G(zy) [2‘1&"(:1) — 20 — f G(:z)] +

=

] :
- o G(z,) [21[i¢(z,)—2aﬁ— z G(:l):l-+-

I
L S c(:n] [2«114: () -22p -2 G(.-z)] -
= G+ G+ )~ 1 ) 1]
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d. h. wir erhalten wieder eine Cauchysche Gleichung
G(zy %2,)—?[Y(zy %2;)—1] =
= G(:l)"az[w(:lj_ l] +G(32)_32['J’(31)— l]-

Dieselbe Gleichung ergibt sich auch aus (8. 44). aber mit etwas ldngerer Berechnung.
Die Losung ist also

(8. 52) G(z) = 2?[Y(2)— 1] —aq,(2).
Weiter folgt aus (8. 51)
(8. 53) H(z) = 2B[y(2) — 1]+ B¢, (2).

Da die Losungen (8. 52) und (8. 53) mit den Funktionen (8. 50) und (8. 49) uber-
einstimmen, kénnen wir hieraus weiter ebenso rechnen, wie im Falle C. 5. 1: dann

erhalten wir wieder das Gleichungssystem (g,).
Damit ist der Fall C. 5.2 erledigt.

C. 5. 3. Es sei jetzt (¢ + c2c5)(ce —c2c;) #0. Dann bekommen wir auf Grund
(8. 45) und (8. 13) die Cauchysche Gleichung

colcder+06)G(zy¥25)+es(cdes+cg) H(zy ¥25)+ 1 = [ce(cdes +¢6)G (2~
+eq(c2er+cg) H(zy) + 1)[es(cd s+ ¢)G(23) + c1 (e +cg) H(z,) + 1].

d. h. mit den Bezeichnungen

P LIV (O, IR
(8.54) s 2¢4(ce +c3cq)’ e 2c;(ce—c3cy)’ T ¢
ergibt sich
1 1
o G +5, HE@+1 = ¢,(2),
1

Setzen wir dies in (8. 43) ein und beachten wir auch (8. 54) bzw. die Relationen

1‘T‘ﬁ 3.5 o » _ (@+p)y

.56 i R ™ A
'. afy#0 und (2+p)(x—p)#0,
dann folgt
Gz, % 23) = G)+GE)+P G6(2)G () +
' 4oty
-+ ﬁ4_1’;i G(:l)l:z'zlr"l("’!)_z“_ : G(:z):l'*‘%‘ G(-’-’z)[sz’l (z1)—2x— ‘f G‘::)_-I'*

1 | W
& %[21% (zy)—2a— 5 G(:,):I [2::111(:2)- 200 — 5 G(:Z):I,



Funktionalgleichungen, 1V 303

d. h. die Gleichung

) ary :
(8.57) G(zy%zp) = G(:|)*G(:2)+‘£iﬁ’_)ﬂ[¢l(z])_’ 1Y, (z)— 1]
e 1
= ; G (=)W (22)— 1]— ; Gl )~ 11+ 5 GE)G()

gilt. Mit etwas ldngerer Rechnung ergibt sich dieselbe Gleichung auch aus (8. 44).
Man sieht, dal} die Gleichung (8. 57) dieselbe Form hat, wie (8. 21). Wir kdnnen
also den Hilfsatz 4 anwenden. Die Relationen (8. 24) sind erfiillt, weil die Gleichungen

2\ 1 @+pay «
(' If) T e ks

o % 1| —(@+pay | _
()7)- ]

Y 1 @+Pey f,  2)_
(l+ﬁ) BB (”ﬁ)"o

tatsdchlich gelten. So gilt auch die Umformung (8. 23) mit den Konstanten

| o o
A=—, B=——, C=1+4-—.
By B p
Dann erhalten wir aus (8. 57) die Gleichung
| o o
l)‘}'G(:t * :2) —'?j'w\l(:l ‘* 22)+"l‘.),"+ l -
1 % % | o %
- ['B;'G(-ﬂ‘ e Yz + F+ li”:m G(z)— B Yi(z2) + B < 3 ]:I,
d. h. die Losung ist
l % %
— G2 — o ¥1@)+o+1 =y,(2),

By B p
G(2) = ay [y, (2) = 1]+ By (2) 1.
Aus (8. 55) egibt sich
H(z) = a[y,(z) — 1] —B[Ya(2) —1].
Mit diesen Losungen folgt aus (8. 1)
F(zy %z;) = F(z)+ F(z,) +
) {5‘['1’1(:1) 2 l] +ﬁ[¢'z(3|) T l]} {“[\"1(:2) 5 l] = f}[\"z(:z) = 1]} 5
3 {'1[!01(32) = l] +ﬁ]:'|!’2(22) = l] } {3['1’1(51) == ]] . ﬁ['f’z(zl) o l] } =
= F(z,)+ F(z;) + 229[Y,(zy) — 1][¥1(z5) — 1] —
=2B%y[Wa(z)) — 1][¥a(z2) — 1],
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d. h. die Cauchysche Gleichung
F(zy %23) = 2029[W(z, %2) — 1]+ 28%y[Ya(z, %2,) — 1] =
= F(z) _2’12?['!’1(31) = I] +2ﬁ2?['f’2(:|) =3 I] T
+ F(z3) = 229[¥1(25) — 1] + 282 3[¥a(z2) — 1]
gilt. Die Losung ist also
F(z) = 2a%y[y,(2) — 1] - 28*y[¥2(2) — 1] + 9(2).
Diese Losungen sind tatsdchlich in (gs) aufgezihlt, womit auch der Fall C. 5.3
erledigt ist.
C. 6. Es seien schlieBlich ¢, =cic, und c¢; =c3c;, wobei auch c¢,c,c505¢5 0.
Dann vereinfachen sich die Gleichungen (8. 37) und (8. 38) auf
G(zy %¥2;3) = G(z0) +G(zy) +¢,G(z)) G(z,) +
+c3¢,G(z,) H(z;) + ¢3¢, G(z5) H(zy) +cie H(z,) H(z,),
H(z, %z,) = H(zy))+ H(z,) +¢,G(z,)G(z,) +
+¢,G(z)H(z3) + ¢,G(z3) H(z)) + c3e H(z)) H(z,).

Das konnen wir aber auf den vorigen Fall C. 5 zuriickfithren. Fithren wir ndamlich
hier die Bezeichnungen
K
ki’
ein, dann erhalten wir genau das aus den Gleichungen (8. 43) und (8. 44) bestehende
Gleichungssystem (statt ¢, steht k,; v=35,6,7). Da die Substitutionen (8. 58) fiir
alle ¢, ¢4, ¢5 (¢ c4¢5 #0) durchfiihrbar sind, stimmt dieser Fall mit C. § tatsdchlich
iiberein.

Damit ist auch der Fall C. 6 erledigt, womit auch der Beweis des Satzes 8
vollendet ist.

(8. 58) ¢y =k3, ce=k3ki, c3=

§9.
Jetzt behandeln wir die Funktionalgleichung
.1 F(zy %2;) = F(2y)+ F(z3)+ G(2,)G(z,) + H(z;) H(z;)

[21, 22, 2 % 22 € Qo F(2), G(2), H(2): Qo —~ Q]
Der Umstand, dal mehrere Unterfille dieser Funktionalgleichung mit den Unter-
fillen der Gleichung (8. 1) fast iibereinstimmen, wird den Ldsungsgang wesentlich

vereinfachen.
Wir beweisen den

Satz 9. Die allgemeinsten komplexen Losungen der auf Q, geltenden Funktio-
nalgleichung (9. 1) sind die folgenden Funktionen:
¢hy) F(z) = ¢(2),
G(2) = iH(2),
H(z) beliebige komplexe Funktion,
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(h,) F(2) = *[Y,(2) = 1]+ B [¥a2(2) = 1] + ¢(2),
G(2) = ofy,(2)—1],
H(z) = B[ya(2)—1]:
(hy) F(z) = 2By [(x + P a(2) — (2 — Py (2) — 2[3],4_ )
G(2) = y[(x+PIa(2) — (2 — B)yi(2) — 28], s @—-p =1
H(z) = if}'['lh(-"-')_'!’z(z)]; -
(hy) F(z) = [y (2) + ¥ (2)g,(2) — 1]+ ¢alz),
G(z) = a[l,b @)+ Y2, (2)— l],
H(z) = tiay(2)g,(2);
(hs)') F(z) = ag,(2)? +3¢.,(2)* Lig,(2)qga(2) + ¢1(2),
G(2) = 3ag,(2)* ig,(2)+ ¢, (2),
H(z) = F3iag,(2)* + ¢2(2);
(he) F(z) = p2(1+ pH[Y(2) — 1]+ 30 + g 4(2)* + ¢2(2).
G(2) = y[¥(2)—1]— B, (2),
H(z) = By (2) = 1]+ ¢,(2):

wobei ¢(z2), ¢ (2) (v=1,2,3) bzw. Y(2), Y.(2) (u=1, 2) den auf Q, geltenden Funk-
tionalgleichungen (8. 2) bzw. (8. 3) geniigende, sonst aber beliebige komplexe Funk-
tionen bezeichnen und =, [i, y beliebige komplexe Konstanten sind. Weitere Lisungen
sind auch noch diejenige Funktionen F(z), G(z), H(z), die aus den vorigen mit der
Vertauschung der Funktionen

(h) G(2)~H(z)
entstehen. Es gibt keine andere Losung.

Beweis. Wir konnen uns dariiber leicht iiberzeugen, daBB die im vorigen auf-
gezihlten Funktionen (h,)—(h,) der Gleichung (9. 1) tatsdchlich geniigen. Weiter
sind die Funktionen G(z) und H(z) in (9. 1) wegen ihrer symmetrischen Rolle in
der Tat vertauschbar. Im folgenden geniigt es also zu zeigen, daB jede Ldsung eine
der Gestalten (h,)—(hg), bzw. die von ihnen durch die Vertauschung (h) entstehenden
Gestalten hat. Auch im weiteren bezeichnen ¢ (z) und Y(z) nur solche Funktionen,
die den Gleichungen (8. 2) bzw. (8. 3) geniigen.

Wegen der Assoziativitdt der Operation z; %z, gilt

Fl(zy %0 % 23] = Fzy %0+ F(z2) + G(z, ) G(z) + H(zy ¥ H(z,) =
— F(:1)+ F(C e Zz}+G(z‘)G(C*22)+H(:I)H(L_’.*:z) = F[Z, %(;*Zz)],

d. h. mit der A-Bezeichnunﬁ ist

d. }lo e Ul gTtecociviinung 1

A[F(zy %), 1]+ 4[1, F(z))] +4[G(z, %), G(z5)] + A[H(z, %), H(z,)] = 0.

4) Man mul} tberall das obere oder iiberall das untere Vorzeichen nehmen.

D 20
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Setzen wir jetzt die Gleichung (9. 1) in dieses ein, dann ergibt sich
A[F(z)+ F(O)+G(z)GQ) + H(z) H(), 1]+ 4[1, F(z))] +
+4[G(zy %), G(zx)] + A[H(zy %), H(zy)] =
= A[F(z,), 1]+ 4[G(zy), G(O] + A[H(zy), HO]+ 4[1, F(z5)] +

+A[G(zy %), G(z2)] + A[H(z, %), H(z5)] = 0,
also gilt

9.2 A[G(zy; ) —G (), G(z)] +4[H(z, ¥ ) — H(D), H(z,)] = 0.
,,Erweitern”” wir diese Gleichung mit H(z), dann folgt
A[G(z; ¥0) —G({), G(z,), H(z3)] = 0,

was nur in den Fillen
D

9. 3) H(z)=0,

E.

9.4 G(2) = k H(2), (k, = konst.)
F.

9.5) Gzx0)—G) = M(DG(2)+ N H(2)

erfullt ist.
D. Es sei H(z)=0, dann ergibt sich aus (9. 2)

A[G(z %) —G (), G(z)] = 0,
also gilt entweder

v 2 4 G(2)=0,

oder

D. 2.

(9. 6) Gzx0 -G = M()G(2).

D.1. Im Falle G(z)=H(z)=0 vereinfacht (9. 1) sich auf die Cauchysche
Gleichung (8. 2)
F(zy %2;) = F(z)) + F(z,),
also ist F(z)=¢(z). Dieses Losungssystem ist in jedem der Losungen (h,)—(hg)
enthalten.

D. 2. Aus (9. 6) folgt [vgl. (8.32)] die Gleichung

G(Zl‘*:-'z) - kIG(Z;)G(Sz)-FG{Z‘)-!—G(.'-.'z), (kl =k0n.ff.)
was nur die Losungen
D21 G(2)=g¢,(2). (ki =0)
D.2.2. G =aY(z)—1] (ot:ki, k, =0)
1

besitzt (vgl. B. 2).



Funktionalgleichungen, IV 307

D.2.1. Wenn G(z)=¢,(z) und H(z) =0 sind, ergibt sich aus (9. 1)
F(zy % z;) = F(zy) + F(z2) + ¢4(21)¢4(22),
deren Losung (vgl. B.2.1)
F(z) = $9,(2)* + ¢2(2)

ist. Das ist ein Spezialfall von (hs) [2=0 und ¢,(z)=0].

D.2.2. Mit den Losungen G(z) = a[y(z)—1] und H(z)=0 geht (9.1) in

F(zy %2;3) = F(z,)+ F(z;) +o?[y(z)) = 1][¥(2;) - 1]
iiber, deren Losung (vgl. B. 2.2)
F(z) = a*[Y(2)— 1]+ ¢(2)

ist. Dieses Losungssystem ist in (h,) [f=0 oder cfzz(z)zl] enthalten.

Damit ist der Fall D erledigt.

Des we‘teren konnen wir, auch wegen der symmetrischen Rolle der Funktionen
G(z) und H(z), voraussetzen, daBl G(z,)H(z,)Z0 ist.

E. Es sei jetzt G(z) =k, H(z), wo k, #0 wegen G(z)Z0 besteht. Dann folgt
aus (9. 2)

9.7 (ki+DA[H(z, %)= H({), H(z,)] =0,

wobei wir zwei Unterfille unterscheiden:

E. 1. ky = +i, Z==1
E.2. ki+1#0.

E. 1. Wennin (9. 7) k, = +i ist, erhalten wir aus (9. 1) fiir F(z) eine Cauchysche
Gleichung von Typus (8. 2), d. h. die Losungen sind F(z)=¢(z), G(z) =iH(z) und
H(z) = beliebig. Dieses Losungssystem ist eben (h,).

E.2. Im Falle k7 + 10 ergibt sich aus (9. 1)
F(zy %z;) = F(zy)+ F(z;) + (1 +k3) H(z,) H(z,),
weiter erhalten wir aus (9. 7) auf bekannte Weise (vgl. B. 2) die Gleichung
H(zy %z;) = k,H(z)) H(z;)+ H(zy) + H(z,) (k, =konst.).

Im weiteren geht die Berechnung dhnlicherweise wie in D. 2, und die Ldsungen
sind

1 ;
F(z) = “2‘(1'*'0‘2)‘{1(3)2""?‘2 Z)J

(x=k,)
G(2)=ag,(2), H(2)=¢,(2),
bzw.
F() = (14872 (2)— 1]+ ¢(2), :
G(z) = Byly(2)—1], i (ﬁ=k.~ =g kz#O)-
H(z) = yl¥ () 1), :

Beide Losungssysteme sind Spezialfille von (hg) [y(¥(2) —1)=0 bzw. ¢,(z)=0].
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F. Jetzt betrachten wir die Gleichung (9. 5). Da diese mit der Gleichung (8. 30)
iibereinstimmt, folgt'3) daraus (vgl. C)

\J G(:I'*':z) -_—kIG(:I)G(Zz)+k26(:l)H{:2}‘t‘
9. 8) ( +k,G(z,) H(zy) + kyH(zy) H(z,) + G(zy) + G(z,)
(ky, ki, k3 =konst.).

Damit erhalten wir aus (9. 2)

A{[k,G(Q) +hkH(Q) +1]G(z)) + [k,G(O) +hkyHOT H(z,), G(zy) § +
+A[H(z %) —HQ), H(zy)] =
= —[k,G(Q) + ks H()]A[G(z,), H(z,)] +A[H(z, %)= H(), H(zy)] =

=A{H(z, %) — H) = [k,G() + k3 H()]G(z,), H(z3)} = 0,
‘woraus wegen H(z)Z0
9.9 H(z %) — H() —k,G(2)G(0) —k;G(2) H(L) = P(OH(2)
folgt. Laut

H(zy %2,) = k,G(2,)G(z3) = P(z3) H(z)) +k:G(z))H(zy) + H(z,) =
= P(z,)H(z,)+k;G(z,)H(z,)+ H(zy)
gilt auch
A(P—k;G—1,H) =0,
was fur P(z) wegen H(z)#0 die Losung
P(z) = k;G(2) +ksH(z2)+ 1 (ks =konst.)

liefert. Damit ergibt sich aus (9.9)

9. 10) Bz, %2 m BBGICE) L6 GG G+
‘+‘kJG(ZZ)H(:1) +k4H(:1)H[:2)‘:‘H(:|)‘+‘ H{Zz).

Die Funktionalgleichungen (9.8) und (9. 10) haben die Formen (8.4) und
(8. 5), wir konnen also den Hilfsatz 1 anwenden, d. h. fiir die Konstanten gilt die
Gleichung'®)
\ky ky—ks

= 0,
1."3 kz_k.x.

15) Bei der Ableitung von (8. 37) aus (8. 30) haben wir nur die lineare Unabhdngigkeit von
G(z) und H(z) [vgl. FuBinote 3)] und die Kommutativitit der Operation z, # z» ausgeniitzt, welche
auch hier giiltig sind.

16) Die weiteren Beschrinkungen, die sich fiir die Konstanten A, ..., k: aus dem Hilfsatz
1 ergeben, liefern nur Identitdten.
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Daraus folgen die folgenden Unterfille:

F. 1. ky=ky=0,
B2 ky —ky=ky—ke=0,
F. 3. ky =k, —k3=0,
F. 4. ky=k,—kq=0,

F.S. k_}:kskl, kz‘“k,;:ks(kl-"ks},
F-6- kl—k3=k5k2, kz—k_’_-:ksk‘;‘

F. 1. Wenn k, =k; =0 ist, erhalten wir aus (9. 8) und (9. 10) das Gleichungs-
system

} kzksks(kl _ka) (kz _"k4) #0-

9.11) G(zy %z;) = kG(z,)G(z;) + G(zy) + G(z,),
9.12) H(z, %z,) = k4 H(z,)H(z,)+ H(z,) + H(z,),
wo wir noch die weiteren Unterfille'”)

F.11L ky =k, =0,

F.1.2. k=0, k,#0,

8, e - kyky #0

unterscheiden miissen.

F.1.1. Es sei k; =k =0, dann folgen die Losungen G(z)=¢,(z) und H(z)=
= ¢,(z) aus (9. 11) und (9. 12). Damit geht die Gleichung (9. 1) in

F(zy % 23) = F(z,) + F(z3) + @1 () 91(22) + @2(2) pa(25)
iiber, die ebenso wie die in B. 2. 1 vorkommende dhnliche Gleichung geldst werden
kann. Die Losung ist
e 1 g, A EAs
F(z) = 5‘!1(3)"’ E?z(ﬂl""fa(z)-

Dieses Losungssystem ist in (hs) [x=0 und ¢,(z) = ¢(2) tig,(z)] enthalten.

F.1.2. Wenn in (9.11) und (9.12) k, =0 und k,#0 sind, erhalten wir
(vgl. B.2.2) die Losungen

G(@)=q,(2), HE)=z2[Y()—1] (1=kl4)-
Damit ergibt sich aus (9. 1)
F(zy %23) = F(z))+ F(z3) + ¢,(z)g4(z3) + o[ (zy) — 1][¥(z2) — 1],
deren Losung (vgl. C.5.1)
F(z) = 2?[Y(2)— 1] +39:(2)* + 92(2)

- 17y Wegen der symmetrischen Rolle der Funktionen G(z) und H(z) enthidlt F.1.2 auch
den Fall, wo A:=0 und k:=0 ist.
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ist. Wegen des erwidhnten Rollenwechsels von G(z) und H(z) enthilt (h,) [f=0
und y=u] auch dieses Losungssystem.

F.1.3. Fallsin (9. 11) und (9. 12) k,k, # 0 ist, folgen (vgl. B. 2. 2) die Losungen
1

G()=a[y,(z)—1], (a':F)
1

H() =Bl ()~ 1), (ﬁ:kt-‘)
womit wir aus (9. 1) die Gleichung
F(zy %2;) = F(zy)+ F(z;) + [ Yy(zy) — 1] [Y4(z2) — 1] + B2 [Walzy) — 1 ][¥a(z2) — 1]
erhalten. Das besitzt (vgl. C. 5. 3) die Ldsung
Fz) = 2[Y1(2) = 1]+ B[Y2() = 1] + ¢(2).

Das ist eben das Losungssystem (h,).
Damit ist der Fall F. 1 erledigt.

F.2. Es seien jetzt k, —k; = 0 und k,—k; = 0. Dann erhalten wir aus
(9. 8) und (9. 10) das Gleichungssystem

(9.13) G(z, ¥2,) = k,G(2)G(z,) + k,G(z4) H(z,) +
+k,G(z))H(z)+k H(z))H(z,)+ G(z)) +G(z,),
(9. 14) H(z, % 23) = k2G(2,)G(z;) +k,G(z,) H(z;) +

+k G(z,) H(z,) +kyH(z,)H(z,) + H(z,) + H(z,),

wobei wir die Unterfille'?®)

F.2 1. ki=k; =0,
F.2. 2. k, =0, k,#0,
E.X3. kik,#0
unterscheiden.

F. 2. 1. Der Fall k; =k, =0 ist schon in F. 1.1 erledigt.
F.2.2. Wenn k, =0 und k, #0 sind, vereinfacht sich (9. 13) auf
G(zy %2;3) = G(z)[k,H(z,) + 1]+ G(z,)[k,H(zy) + 1],
was von der Form (5. 1) ist. Wegen G(z) Z0 sind die Losungen dieser Gleichung

F.2.2.a, G(z) = Y (2)p,(2), 1+k,H(z) = y(2):
und
.22 G(2) = o Y,(2) =¥ (2)], [¥1(2) ZYa(2); 2 =0, konst.]

1 +k,H(z) = 4[Y(2) + ()]

-'_“i Wegen der symmetrischen Rolle von G(z) und H(z) enthilt F. 2.2 auch den Fall, wo
ki#0 und k,=0 ist.
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F.2.2.a. In diesem Falle ergibt sich keine Lésung. Aus (9. 14) folgt ndmlich
—k3G(2))G(z,) = [kyH(zy) + ][k H(zy)) + 1] —[kyH(zy %25) +1] =
=Yz (z;) —yY(z, %2,) =0,
was wegen k, #0 den ausgeschlossenen Fall G(z) =0 nach sich zieht.
F. 2.2.b. Aus der Gleichung (9. 14) erhalten wir

';—['111(31 *2)+ (2 %2))] = ko H(zy %23)+ 1 =
= [k H(zy) + 1][k; H(z;) + 1]+ k3G (2,)G(2,) =

= "‘l'['f’: (z)+ O (22) i (2] H k3 [y () =¥ ()1 (22) — Y2 (22)),

d. h. auch die Gleichung

(k%rxz i %)N’l(ﬁ) — ¥ (z )Yy (22) —¥a(z3)] = 0

gilt, woraus wegen ¥ ,(z) Z¥,(z) 1/2k, = +a folgt. Damit haben wir die Losung
H(z) = £a[y,(2) +¢2(2) - 2]
und statt (9. 1) konnen wir die Gleichung
Fzy % 23) = F(z)+ F(z)) + [y, (1) = ¥ @)l ¥4 (22) = Y2 (22)] +
+a? [Py (z) +¥2(2) = 2] (Y1 (22) +¥2(22) = 2] =
= F(z;)+ F(z) + 222 [y (z) — 1] [Yy (z2) — 1]+ 202 [ (z,) — 1] [Y2(22) — 1]
schreiben. deren Losung (vgl. C. 5. 3)
F(2) = 20*[y,(2) + ¢2(2) — 2] + ¢(2)

ist. Wegen des erwihnten Rollenwechsels enthilt der Fall (hy) [x=0, f = +i,
+1iy=12] auch dieses Losungssystem.

F. 2. 3. Es sei jetzt in (9. 13) und (9. 14) k,k, #0. Jetzt wenden wir auf dieses
Gleichungssystem den Hilfsatz 2 an. Fiir die Konstanten k, und k, ist (8. 14) erfillt.
Weiter konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen, dalB
k, +k, # 0 ist; gegenfalls berechnen wir mit k, —k, # 0, weil k, +k, und k, —k,
wegen k,k, #0 gleichzeitig nicht verschwinden kénnen. So erhalten wir auf Grund
(8. 13) die Gleichung

(9. 15) (k|+kz)[6(za *-’2}+H(31*22)]+1 =
= {(k, +k)[G(z))+ H(z)] + 1} {(k, + k)[G(z,) + H(zy)] + 1},

woraus

1
(9. 16) G(2)+ H(z) = 2a[Y(2)— 1] (21-m¢0)

G(2)+H(2) = 2a[Y(z)—1]
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folgt. Wegen G(z)ZkH(z) ist y(z) # 1. Bei der Gleichung (9. 15) miissen wir zwei
weitere Unterfille unterscheiden:

F.2.3:5 ki=k,,
R. 258 ky #k,.
F. 2.3.a. Wenn k; =k, ist, ergibt sich aus (9. 13) und (9. 14)
G(zy %2;)—H(zy %2;) = G(z,)—H(z))+G(z;) — H(z,),
deren Losung
(9.17) G(2)—H(2) = 2¢4(2)
ist. Aus den Gleichungen (9. 16) und (9. 17) folgen
G(z) = a[Y(2) 1]+ ¢,(2),
H(z) = a[Y(2)—1]— g,(2),

womit (9. 1) in
F(z, %z;) = F(zy)+ F(z,) +
+2a2[Y(z)) — 1]["’(32) =2 1] +2¢4(2)¢4(22)
iibergeht. Diese Gleichung besitzt (vgl. C.5.1) die Losung
F(z) = 222[Y(2) — 1]+ 94(2)* + ¢2(2).
Das ist ein Spezialfall von (hg) [f=1 uad ¢,(2) = —¢(2)].

F.2.3.b. Wenn k, —k, #0 ist, ergibt sich keine Losung. Dann koénnen wir
nidmlich auch eine zu (9. 15) dhnliche Gleichung statt k, +k, mit k, —k, auf-
schreiben, deren Losung

9. 18) G(2)+ H(2) = 2B[2()—1] (2ﬂ= ?—17 ;0)
1 2

ist. Wegen der linearen Unabhingigkeit der Funktionen G(z) und H(z) sind
V,(2) Z konst. und ,(2) # konst. in (9. 16) bzw. (9. 18). So erhalten wir aus (9. 16)
und (9. 18), auch die Gleichung (8. 3) angewendet, die Relation «=f, was aber
den ausgeschlossenen Fall k; =0 nach sich zieht.

Damit ist auch der Fall F. 2 erledigt.

F. 3. Es seien jetzt in (9. 8) bzw. (9. 10) k, =0 und k, —k; = 0, dann folgen
(9. 19) G(zy %2z,) = k,G(z4)G(z,)+kH(zy) H(z,) + G(z)) + G(z,),
(9. 20) H(z, %z;) = k,G(z,)H(z,) + k,G(z,) H(zy) +
+kaH(z,) H(z,) + H(z)) + H(z,).

Hier ist k, #0, sonst wire auch k;=0, diesen Fall haben wir aber in F. 1 schon
behandelt. So kénnen wir (9. 19) auf (4. 1) zuriickfithren, und zwar gilt

kyG(zy %2,) +1 = [k,G(zy) + 1][k,G(z,) + 1] — (L ik,)*H(zy) H(z;), (i? =—1)
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deren Losungen
| £9% i PP kiG(2)+1 = 215 [(x+ Py (2) — (2 — By, (2)],

1 ,
I W12y, (2]

{.Iz_ﬁz: ]! ﬁ¢0);
R, 3% kyG)+1 =y (@@)[l ¢,
+ik H(z) = ¥ (2)p,(2)

sind, wobei die Vorzeichen + (voneinander unabhingig) beliebig gewihlt werden
kénnen.

F. 3. 1. Setzen wir die Losungen G(z) und H(z) in (9. 1) ein, dann erhalten
wir mit der Bezeichnung y=1/(2fk,) die Gleichung

F(zy%2) = Fz)+ F(z2) =y Y1 (z0) = Y2 (2)I Y4 (22) — Y2 (22)] +
+ 72 @+ B (z) — (=B (z1) = 2B1 (2 + B2 (z2) — (2 - By (22) — 2B) =
= F(z;)+ F(z) + 9 [(x = B)* = 11¥, (21 ¥ 22) + 2 [(@ + B)? = 1]Y2 (2 ¥ 22) +
+ 287 (= B (20) + ¥y (2] = 2By (2 + B) W2 (20) + W2 (22)] + 457 2,
[(@=B)? =1 ==2B(@—p), (@+p)*—1 = 2p(x+ p)),
deren L&sung
F(z) = 2By*[(a + B)Wa(2) — (= P)r (2) — 28] + ¢ (2)

ist. Das ist eben das Losungssystem (h;).

Es sei hier noch bemerkt, dal} die Funktionen G(z) und H(z) auch der Gleichung
(9. 20) nur im Falle k, = +ix/(fy) geniigen, was mit leichter Rechnung sofort
folgt.

F. 3.2. Mit der Bezeichnung x = 1/k, haben wir in diesem Falle statt (9. 1)
die Gleichung

F(zy % 2;5) = F(zy) + F(z3) =2y (2) gy (2 )Y (22)94(22) +
+22[Y(z) Y (29 (z0) = 1][¥(z2) £ (2) g4 (z) - 1] =
= F(z;)+ F(z;) + a® (zy % 2)[1 £ (2, %2,)] -
— oY (z)[1 £ ¢,(z))] — oY (2)[ 1 £ ¢4(25)] + 2%,
welche (vgl. C. 3) die Losung
F(z) = [Y(2) £ ¢, (2 (2) — 1]+ ¢,(2)

liefert, wobei die Vorzeichen + nur so gewihlt werden kénnen, wie bei der Losung
G(z). Dieses Losungssystem ist eben (h,). Bei (hy) haben wir das Vorzeichen +
in ¢,(z) eingeschmolzen.
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Wir bemerken noch, daB die Funktionen G(z) und H(z) auch der Gleichung
(9. 20) nur in den Fillen k, = + 2i/x, geniigen, wobei ,, + " steht falls in G(z) und
H(z) die Vorzeichen + iibereinstimmen und ,, —"" falls sie verschieden sind, was
wir aber hier nicht spezifizieren.

Damit ist auch der Fall F. 3 erledigt.

F. 4. Der Fall ky =k, —k4=0 liefert keine weiteren Losungen, weil das aus
(9. 8) und (9. 10) erhaltbare Gleichungssystem

G(zy %2;) = k,G(2,)G(z,) + k,G(zy) H(z,) + kG (z3) H(zy) + G(z,) + G(z,),
H(zy % z;) = k;G(z,)G(z;) + k,H(z,)H(z;) + H(z)) + H(z;)

wegen des erwihnten Rollenwechsels der Funktionen G(z) und H(z) von (9. 19)—
(9. 20) nicht verschieden ist.

F. 5. Jetzt untersuchen wir den Fall
ky—ksky = ky—ky—kslky —k3) =0, kyksks(ky —k3)k, —ky) =0,
Damit erhalten wir aus (9. 8) und (9. 10) das Gleichungssystem
{9.21) G(zy %25) = k,G(2))G(z3) +k,G(zy) H(z,) +
+k,G(zy)H(zy) +ksk H(z))H(z,) + G(z2,) +G(z,),
(9.22) H(z, %z;) = k;G(2,)G(z;) + ksk,G(z,)H(z;) + ksk,G(z;) H(zy) +
+(ky —ksky +k3k,) H(z)) H(z,) + H(z,) + H(z,).
woraus'?) eine Gleichung von Form (4. 1) folgt:
(9. 23) kiG(zy %z)+k,H(z, %2,)+1 =
= [kyG(zy) + ko H(zy) + 1][k,G(z;) + kyH(zy) + 1] —
—(+iky)[G(z)) + ks H(z)]( +ik)[G(zy) + ksH(z,)],
d. h. das Funktionspaar
(9.24) C(2)4 k,G(2)+k,H(z)+ 1,
(9.25) SE) 4 +ik,G(z)+ ks H(2)

geniigt der Gleichung (4. 1). Im wesentlichen enthilt (9. 25) zwei verschiedene Fille,
je nach dem, welches Vorzeichnen man nimmt. Des weiteren konnen wir aber diese
gleichzeitig behandeln. Weiter sieht man gleich, daB S(z) 0 ist, sonst wiren G(z)
und H(z) voneinander linear abhéngig.

Jetzt unterscheiden wir die Unterfille

Fo 5. Io kl_klk5 = 0.
F. 5.2. Jog e iy 6 ;

) Fiir dieses Gleichungssystem konnen wir den Hilfsatz 2 nicht anwenden.
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F.5.1. Wenn k, =k, ks ist, ergibt sich aus (9. 23)

(9. 26) ki [G(zy ¥ 23)+ ks H(zy % 2;)] =
= ki(1+k3)[G(zy) +ks H(z))][G(z2) + ks H(z,)] +
+k[G(z)+ ks H(z))+ k[G(z5) + ks H(z,)),

wobei wir noch die Fille
F.5.1.a, 1+k% =0,
E:S5. 1 b. 1+k3 =0
unterscheiden miissen.

F.S5.1.a. Wenn k= +i ist, folgt aus (9. 26)
(9.27) G(2)LiH(2) = ¢4(2).

315

(ky#0)

Auch (9. 27) enthédlt wegen der Vorzeichen + zwei verschiedene Fiille, die wir aber

gleichzeitig behandeln konnen. Mit (9. 27) geht die Gleichung (9. 22) in

H(zy %z;) = ji"k|[?-1(zi)$ f'H(:.)][q 1(:2')$fH(-Zz)] -
—ky[@y(z) FiH(z)|H(z3) — k[ @1(22) FiH(z3) | H(zy) +

T ik H(z)H(z,) + H(z,) + H(zy) = +6iag(z,)p(z,)+ H(z,) + H(z,)

(6 =k, #0)
iiber, deren Losung (vgl. B.2.1)

H(z) = +3iag,(z)* + ¢,(2)
ist. Mit aus (9. 27) erhaltbarer Losung

G(2) = 3ug(2)* Figy(2) + ¢4(2)
haben wir statt (9. 1) die Gleichung

F(zy %25) = F(z,)+ F(zp) + [ £ 3iag,(z,)* + g2z )] £ 3ixg,(25)* + ¢a(z2)] +

+[Bag,(2,)? Figa(z)) + ¢1(z)][32g1(22)* Figa(z2) + gy(22)] =
= F(zy)+ F(z5) + 3a[ 91(z1)¢1(22) + ?:1(3212‘1'1(31}] +

Filgaz)gi(z2) + ‘Iz(fz)fI'.(Z])] + (2 g.(22),
woraus sich die Loésung (vgl. auch C. 1.1, a)
F(z) = agy(2)* +1¢,(2)? Fig(2)g1(2) + ¢3(2)

ergibt. Dieses Losungssystem ist eben (hs).

F.5.1.b. Es sei 1+k2+0, dann ist die Losung von (9.26) (vgl. B.2.2)

(9.28) G(2)+BH(2) = 2[y(2)—1],
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womit die Gleichung (9. 22) in

H % 2) = o (e —a— BHG o 23) — 2 — BH) +

- :“ +ﬂ2 o (z)) —x— BH(zy)]H(z3) + [af (z5) — 2 — BH(z,)]| H(zy) | +

3
(lli.ﬁz) H(z))H(z,) + H(z)) + H(z,) =

= HG)+HD) = ) = 1)~ 1)
iibergeht. Die Losung ist (vgl. C. 5. 2)
H(z) = }+ﬂ;[¢’(z) 1+¢,(2),
d. h. aus (9. 28) folgt
o
G(z) = l+~ﬁ—z[¢(2)-—1]-ﬁq'1(:)-

Mit diesen haben wir statt (9. 1) die Gleichung
F(zy%z;) = F(z;)+ F(z,) +

= {l_f"ﬁf WE)—11- lffrn“”)} {iTaiﬁ s inl (ZZ)} i
+{i{4/(-)—1]+ D W)~ 1+ e )}_
i3 p VG (24 1+p2 V% Pri2)( =

= F(z)+ F(z5) +4 ,[lb(- W) =11+ +B) g1 (2)g1(=2)

ﬁ
Die Losung ist (vgl. C.5.1)

2
1(2)? +¢2(2).

FG) = Q)

Diese Losungen wurden in (hg) mit der kiirzeren Bezeichnung y=u/(1 + f*) auf-
gezihlt.

F.5.2. Wenn k, —k.ks+#0 ist, erhalten wir aus (9. 24) und (9. 25)
(9.29) G(z) = y[C(2) —1]FiyS(2),
(9. 30) H(z) = £i6S(z)—y[C(2) —1],
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wobei die Bezeichnungen

1 ! k,

Lol = kb e % ey 4

klks-—kz 0. Elks > 0.

9.31) 5 ;
,kl = ;’(5_5 .,,-;,-.)_ >~ O- kz = 55—}' - 0, (08‘—-}' #= 0}

beniitzt wurden. Da S(z) Z0 wegen der vorausgesetzten linearen Unabhiingigkeit
von G(z) und H(z) [vgl. (9.25)] gilt, geniigt es hier nur die Fille

F.5.2.a. C(2)=kyS(2), (ko = konst.)
F.5.2. W A[C(zy), S(z,)] 20
zu untersuchen.

F.5.2.a. Wenn C(z)=k,S(z) gilt, ist die Losung der Gleichung (9. 23)
(vgl. §4.B)
©9.32) 5G) = ¥ (koW () # 0l

Hier ist k% # 1, sonst folgt S(z)=0 aus (4. 1). Weiter siecht man gleich, daB3 auch
y(z)# 1 besteht, gegenfalls folgt die ausgeschlossene lineare Abhingigkeit von
G(z) und H(z) aus (9. 29) und (9. 30). Um die Konstanten k,, y, 0 und & zu speziali-
sieren, setzen wir (9. 29), (9. 30), (9. 31) und (9. 32) in (9. 21) ein, so erhalten wir
mit leichter Berechnung die Formel

ko Ay W R 2 kﬂ}) - 2 = : - -
=57 [Vko8 Fi)—ko(@Liko V)Y (24 % 2;) — 15— (ko F i)Y (z)) + ¥ (22)] = 0.
(kg—1) kg—1
Wegen k,yy(z) # konst. folgen ke T i =0 und 0 +ikyy = 0, womit sich (9.29)
und (9. 30) auf G(z)= —y¢ und H(z)=y vereinfachen. Das jist aber ein Wider-
spruch, weil G(z) und H(z) in diesem Falle voneinander linear abhiingig wiren,
also ergibt sich keine neuere Losung.

F.5.2.b. Es seien jetzt die Funktionen C(z) und S(z) voneinander linear
unabhdngig. Unter derselben Bedingung haben wir (vgl. §4.C) aus (4.1) fiir
S(zy % z,) die Gleichung (4. 13), d. h.

(9.33) S(zy ¥*z;) = B1S(z,)S(z3)+ S(z,)C(z,) + S(z;)C(zy) (p, =konst.)

erhalten. Auch das in Betracht genommen, vereinfacht sich die Gleichung (9. 21)
mit (9. 29) und (9. 30) auf

(Fipyy+0)S(z,)S(z,) =0,

was wegen S(2) 20 die Konstanten spezialisiert:

(9. 34) 0 = Lif,y.

Ahnlicherweise reduziert sich (9. 22) mit (9. 29), (9. 30) und (9. 33) auf
(£ipyy+ ye—0)S(zy) S(z,),
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d. h. wegen S(z)Z0 ist
(9. 35) o = xif,y—ve.

Das ist aber ein Widerspruch, weil wir entgegen unserer Voraussetzung aus (9. 34),
(9. 35) und (9. 31) die Formel
ks
1 — —_— = 0
"7 ks —ka
bekommen. Hieraus haben wir also keine Lésung.
Damit ist der Fall F. 5 erledigt.

F. 6. SchlieBlich untersuchen wir den Fall
kl_k3_k5k2 = kz_k4_k5k3 - 0, kaJkS{kl_hkj)(kZ_kdn) # 0.
Damit haben wir aus (9. 8) und (9. 10) das Gleichungssystem
G(zy %2;) = kyG(2,)G(2,) + k,[G(zy) H(z,) + G(z,) H(zy) ] +
4 (ky —ksky))H(zy) H(z,) + G(z4) + G(z,),
H(zy % z;) = k,G(z,)G(z,) +(k, ‘kskz)[cfzi)H(32)+G(zz) H(Zt)] T
+(ky —kyks+kok3) H(zy) H(z,) + H(z,) + H(z,).

welches auf das aus (9. 21) und (9. 22) bestehende Gleichungssystem zuriickgefiihrt
werden kann. Wir fithren ndmlich neue Konstanten ¢,, ¢,, ¢s ein, und zwar seien

klzf'lr k2=(.'2#0. kl"*kskz =f'5f'2,
und damit gilt auch
kz_klk5+kzk§;(.'2—('1f5+fzf§o

Dann erhalten wir die Gleichungen (9. 21) und (9. 22) (statt ¢, steht k,;: v=1, 2, 5).
Da die Substitutionen fiir alle k,, k, #0, ks durchfithrbar sind, stimmen die Fiille
F.5 und F. 6 tatsidchlich iiberein.

Damit ist auch dieser Fall erledigt, womit auch der Beweis des Satzes 9 vollendet
1st.

(Eingegangen am 11. April 1963.)



