Uber gewisse geordnete Halbmoduln mit negativen Elementen

Von HERBERT LUGOWSKI (Potsdam)

Wir betrachten geordnete Halbmoduln 2N (Halbgruppen mit additiv geschrie-
bener Verkniipfung), welche hinsichtlich ihrer Ordnung auBer der Trichotomie
(JI) und der Transitivitit (JII) sowic dem Monotoniegesetz der Addition (JIII:
Aus a<b folgt a+¢c = b+c¢ und c¢+a = c+b fir alle ¢c£IM) noch folgende
Eigenschaft besitzen:

JMNV: Zu ac M und beW mit a<=b existieren x <IN und y <IN mit a+x =
= y+a =0,

Sic unterscheiden sich von den von CLIFFORD [2] cingefiihrten natiirlich geord-
neten Halbmoduln dadurch, daB in ihnen nicht alle Elemente positiv zu sein brauchen:
wir nehmen im Folgenden die Existenz negativer Elemente an. Ist Wi dann archime-
disch geordnet, so ist I sogar (kommutativer) Modul (Satz 3) '): im anderen Falle
besitzt N bei Voraussetzung der Kommutativitét eine (zur CLirForDschen Zerlegung
kommutativer natiirlich geordneter Halbmoduln analoge) Zerlegung in irreduzible
Halbmoduln mit JIV, deren Aufbau wir ndher beschreiben (Sitze 4 10),

Zur Charakterisierung negativer Elemente machen wir zundchst folgende
Bemerkungen: Ein Element ¢ <) heille /inkspositiv bzw. rechtspositiv, wenn { = ¢ +
bzw. t = t+ ¢ fiir alle 7€ gilt, und entsprechend linksnegativ bzw. rechtsnegativ,
falls ein € bzw. v €2} existiert mit ¢ + v = u bzw. v + ¢ = v. In einem beliebigen
geordneten Halbmodul Wi kann dabei ein Element ¢ £ durchaus etwa linkspositiv
und rechtsnegativ sein: z. B, widhle man ¢ als Minimum einer geordneten Menge
Wi mit der Verkniipfung a+b = b. Auch kann ceY)i etwa rechtsnegativ sein,
ohne dal3 1+ ¢ = 1 fir alle 1 €2 g'lt; als Beispiel wihle man hier im eben erwihnten
Halbmodul Y das Element ¢ so, daB Elemente s und ¢£3{ mit s<c¢=v exi-
stieren. Ferner ist ein Element ¢ €3 mit ¢+ ¢ = ¢ sicher links- und rechtsnegativ,
aber man kann nicht umgekehrt schlieBen. Dagegen erhalten wir:

Satz 1. In einem Halbmodul M) mit JIV gilt:

a) Ein linksnegatives Element ¢ erfiillt ¢+1 = t und ein rechisnegatives
Element ¢ € entsprechend 1+ ¢ = 1 fiir alle 1€I.

b) Jedes linksnegative Element ist auch rechtnegativ und umgekehrt, weshalb
wir nur noch von negativen und entsprechend von positiven Elementen schlechthin zu
sprechen brauchen.

") Es handelt sich hierbei um die Verallgemeinerung eines bei LuGowski [4] unter Voraus-
serzung der Regularitiit ausgesprochenen Sachverhalts.
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¢) Die negativen Elemente ¢ <\ sind gekennzeichnet durch ¢ +- ¢ = c. die positi-
ven entsprechend durch ¢ = ¢ - c.

BeEwels. Es sei ¢ linksnegativ, also ¢+wu <= u fiir geeignetes w2, Ist
dann 7 =u, so gibtes nach JIVein k€I mit r+k = u, worausc+u = c¢+1+k =
= t+k = u folgt: aus einer solchen echten Ungleichung kann man aber wegen
JI und JIII gleiche Elemente auf beiden Seiten weglassen. so dall wir ¢+r1 = ¢
erhalten. Ist dagegen w <1, also u+k = 1, so ergibt sich unmittelbar aus JIII:
¢+t =c+u+k = wu+k =1 Setzt man ferner ¢+ u = w, so folgt nach obigem
wegen w=u auch ¢+w < w, also ¢+c+u = c+u und damit ¢+c = ¢. Fiir
rechtsnegative Elemente schlieBt man analog.

Nach Satz 1 ist ein Element ¢€2) bereits dann positiv, wenn ein Element
sEM mit s = ¢+ s oder s = s+ ¢ existiert; insbesondere sind also die in JIV auf-
tretenden Elemente x und y stets positiv. Ferner entnehmen wir dem obigen Beweis
noch. daB ein negatives Element ¢ €3N wegen ¢+ ¢ = ¢ jedes kleinere 1€\ sogar
echt verkleinert: Aus 7 =c¢ folgt ¢ +1 — 7 und analog 1+ ¢ = 1. Daraus ergibt sich
weiter, dall die natiirlichen Vielfachen nc¢ eines negativen Elementes ¢ eine
streng monoton abnehmende Folge bilden; denn wegen ne = ¢+ ¢ fiir n =2 folgt
nc=c¢ und damit (n+1)e¢ = ¢+nc < ne. Insbesondere ist daher ein endlicher
Halbmodul mit JIV stets sogar natiirlich geordnet.

Im Folgenden bezeichnen wir mit ‘I den Positivitidtsbereich von Wi, mit I
den Bereich aller negativen Elemente von 2. (I, 1) ist im Falle "I = @ ein Schritt
in W, wie unmittelbar aus der Definition negativer und positiver Elemente folgt.
LPistein natiirlich geordneter Halbmedul: auch " ist ein Halbmodul, denn mit ¢,
und ¢, ist auch ¢, + ¢, wegen ¢, +¢, = ¢, negativ,

Nach CrirrorD [3] heiBBt ein geordneter Halbmodul 2 archimedisch, wenn er
folgende beiden Eigenschaften hat:

(1) Zua=0und b=0 mit @« = a+a, b = b+ b existiert eine natiirliche Zahl
n mit b= na.

(2) Zua A0 und b=0 mit a+a = a. b+ b = b existiert eine natiirliche Zahl
n mit na=bh.

Wiihrend im allgemeinen beide Eigenschaften voneinander unabhiédngig sind.
erhalten wir fiir Halbmoduln mit JIV jedenfalls:

Satz 2. In einem Halbmodul )i mit JIN zieht die Giiltigkeit von (1) die Giiltig-
keit von (2) nach sich, im allgemeinen aber nicht umgekehri.

BewEls. Wiire zwar (1), aber nicht (2) erfiillt, so gibe es zwei Elemente a1V
und b€ mit a=nb fir alle natiirlichen Zahlen n. Wegen a<b und b+b < b
gibt es dann Elemente x€ und y€R mit a+x = b und b+b+y = b, wobei
aus der letzten Gleichung (n+2)b+(n+ 1)y = b fiir alle n folgt. Dies liefert aber
fiir alle n

at+(n+ 1)y =m+2)b+(n+1)y =b<b+y =a+x+y,

also ny =x im Widerspruch zu (1).

Ein Beispiel fiir einen Halbmodul mit JIV, der zwar (2), aber nicht (1) erfullt.
ist die geordnete Summe M = I' = N des Moduls I' der ganzen Zahlen und des
(davon unterschiedenen) Halbmoduls N der natiirlichen Zahlen. d. h. die Vereini-
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gungsmenge ' N, in welcher die Ordnung durch a, =a, und die Addition durch
a,+a, = a, fiur a; €I und a, € N erklirt ist, wihrend in den Teilmengen I und
N von i wie vordem gerechnet wird.

Ein Halbmodul M mit JIV ist also als archimedischer Halbmodul bereits
durch (1) allein festgelegt, d. h. durch dic Forderung, daBB der Positivititsbereich
& von 2K archimedisch ist. Wie stark jedoch die gleichzeitige Forderung von archi-
medisch und JIV bei Anwesenheit von negativen Elementen ist, zeigt folgender Satz:

Satz 3. Ein archimedischer Halbmodul Y mit IV, der negative Element ent-
hali, ist bereits (kommutativer) Modul.

Beweis. a) Fiir ein negatives Element ¢ €2 gilte+¢ =c.alsoc+ ¢4 x = ¢ mit
xe3B. Dieses Element x erfiillt die Gleichung

cH+e+X=c+XxX+C.

Sonst wiire nimlich entweder ¢ +¢+x = ¢c+x+coder c+ce+x = ¢+x+c¢. Wir
fiihren die erste Annahme mit Hilfe von (1) zum Widerspruch: fiir den zweiten
Fall schlieBt man analog mit (2). Aus ¢ = c+c+x = ¢+ x+c¢ folgt c+x <=
= X+4+¢ sowie ¢+x = c+x+c+x und x+¢ = x+c+x+c¢ und auBlerdem
c+x 0 und x+¢ = 0 (fir ein eventuell in W vorhandenes Nullelement 0).
Also gibt es nach (1) eine natiirliche Zahl #n mit x+ ¢ = n(c+ x). Ersetzt man in
der hieraus folgenden Ungleichung

C4+X+e=SCcret+ X+ rXT.it+lCTX

sukzessive ¢+ ¢+ x durch ¢, so ergibt sich der Widerspruch ¢+x+¢ = .

b) Aus ¢ = ¢+ c¢+x = c+x+c folgt die Idempotenz von ¢+ x: ferner gilt
c+e<=c¢=ct+e+x also ¢ c+x = ¢ =c+x und damit ¢ +x = x. Dies liefert
¢+x = 0 und mithin x =—¢, denn aus ¢+x # 0 und ¢+ x = x wiirde sonst
n(c+x) = x fiir alle natiirlichen Zahlen n folgen im Widerspruch zu (1).

¢) Um nun die Gruppeneigenschaft von i nachzuweisen, zeigen wir, daBl
die Gleichung a4 x = b in Wi stets losbar ist: die Losbarkeit von y+a = b folgt
dann analog. Hierzu bleibt nur noch der Fall @ =5/ zu betrachten. Nach JIV gibt
es ein x; #0 aus ! mit b+ x, = a: ferner gilt auch 0 = — ¢ €}, da sonst wegen der
Halbmoduleigenschaft von " die Summe ¢+ (—¢) = 0 negativ wire. Daher exi-
stiert eine natiirliche Zahl n mit

X; = n(—¢) = —ne,

woraus ¢ = b+ x, = b+ (—ne), also a+nc = b folgt: im Fallea+ne -~ b ver-
hilft dann nochmalige Anwendung von JIV zur gesuchten Lésung von ¢+ = b.

d) Die Kommutativitidt von Y ist dann auf Grund der archimedischen Ordnung
klar (vgl. etwa BIRKHOFF [1: S. 226]).

Im Folgenden untersuchen wir die Struktur nichtarchimedisch geordneter
Halbmoduln X mit JIV unter Voraussetzung der Kommuiativitar. Ist Wi dann sogar
natiirlich geordnet, so gilt nach CLiFFORD [2: Theorem 1], daB 2k sich auf eine
einzige Weise als geordnete Summe einer geordneten Menge ordnungsirreduzibler
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natiirlich geordneter Halbmoduln 2. schreiben 1dBt (7 geordnete Indexmenge):
{ o<1 oder

M=|<|S, mita,= b, T
o=1,4,<b, wiein &_;

~—
teT

b, fir 6 <1
a, -rbr:

a,+b, wiein Z, fir 6 =1;
ordnungsirreduzibel heiBt dabei ein solcher Halbmodul, wenn er sich nicht mehr
derartig zerlegen 1dBt. CLIFFORD bemerkt in [3], daB sich analog auch die entspre-
chende Aussage fiir positiv geordnete (d. h. nur aus positiven Elementen bestehende)
Halbmoduln beweisen laBt: fiir uns ist interessant, daf} dies ebenso fiir Halbmoduln
mit JIV richtig ist:

Satz 4. Jeder kommutative Halbmodul ) mit JIV besitzt eine CLIFFORDsche
Zerlegung in ordnungsirreduzible Halbmoduln Z_. mit JIV,

Zusatz. Hat )i negative Elemente, so existiert in dieser Zerlegung von I ein
erster ordnungsirreduzibler Halbmodul W=, und dieser enthdlt alle negativen Elemente
von WM.

BEWEIS. In der Tat bedarf der CLIFFORDsche Beweis des Theorems fiir kommu-
tative natiirlich geordnete Halbmoduln nur geringfiigiger Abédnderungen, um die
Richtigkeit von Satz 4 nachzuweisen. Es bleibt also nur der Zusatz zu zeigen. Ist
aber ¢ € Z, ein negatives Element, so enthdlt S, wegen ¢+¢ = ¢ und ¢+ c€E, auf
Grund von JIV auch ein positives Element x mit ¢+ ¢+ x = ¢: da alle negativen
Elemente kleiner als alle positiven Elemente sind, gilt sogar "< Z, und 1 =Min 7.

Zur genaueren Aufklirung der Struktur von YN bzw. 2i* fithren wir folgende
Aufteilung von i in zwei Teilmengen 2, und Y, durch: i, besteche aus P
und der Menge ‘I3, aller derjenigen Elemente p, von [, fiir welche Elemente a" €}
und b €R" mit @ 4+ p, = b existieren: W, sei die Komplementirmenge M, =
= M- M, =*R. Dann gilt:

Satz 5. Die Zerlegung M = i, ' W, eines kommutativen Halbmoduls ) mit
JIV ist im Falle Wi, =@ ein Schnitt in M.

Beweis. Es ist nur zu zeigen. daB fir beliebige Elemente my €9, und m, €,
stets m; <m, gilt, Fiir m, ¢ ist dies klar: es sei also m, ¢}, und a"+m, = ¥
mit ¢ 1" und b" R, Dann gilt jedenfalls m, = m,. Wire nun m, =m,, also wegen
JIV my +x = m; mit x€'l&, so folgte wegen m, €18

ad+x=d+x+my,=d+m;, =¥,

also @' +x = ¢’ <" und damit
c+my, = b
im Widerspruch zu m, &}, .
Wir untersuchen diese beiden Teilmengen Wi, und Wi, von MW im Hinblick
auf thre Struktur.

Satz 6. In der Zerlegung i = I, !, eines kommutativen Halbmoduls )
mit JIV ist I, ein Modul mit %, als Positivititshereich.
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BEwEIs. a) i, ist ein Unterhalbmodul von 2 mit |, als Positivitdtsbereich.
In der Tat: Mit ac*l” und b< IV gilt auch a+ b€ {’. Aus a€*R; und bR, sowie
ad+a=b,c+b=d (@,b,c,d aus L) folgt

(@+c)+(@a+b) =b+d mit ad+ccW, b +d e,
also a+ b€, . SchlieBlich gilt fiir a€’P", bR, mit ¢’ +b = d" entweder a+ bW
oder a+bc}, im letzteren Falle aber wegen
c+at+b=a+d e}y
dann sogar a+b¢cl,.

b) M, erfiillt JIV. Zu acWi;, und b, mit a =5 existiert ndmlich nach
Voraussetzung iiber M) jedenfalls ein x € mit ¢ +x = b. Gilt nun b€} und damit
ac*l, so folgt x <, nach Definition von k,. Ist aber b€, und ¢’ +b = d" mit
eV, d e, so erhalten wir im Fall ac}},

cC+x=cd+x+a=c+b=4d,
also ¢’ +x = € )" und damit xef,, wihrend sich x€¥, im Falle a €' wegen
¢’ +acy direkt aus ¢’ +a+x = d ergibt.

¢) 3, enthdlt wenigstens ein Idempotent; denn aus ¢ <1" folgt ¢+ ¢ = ¢, also
c+c+x = c¢ mit X&'}, und damit

c+x+c+x =c+x€eVy.

d) }, enthdlt hochstens ein Idempotent. Dazu stellen wir zunéchst fest, daB
°§; als natiirlich geordneter Halbmodul gemédll dem oben genannten Theorem 1
von CLIFFORD in ordnungsirreduzible natiirlich geordnete Unterhalbmoduln zer-
fallt. Jedenfalls liegt dann in jedem dieser Unterhalbmoduln jeweils hochstens ein
Idempotent; dieses ist dann maximales Element des Unterhalbmoduls und absor-
biert jedes seiner Elemente (CLiFFORD [2], Theorem 2). Daher bestehen zwischen
jedem Element pe1, und jedem Idempotent e<*}, folgende Bezichungen:
(1 Aus p—e folgt p+e = e,

aus e<=p folgt e+p = p.

Es seien nun ¢ und f Idempotente von ;. Dann existieren nach Definition von
‘!, Elemente v und a bzw. v und b aus 1" mit

(2) a=u+e=utete =aqa+e,
b=v+f=v+f+f=b+/f.

Ferner existieren wegen a <e und b </ Elemente x ¢ B, und ye 1}, mit

(3) a+x=e und b+y =/

Wir zeigen nun ¢ =/, wobei wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit @ = b anneh-
men diirfen. Ist dabei sogar a < b, so gibt es ein Element =€}, mit a+ = =bh, wor-
aus sich wegen (2), ergibt

(4) b=a+z=a+e+z =b+e;
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fiir a = b stimmt aber diec Aussage b = b+ e in (4) mit (2), selbst iiberein. Die Annah-
me f=e¢ liefert dann wegen (3),, (4), (3), und (1), den Widerspruch

f=b+y=bte+y=fte=c

Um auch dic Annahme e </ zum Widerspruch zu fithren, verwenden wir, dal wegen
b-=e ein Element 7}, mit b+ = e existiert; daraus ergibt sich ndmlich unter
Benutzung von (1), und (2), wieder

f — e—|—{.: b—i—f-'—f = b+t = e,

e) Wir bezeichnen das gemiB ¢) und d) einzig in B, vorhandene Idempotent
mit 0 und zeigen, daf3 0 Nullelement von N, ist. Jedenfalls gilt gemidB ¢) ¢ +0 = ¢
fiir jedes ¢ €Y und gemdB (1), p+0 = p fiir jedes p <R}, mit p=0. Wire nun 0
nicht Nullelement von Mi,, so miifte daher wenigstens ein Element pe, mit
p =0 existieren. Aus p<{{, und p <=0 folgt aber fiir jedes c€ I

c+p=c+0=c=c+p, also c+p =c.
Wegen ¢ <p gibt es jedoch ein Element s}, mit ¢+ s = p: dies liefert
c+ce+s=c¢, also c+s+c+s =c+s

und damit p+p = p im Widerspruch dazu, daB 0 doch das einzige Idempotent
von [, ist.

f) Jedes Element von i, hat sein Entgegengesetztes in i, . Fir ein Element
cey ist dies ndmlich das Element x€¥, mit ¢ +c¢+x = ¢, welches ja nach c¢)
und e) ¢+ x = 0 erfillt. Fiir ein Element p €'}, existieren aber Elemente a" €]
und b €Y mit ¢’ +p = b, so daB hier (—b)+a +p = 0 mit (—5b)+a €M,
gilt. Damit ist der Beweis von Satz 6 beendet.

Satz 7. In der Zerlegung i = Wi, U2, eines kommutativen Halbmoduls
W mit JIV ist I, ein positiv. aber nicht notwendig natiirlich geordneter Unterhalb-
modul von ).

Bewkis. Es seien @ und » Elemente von )i,. Dann fiihrt die Annahme, daB3
Elemente " und b aus ‘" mit @' +a+ b = b" existieren wiirden, wegen a’ + a4 V',
also @’ +a = pef zu dem aus

p=Ep+b=">b

fithrenden Widerspruch p € B’. Als Beispiel fiir einen Halbmodul i mit JIV, dessen
Unterhalbmodul 1, nicht natiirlich geordnet ist, betrachten wir die Produktmenge
No X I' aus dem Halbmodul N, aller nichtnegativen ganzen Zahlen und dem Modul
I' der ganzen Zahlen, in der wir die Addition komponentenweise und die Ordnung
vermoge
entweder a, = b,
(ay,ay)=(by, b))

oder ay=b,.a,<b,
erkldren. Hier gilt

W={0} XN, M ={0}xT,

¥y ={0} X Ny, My=NXT,
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wobei N” bzw. N die Menge aller negativen bzw. positiven Zahlen von I" bezeich-
ne: und mit a, =0 folgt aus

(a;,as) < (ay,b;), also (a;,a,)+(xy,Xx;) = (a,,b,)
wegen a, +X, = a;,a,+ X, = b, mit a,<b,
x, =0, x;3€N, also (x;,x)€P; & My.
Wir kliren nun die Bezichungen zwischen i, und 2),:

Satz 8. Es sei W ein kommutativer Halbmodul mit JIN. Dann gilt i, i, =
= Wi, im Sinne der Komplexaddition®): insbesondere erhili man 0+ m, — m, fiir
alle my M, , d. h., das Nullelement 0 des Moduls Y, ist Nullelement von ganz ).

Beweis. Es sei my € Wi, m, € Vi, und m, +m, = m. Die Annahme &’ +m = b
mit a" €', b'c1” fihrt dann wegen

a+mg+my =¥

fiir my € " sofort, fir m, €L, wegen ¢’ +m; =d mit "', d €} zum Wider-
spruch m, € B, . Also gilt jedenfalls 2, +W, & Wi,. Fiir jedes m, €, gilt aber
nach Satz 5 m, —m, fiir beliebiges m, €W, , also m, + x =m, nach JIV in 2, und
es muBl x zu i, gehéren, da sonst aus dieser Gleichung m, € ¢, folgt. Also ist
Wiy -+, = M,. SchlieBlich gilt insbesondere 0-<m, fiir jedes m,eMi,, also
0+ x = m, mit x€, und damit

my, =04+x=04+04+x = 04+m,.

Natirlich interessiert die Frage, wann die in Satz 8 ausgesprochene Gleichheit
durchweg elementweise gilt, d. h. wann M die geordnete Summe von M, und
W, ist.

Satz 9. Fiir einen kommutativen Halbmodul X mit JIV gilt W = Vi, S,
genau dann, wenn I, natiirlich geordnet ist. Inshesondere tritt dies ein, falls )i, ein
Minimum hat.

Bewers. Es sei Wi = W, SN, und a€ Wiy, bW, mit a<=~. Das wegen JIV
in 2 vorhandene Element x mit ¢+ x = b kann dann nicht in 2, liegen, denn
sonst folgte a = a+x = b.

Umgekehrt sei i, natiirlich geordnet. Nun gilt fiir m, €2, und m, €,
nach Satz 8 stets m, +x = m, mit x € )i,. Es sei zundchst m, € B, . Dann ist jeden-
falls x =m,. Wiire aber x —=m,, so gibe es nach Voraussetzung iiber 2, ein y €N,
mit x+y = m, und dazu ein z€, mit m, +z = y. Dies liefert

m+z4+x =y4+x =my, = m;+Xx;
woraus wegen der Moduleigenschaft von 2, und Satz 8 z+ x = x folgt, was wegen
Z+x =X <my = m+x
den Widerspruch z-—=m, ergibt. Also gilt x =m,, d. h. m; +m, = m, jedenfalls

2) M, ist also im Sinne von CLiFForRD [3] ein konvexes Primideal von K.
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fiir jedes m, €B,. Ist aber m, € P, so folgt daraus unter Verwendung von m, < p,
fir p, €R,, also m; +x = p;, mit x<X, ebenfalls

ny j.'mz = m1+.\"‘f'm2 =pPi+my=m,.

SchlieBlich sei g = Min 2i,. Dann gilt fur jedes m, € *; nach Satz 8 m; + x=pu
mit x€MW,, also x=m, +x = u und damit x=x und m, + u = p. Jedes m, €M,
erfiillt yu=m,, also u+y = m, mit y €N, mithin

myt+m, =m+pt+y = pu+y=m,.

Daraus folgt aber mit dem gleichen SchluBl wie oben auch m; +m, = m, fir
jedes my €.

Die in Satz 4 genannte CLIFFORDsche Zerlegung eines kommutativen Halb-
moduls mit JIV IdBt sich damit wie folgt genauer beschreiben:

Satz 10. Es sei Y ein kommutativer Halbmodul mit JIN und D = i* <0+,
wo W* denjenigen ordnungsirreduziblen Unterhalbmodul von i bezeichne, der die
negativen Elemente von i enthilt.

Ist dann W* ein Modul, so gilt W* =2, und M**=W,; in diesem Falle ist
W, natiirlich geordnet.

Ist aber Wi* kein Modul, so gilt Wi =N, v M5 mit

M2 = W \W;,y = MW*NW,,
My < WM, My + M3 = M3, V= MES, M+,

Dabei ist D5 positiv, aber nicht natiirlich geordnet, hat kein Minimum, ist selbst
ordnungsirreduzibel und enthdlt hichstens ein Idempotent, welches dann sein Maximum
ist und alle Elemente von WM* absorbiert.

BeEweis. Nach dem Vorangegangenen sind nur noch die letzten Behauptungen
iiber M3 zu zeigen:

L3 ist mit Wi* ordnungsirreduzibel, denn jede Zerlegung M3 = A = B wiirde
eine Zerlegung Ni* = € =Y mit € =i, U A nach sich ziehen. In der Tat: Zunichst
ist € Unterhalbmodul von 2i*, da auch jede Summe m, +a von Elementen m, € 0,
und a€A wegen m,; <a, also m;+a = a+acA wieder in € liegt. Ist nun c€C
sogar Element von 2, so gilt ¢+b = b fiir jedes b€V nach Voraussetzung. Es sei
also ¢ Element von 2, und zunichst c€p,. Fiir ac AS M, gilt dann ¢ <a, also
¢+ x = a mit x€M, und damit x = c¢+x = a. Also liegt x sogar in U und erfiillt
x+b = b fur jedes b Y. Dann gilt aber auch fiir jedes bW

¢c+b =c+x4+b=ag+b=0>.

Ist dagegen c<€ ¥, so wihlen wir ein Element p, €‘},. Wegen ¢ =p, gibt es dann
ein x€'P; mit ¢+ x = p,, welches nach obigem x+ b = b fiir jedes be Y erfiillt.
Damit folgt ebenfalls fiir jedes beY

c+b=c+x+b=p;+b=0>b.
Auf Grund der Irreduzibilitit kann dann I3 hochstens ein Idempotent enthalten.



Uber gewisse geordnete Halbmoduln mit negativen Elegementen 3l

Jedes solche Idempotent gibt ndmlich zu einer Zerlegung von i3 in die beiden
Unterhalbmoduln

N = {a: aeMi,a=e}, B ={b: bcMi, b=>¢}

Anlal3. In der Tat handelt es sich dabei um Unterhalbmoduln von 2{3; denn aus
a=e,a =efolgta+a =e+e =e und aus b=e folgt b+ b = b=e fir jedes
b €W Ferner gibt es zu e <5 jedenfalls ein x €M™ mit e+ x = b, woraus wir

e+b=e+etx =e+x =25

I

erhalten. Fiir @< gilt dann wegen ¢ = qg+¢ = e+e = ¢ aber a+e = e und

damit auch fiir jedes he
at+b=a+e+b =e+b=0>.

Ein in i} enthaltenes Idempotent e ist daher Maximum von Wi; (und damit von
Wi*). Also absorbiert es jedenfalls alle Elemente von W% und 1}, . Aber auch fiir
jedes Element p’< 3" folgt (unter Verwendung eines beliebigen Elementes p, ¢ B,
mit p’4+x = p,;, €L

pte=p'+x+e=p,+e=ce.
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