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Bemerkung zu meiner Arbeit
,,Uber Tensoren von rekurrenter kovarianter Ableitung’’

Von A. MOOR (Szeged)

§ 1. Aligemeine rekurrente kovariante Ableitung

In unserer Arbeit ,,Uber Tensoren von rekurrenter kovarianter Ableitung™!)
konstruierten wir im §4 solche symmetrische Ubertragungsparameter I',?, fiir die
die kovariante Ableitung eines vorgegebenen n-dimensionalen in z, f symmetrischen
kovarianten Tensorfeldes T,,(x) von zweiter Stufe rekurrent ist, d. h.:

(1) VT =0,T =TTy =T T, = k,Tog.

k, bedeutet in der Formel (1) ein vorgegebenes kovariantes Vektorfeld. Die Formel
von I,7, ist:

(2) ry,=11v@,7,+06,T,,—0,T,)—}(k,0l+k0,—-k,TT,,),
wo 7% einen symmetrischen Tensor bedeutet, der durch die Formeln
T, T"=34;

definiert ist.

Bedingen wir jetzt, daB3 das Vektorfeld 7, beliebig ist, so ist schon das Glei-
chungssystem (1) fiir die I',”, im allgemeinen nicht 16sbar, da man in diesem Falle
n* Gleichungen mit 4n%(n 4-1) unbekannten I',%, hat. Es entsteht aber die Frage,
was fiir eine Form die allgemeinen Ubertragungsparameter L./, haben miissen,
damit das Tensorfeld 7, beziiglich der durch L,”, bestimmten kovarianten Ableitung
eine rekurrente kovariante Ableitung habe, d. h.:

(3) Vo Td B0 T~ LA g~ ER T s,
4) Vil =k, Ty

giiltig seien. Die Formel (4) ist nach (3) mit

(3) LA T g+ Lo T,,=0,Ty—k, Ty

gleichwertig. (5), bzw. (4) ist nun fiir die L., ein Gleichungssystem mit n* Gleichun-
gen und ebensoviel Unbekannten.
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Wir konnen (4) in der Form:
(6&} V‘. T:a‘ﬁJ:k" T{:{“ {6b) V.{. Tl’ﬂ] =k‘- T[:!'ﬂ]
schreiben?), und mit den Bezeichnungen:
(7) rs,<rL/s, S!)H=L/S,

konnen in dem Gleichungssystem (6a), (6b) die I',”. und S,”. fir unbekannte GréBen
bztrachtet werden. Die zu bestimmenden Ubertragungspdramelcr sind dann durch

(8) LE = T a8

festgelegt.

Durch zy klische Permutation der Indizes z, ff, 7 bekommt man aus (6a) bzw.
(6b) zwei weitere Gleichungen. Addiert man die ersten beide. subtrahiert man die
dritte, beachtet man ferner die Symmetrie. bzw. die Schiefsymmetrie von 7(,,, bzw.
Ti,y, SO wird auf Grund der Relationen (8):

r:\:?I Tlf_u!ij = i (‘!\ T['xﬂj T ‘.ﬂ'z Tlﬂn = “'.ﬂ Tl i-:l] = 12 (kn T{:,&; P kx Ttﬂv) e kﬂ T(vcr)) +

(9a) yACtd
T Si"#Tim'b A ‘Sv'ﬂTﬂfJJ*
bzw.
(9b) S Topy = 20 Tiapy + G Tipyy = Cp Tiam)) = 2K Tiapy + Ko Typuy — kg Toa) —

— I Tpony+ I3 Ty

Wir werden noch die Existenz des inversen Tensors von 7,,, bzw. T, bedingen,
d. h. die Losbarkeit der Gleichungen

Tuf.») Qe = t‘if, bzw. tm]Q#ﬂa = oﬂ

voraussetzen: dann bekommt man aus (9a), bzw. (9b) nach einer Uberschiebung
mit Q"% bzw. Q**, I' . ausgedriickt mit S,”.. bzw. S,ﬂ.. ausgedruckt mit I.°..

Fiir die vollstindige Bestimmung von L7 konnen wir so (9a). wie (9b) bcnutzen
Substituiert man z. B. I', ‘*.‘ aus (9a) in die Formel (8), so ist (6a) identisch erfiillt,
d. h. S,”. kann noch behebng gewithlt werden. (6b) ist aber keine Identitit und gibt
{,r:”(n— I) Gleichungen fiir die unbekannten S,”.. Bestimmt man aber S,”, durch
(9b). so wird (6b) unter Beniitzung der chrtragungsparameter (8) fiir beheblge
I',/, identisch erfiillt. Die Formeln (6a) bestimmen dann fiir die unbekannten
I‘f' in*(n+1) Gleichungen.

Aus (9a). bzw. (9b) erhdlt man nach einer Uberschiebung mit 07, bzw. mit

g
(103.) ‘r:.'lr - .I‘. Q;Iﬂ { 7 uﬂl "‘ Tt«muﬂ‘ Q;‘H(S:r";i T: av) 2 2 Sr"'BTI’(-:)L
(10b) Sa'y = $0*"{0, Tiapy— Ky Tiapy}ape — Q* P (T3 Tiony— T p Tioa)s

wo {...},5, die zyklische Permutation der Indizes z, ff, v bedeutet, bei der dritten
Permutation jedoch kommt noch ein Vorzeichenwechsel hinzu.

2) Tiupy bzw. Ti.p; bedeutet wie gewohnlich den symmetrischen bzw. schiefsymmetri-
schen Teil von 7.4.
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Aus unseren bisherigen Untersuchungen folgt leicht der folgende:

Satz 1. Ist Ti,5 =0, so bestimmen (8) und (10a), die allgemeinste Form von
L. mit frei wihlbaren S, so. daff T,,s, beziiglich dieser Ubertragungsparameter
eine rekurrente kovariante Ableitung hat. Ist T, =0, so bestimmen (8) und (10b)
die allgemeinste Form von L.’ mit frei wahlbaren I} so, daff T,,,, beziiglich dieser
L), eine rekurrente kovariante Ableitung hat.

BEWEIS. Ist T},;, =0, so ist (6b) eine Identitét, und (4) und (6a) stimmen iiberein.
(6a) ist aber mit den durch (8) und (10a) bestimmten Ubertragungsparametern fiir
beliebige S,”, erfiillt, und das beweist die erste Hilfte unseres Satzes.

Nehmen wir nun an, daBl 7,5, =0 ist. Jetzt ist (6a) identisch erfiillt und (4)
geht in (6b) iiber. (6b) ist aber mit den durch (8) und (10b) bestimmten Ubertragung-
sparameter fiir beliebige I',”. erfiillt, und das beweist die zweite Hilfte des Satzes.

Bemerkung. Die durch (8) und (10a) bestimmten Ubertragungsparameter sind
die unmittelbare Verallgemeinerungen unserer Formel (4.6) der im Fulinote ')
zitierten Arbeit.

§ 2. Der zweidimensionale Fall

Die im vorigen angegebene Methode fiir die Bestimmung der L, die fiir
T,; eine rekurrente kovariante Ableitung bestimmen, ist nicht immer anwendbar,
ja sogar existiert nicht immer ein geeignetes L,” . Wir werden das durch ein Beispiel,
ndmlich durch die Untersuchung des zweidimensionalen Falles zeigen.

Aus (5) wird im zweidimensionalen Fall:

2L, Ty +2L,2,T 21y =3
LT+ L2 T+ L' Ty +L2,T, = @5,
LT+ L3, Ty +L'Ty +L2,T,, = ¥y,
2L, T(y2y+2L,52,T5, = Dss,,

(11

wo
def
(paﬂ\- =, Tzﬂ' =5 k\' T:ﬂ

bedeutet. Eine einfache Rechnung zeigt aber, dafB3 die Determinante dieses Gleichungs-
systems Null ist, d. h.:

12Ty, 2Tgy O 0
i le T!! TII TIZ _0
| Tll Tzz .T“ TZI -
0 0 sz, 2T,

Aus dieser Tatsache folgt der
Satz 2. Notwendig und hinreichend fiir die Existenz einer rekurrenten kovarianten
Ableitung des Tensors T, im zweidimensionalen Raum ist, daff der Rang der Matrix
Py 2Ty 2Ty O 0
am def Py Ty T, T, Ty,
A Piv T2n Ta Ty T,
D, 0O 0
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mit dem Rang der Matrix

2Ty, 2Ty, O 0
Ty, Ty T, Ty,
T,, Ty T, T,
0 0 2T(y2, 2T,

M= =
iibereinstimme.
Bemerkung. Man kann leicht verifizieren, daB in den Fillen T, =0, bzw;

T1,5y="0 der Rang von M <4 ist. In diesem Falle existiert also eine Losung von (11)

( Eingegangen am 18. Juni 1963.)



