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Quelques remarques concernant les fonctions quasi-convexes

|Par BUI TRONG LIEU (Lille) et DANIEL CARTON (Paris)

La notion de fonction quasi-convexe est maintenant bien connue, et on voit
de plus en plus souvent leur apparition dans la théorie des jeux et méme dans la prog-
rammation non-linéaire (citons par exemple [2] et [3]). Il nous semble pourtant que le
souci d’application a toujours amené les auteurs a considérer les fonctions quasi-con-
vexes & valeurs numériques, alors que la définition elle-méme ne nécessite que la noti-
on d’ensemble semi-réticulé supérieurement (pour I’espace d’arrivée) et celle d’espace
vectoriel (pour I’espace de départ). Par contre, pour certaines propriétés générales,
I’hypothése d’une structure d’espace de Riesz (ou plutét d’espace vectoriel ordonné
semi-réticulé supéricurement) parait étre la plus faible. Il faut cependant reconnaitre
que hormis quelques propriétés que nous n’avons pas vues énoncées ailleurs, la
démonstration concernant les autres est si proche du cas numérique qu’elle peut
étre omise. Aussi nous nous proposons de considérer le premier paragraphe de ce
papier presque comme une sorte de rappel de résultats.

Le deuxiéme paragraphe est d’une nature différente. Les fonctions considérées
sont maintenant supposées a valeurs numériques .Nous appuyant sur une hypothése
introduite dans [4], nous efforcons d’étendre certains résultats de ce papier a des
fonctions quasi-convexes. Un résultat concernant la quasi-convexité ‘“par morceaux”
est aussi énoncé.

Dans ce qui suit, la terminologie et les notations sont souvent empruntées a [1].

I.

Un ensemble U sera dit semi-réticulé supérieurement (resp. inférieurement)
s’il est muni d’une relation d’ordre <, telle que deux éléments quelconques u, et
u, de U admettent une borne supérieure (resp. inférieure) notée u,\Vu, (resp. u, \u,).
L’ensemble sera dit réticulé s’il est a la fois semi-réticulé supérieurement et inférieure-
ment (cf. [1]).

DEFINITION. Soit V' un ensemble convexe d'un espace vectoriel réel V, U un
ensemble semi-réticulé supérieurement (resp. inférieurement). Une application f de
V dans U est dite quasi-convexe (resp. quasi-concave) si ¥V u< U, I’ensemble
A, = {veV|f(v)<u} (resp. A, = {veV|u<f(v)}) est convexe dans V.!)

Dans tout ce qui suit, ¥ sera un ensemble convexe de I'espace vectoriel V.

Considérons une définition équivalente souvent utile.

1) Le O est considéré comme convexe,
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Proposition 1—1. U éiant un ensemble semi-réticulé supériewrement (resp. infé-
rieurement ), une condition nécessaire et suffisante pour qu'une application f de V dans
U soit quasi-convexe (resp. quasi-concave) est que 7 vy, et v, V, et ¥ 2<[0.1].

S(Avy +(1=Duy) < floy) V flvy)
(resp. f(vy) A f(vy) < (Ao, +(1 =2)vy)).

En effet, pour le cas quasi-convexe par exemple, la condition suffisante vient
de ce que Y ucU,

vy et v €A, = flAvg + —2)v;) (1< fv)) V(L)) < u = Avg +(1 =2, €A,.

La condition nécessaire est vraie car ¥ vy et v, € V,alors zvy + (1 —A) v, €A, piens
donc f(ivy +(1 —2A)vy) < flo)VA(v,).

Notons par Z# (V, U) 'espace de toutes les applications de V' dans I'ensemble
U semi-réticulé supérieurement (resp. inférieurement), par &(V, U) (resp. &'(V, U))
I'ensemble de toutes les applications quasi-convexes (resp. quasi-concaves: de V
dans U. Nous savons que la relation d’ordre < sur U induit une relation d’ordre
sur #(V, U) et que F (V, U) muni de cette relation d’ordre est un ensemble semi-
réticulé supérieurement (resp. inférieurement).

Proposition 1—2. Considérons U semi-réticulé supérieurement (resp. inférieure-

ment ). Alors
feQWV, U) e q,,.,€Q([0, 1], U)

(resp. f% Q(V, U).w Poo €Q'([0, 1), U)), VYo, et v,€V, oi ¢,,(4) = flav, +
+ (1 =2)v,), pour 2€][0, 1].
La démonstration est la méme que celle donnée dans le cas numérique.

Proposition 1—-3. Q(V, U) (resp. Q' (V, U)) muni de la relation d’ordre dans
F (V. U) est un ensemble semi réticulé supérieurement (resp. inférieurement).

En effet, cette proposition est équivalente a la suivante (énoncée uniquement
pour le cas quasi-convexe):

Si 7 est un ensemble fini d’indices, U un ensemble semi réticulé supéricurement.
et £,€Q(V,U), ¥icl, alors supf,cQ(V, U), ou supf; désigne I'application qui
i€l ic,

a tout ve WV, fait correspondre I'élément

(§_5p.ﬁl (v)= f\/‘fa{v), de U.

Sa démonstration est évidente si on s’appuie sur la proposition I-1.

Nous disons que U est un semi-espace de Riesz (sup.)(resp. (inf.)) si ¢’ est un espa-
ce vectoriel ordonné dont la structure d’ordre est celle d'un ensemble semi-réticulé
supérieurement (resp. inférieurement). Lorsque U est réticulé, nous I'appelons, avec
[1], espace de Riesz. Si U est un espace de Riesz, alors il en est de méme de # (V. U).
Notons par J{(V, U) I'ensemble de toutes les applications convexes de ¥V dans U.
Nous savons que (¥, U) est un cdne convexe semi-réticulé supérieurement dans
F(V, U).

Pour ne pas alourdir le texte, nous n'énongons que les résultats concernant
le cas quasi-convexe, laissant au lecteur le soin de transposer au cas quasi-concave.
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Propesition 1—4. Si U est un semi espace de Riesz (sup.). alors

(1) &V, U) est un cone semi-réticulé supérieurement (non convexe) de 7 (v, U).
) W, U)>H (v, U).

La définition de convexité adoptée ici inclut par exemple les applications de R"
dans R™ dont chacune des m composantes est une fonction numérique convexe.

Enongons enfin une propriété ou n'intervient que I'hypothése d’espace vectoriel
ordonné pour U.

Proposition 1—5. Soir U un espace vectoriel ordonné, et U un ensemble semi-
réticulé supérieurement. Alors, fe X (V, U) et ¢ c (U, U’) oit ¢ est une application
croissante = qofeQ(V, U’).

La démonstration est particuli¢rement simple si on utilise la proposition I-1.
Nous ne citons pas les autres propriétés relatives a des fonctions numériques
quasi-convexes différentiables, et renvoyons a [2] et [3].

11.

Soient V' et W deux espaces vectoriels réels, soit ¥ un ensemble convexe de

V. et W un ensemble convexe de W. Soit {B,},. une famille de sous-ensembles
de V. indicée par b, et supposons que cette famille vérifie 'hypothése (H,) suivante:

Vb, et b,eW, VYAie[0,1), Yv,€B, et Yv,€B,,,
;‘Ul 4 (1 —j-)UQEBH'H'“ ~ A2t

Cette hypothése a été introduite dans [4] et les propriétés qui en proviennent
ont ét¢ données dans ce méme papier. Rappelons simplement que v b W, B, est
un sous-ensemble convexe de V. Un exemple de cette famille est le suivant:

Soit — FEM (R", R¥), ol R est I'ensemble des nombres réels. Si Fj, j=1, ..., k,
désigne la j-iéme composante de F, alors on prend V=R" W = {beR¥b =
= sup inf F,(v)} et B = {vER"F(v)=b]. La notation F(v)=h signifie que

PERM, j=1,....k
chaque composante de F/(v) est = la composante correspondante de 5.
Nous ne nous attardons pas sur ces détails et renvoyons a [4].
Dans qui suit, nous considérons uniquement le cas ou U=R.

Proposition Il—1. Supposons que {By}y-w veérifie (H,) et posons x(b,f) =
= inf f(v). Alors,
ve By
1) VfeQ(V,R), «(..f)EQ(W,R),
2) YbeW, —a(b,.)eH[HE(V, R), R],
ott HE (V. R) désigne I'enveloppe convexe de Q(V, R) dans F (V, R).

DEMONSTRATION. 1) Fixons fe&(V, R). Alors Ye=0, Jv, €8, et v,€B8,
tels que f(v)=a(b,,f)+e f(vy)=a(b,, f)+e On a donc f(v))VSf(vy) = [a(by, )V
2(b,, f)] + &, la relation d’ordre étant ici la relation d’ordre naturelle sur R. Dot
VAE[0,1] et ¥e=0,

inf f)=f(2ey + (1 =2 vy) = fo, V) =[2(by, V(b )]+

vE Bk o (1-2)ky

DS
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car fe@(V, R). On a bien
a(Aby +(1 = A)by, f) = a(by, f)Valby, f).
2) Pour b fixé € W, montrons que v /et gc HQ(V. R) et v /Z¢[0, 1],
(b, if +(1 = 2)g) = Au(b, )+ (1 — (b, g).

Ceci vient tout simplement de ce que Af+(1—A)ge HE(V.R) et que
inf [Af+(1 —A)gl(v) = mff(v) +(1 —4)inf g(v).
vE By vé By vE By

Proposition I1—2. Supposons que { By}, vérifie (H,). Posons comme précédem-
ment a(b,f)= inf f(v). Alors

vE By
1) YfeEH(V, R),a(.,f)eH (W, R),
2) YbheW, —ua(b, ) eX[H(V, R), R].

La démonstration de 1) est faite dans [4], proposition 1-2. Quant a 2), elle
provient simplement du fait que J{(V, R) est un cdne convexe de F (V. R).

Supposons que V soit le produit de deux espaces vectoriels réels ¥ = X x Y.
Soit fe Q(V, R). Notons par

X(By) ={x€X|3dy€Y pour lequel (x,y)¢ B,)

et par Bf = {y€Y|(x, y)€B,}.
Fixons b€ W et considérons l'application y(b,.)€F[X(B,), R] définie de la

facon suivante: & x€ X(B,). y(b,.) fait correspondre y(b. x) = inf f(x, y).
y€ By
Nous avons la

Proposition I1—3. Si {B,},c, vérifie 'hypothése (Hy), si V = x X Y, alors

1) feQ(V, R) = y(b, ) €Q[X(B,). R],

2) feH(V, R) = y(b, ) eH[X(B,), R].

DEMONSTRATION. 1) Examinons le cas f€e Q(V, R). ve=0, 3y, c By et y,€By°
tels que f(xy,y,) = 7(b,x,)+e& et f(xy,y,) = y(b, x;)+e. Donc f(xy,y,)V
VI(xy, ) = [y(b, x)V7(b, x3)] +¢&, 'opération V étant prise dans le sens de la
relation d’ordre naturelle sur R. Finallement, puisque Ay, +(1—A)y,€Bs™ =%
(cf. [4]),

inf : JOx; + (A =Dx,,p) = fAx, + (1 =D xy, Ay, +H(1 = A)y,) =
y€3;~1¢(l—i *2
= f(x0, yOVS(x2, 32) = [v(b, x )V (b, x2)] +e.
car f€Q(V, R).
Ce qui montre que
(b, Axy + (1 —2)x;) = (b, X))V 7(, Xx,).
2) Le cas f¢J{(V, R) a été démontré dans [4].
Nous allons maintenant considérer les fonctions f d’un type particulier.

Dans ce qui suit, disons que {¥,};c, forment un recouvrement exact fini con-
vexe de ¥, si I est un ensemble fini d’indices et si les A4; sont des sous-ensembles
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convexes de V, tels que |J ¥;= V. Nous dirons que {V;};., forment une partition
iel

finie convexe si, de pll.ls,E Vi V; =0 pour i#j.

La fonction f€# (V, R) est dite vérifiant Ihypothése (H,) (resp. (H',)) si =
une partition finie convexe {¥ };c, de V, telle que Vi<, f;¢ Q(V;, R) (resp.
fi€H (V. R)), f; désignant la restriction de f a V;.

Nous noterons par card (£), le cardinal de I'ensemble E. Nous sommes mainte-
nant en mesure d'énoncer le résultat suivant:

Proposition I1—4. Supposons que (H,) et (H,) (resp.(H3)) soient vérifiées. Alors,
4 un recouvrement exact fini convexe {W;}., de W tel que ¥ jcJ, )., f)cQ(W;, R)
(resp.aj(.,f)EH(W;, R)), oua.,f)estlarestrictionde a(. ,f)a W;, avec card (J) =
=card (I). Dans le cas trés particulier ot W< R, au lieu du recouvrement {W};c,
énoncé, on a une partition finie convexe {W3},., de W.?)

DEMONSTRATION. Posons W;={bec W |B,MV,;#0@}, Viel. Par construction,
les W; sont en nombre fini. Ils forment un recouvrement exact de W, car Vicl,
W,c W, ce qui entraine que [J W;= W: d’autre part, B, (|J V;) #O entraine

il il
we L) w;.
ic1

Montrons maintenant que v i€/, W; est convexe. En effet,
byeW;= B, [NV;#80.
be W, = B,,NV,;#0.
Soient alors vy € B, (1 V; et v, €8, V;. Daprés (H,),
Avy +(1 — A)v2 € By, 41 - a3p,

D’autre part, W;convexe =Av; + (1 —A)v, € V. Dol vy +(1 = A)v3 € By, (1 =235, [ )
M V;. Ce qui montre que B, .-, | Vi#Z@, c’est a dire que Ab, 4+ (1 —A)b, € W,.
D’ou convexité de W,;.

D’aprés la proposition II-1 (resp. proposition 11-2), f,€ Q(V;, R) (resp. f;¢
EE’T{( Vin R)) = ai(‘ vf)E@(Win R) (resp. 1‘-(. ﬂf)ELﬂ{‘(H'/i! R))'

Naturellement, les W; ne sont pas disjoints: un méme B, peut étre tel que
B, V;#@ et B, V; #@. Laréunion W;U W; n’est pas forcément convexe. Dautre
part, méme si W;U W; est convexe, la restriction de f'a W, W, n’est quasiconvexe
(resp. convexe) que dans des cas treés particuliers, mais qui peuvent quand méme
se présenter. Dol card (J)=card (/). Les convexes de R étant des intervalles,
Pexistence d’une partition finie convexe dans le cas ou W R devient évidente.
Pour les autres cas, nous sommes conduits au probléme suivant: étant donnés
deux convexes dont I'intersection n’est pas vide, est-il possible de partitionner leur
réunion en un nombre fini de convexes disjoints Nous en ignorons la réponse.

2) Pour le cas de Wc R2, il semble intuitivement vrai qu'on a aussi une partition finie

convexe {W{)ic . de W. Mais nous ignorons ce qui se passe pour R". n=3, et surtout lorsque W
est un espace vectoriel quelconque.
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