Eine Charakterisierung des 0-Radikals einer Halbgruppe

Von HANS-JURGEN HOEHNKE (Berlin)

In einer kiirzlich erschienenen Note [3] hat A. KerTisz die auf dem Begriff der
Frattinischen Untergruppe einer Gruppe beruhende Charakterisierung des Jacobson-
schen Radikals eines Ringes mit Einselement durch Fuchs [1] auf belicbige Ringe
libertragen konnen. In der vorliegenden Note wird gezeigt, dal} sich das von mir
in [2] eingefiihrte 0-Radikal rad® S einer Halbgruppe S (mit Nullelement 0), das im
folgenden das O-Rechtsradikal rad® S genannt wird, in analoger Weise charak-
terisieren laBt.

Es sei S eine Halbgruppe mit Null 0 und z eine Relation in S, d. h. eine Teil-
menge von S S. Die von z erzeugte Rechtskongruenz in S (d. h. der Durchschnitt
aller Rechtskongruenzen ¢ in S mit < ¢) sei {«},. Bezeichnet ¢ v ¢ das Supremum
zweier Rechtskongruenzen ¢ und ¢ im Verband §, aller Rechtskongruenzen in S.
so gilt fiir zwei Relationen «z und f in S offenbar {«},v {f},= {zUB},, wo a Jp
die mengentheoretische Vereinigung von z und f ist. Eine Relation 2 in S heilt
eine rechts erzeugende Relation der Allrelation 1in § wenn {«}, = 1. Wir betrachten
die Gesamtheit ®2(S) aller der Elemente a¢ S, welche die Eigenschaft besitzen,
daB (xa, 0) fiir jedes x€ S aus jeder rechts erzeugenden Relation von 1 gestrichen
werden darf. D. h.. aus {{(xa,0)} ! Ja}, = 1, wo x€ S und « eine Relation in § ist,
soll stets folgen 'a},=1.

Satz. Es gilt ®2(S)=rad’S fiir jede Halbgruppe S mit Nullelement.

BEwEls. 1. Wir zeigen zuerst, daB rad? SS @#2(S). Wenn a< S, a¢ ®0(S), so
existieren ein Element x € S und eine Relation f8 in S, fiir welche

(1) ({(xa, 0} UB}, = 1

und {f},#1. Es sei u eine Rechtskongruenz in S, so daB < u. (xa, 0)¢ u und daB
i maximal in 8, beziiglich dieser Eigenschaft ist. (Nach dem ZorNschen Lemma
existiert stets ein solches u.) Zufolge (1) ist u eine maximale Rechtskongruenz in S.
Daraus ergibt sich, daBl das Restklassensystem S/u von § beziiglich u ein irreduzib-
les (sogar total irreduzibles) S-System im Sinne von [2] ist. Denn bezeichnet u die
Restklasse eines Elementes v € § beziiglich u, so gilt wegen (xa, 0)¢ u

(2) Xa#0.
Die Menge F(S/u) der Fixelemente von S/u enthélt nur das Element 0, da F(S/p)=

-——(Sfu‘iO:{(-]}. Da S/u aufer sich selbst und {0} keine S-Teilsysteme enthilt und
X8§#{0} ist. so muB sein ¥S=S/u und daher erst recht (S/u) S = S/u. Damit ist
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gezeigt, daB3 S/u (total) irreduzibel ist. Dies hat mit Riicksicht auf (2) zur Folge.
daB fir geeigentes h< S die Beziehung

(3) Sab= % =0

besteht. Benutzt man die Darstellung rad? S = [ M", wo I die Menge aller irredu-
Ml
ziblen S-Systeme ist, und die in [2] angegebene Definition von MY so folgt aus

(3) aé (S/u)°® und daher adrad? S.

2. Nachweis von P¢(5)Srad? S. Es sei a< S, adrad? S. Jetzt gehen wir auf
die in [2] im Beweis von Satz 20 angegebene Darstellung rad?® S= (| M ~'{0}
Mecd

zuriick, wo 7T die Menge der total irreduziblen S-Systeme ist. Es existiert dann ein
McT, so daB Ma = {0}, und. wegen MS= M, ein Element x€ S, so daB Mxa = {0},
wo 0 das Fixelement von M bezeichnet. Es sei = ein Element von M fiir welches
zxa <0. Dann ist 20 und M =:zS. Durch (a, b) < p.<>za=zbh ist eine maximal
modulare Rechtskongruenz u. in S definiert, wobei wegen zxa#:z0 jedenfalls
(xa, 0)< .. Da p. maximal in &, ist, muB} sein { {(xa, 0)} 'J .}, =1. Nach Definition
ist aber sicher y, =1, somit a¢ ®2(S). Damit ist der Beweis unseres Satzes abge-
schlossen.

Wenn ®9(S), rad{ S in analoger Weise wie ®Y(S), rad? S (unter Vertauschung
von .,,rechts” und ,.links™) definiert werden, so gilt auch ®9(S)=rady S. Es scheint
eine offene Frage zu sein, ob stets rad? S =radf S zutrifft.!)
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( Eingegangen am 22. Juli 1963.)

') (Zusatz bei Korrektur.) Diese Frage wurde inzwischen in positivem Sinne gelost. Ge-
nauer wird in [4] bewiesen, daB rad! § mit der Gesamtheit aller eigentlich nilpotenten Elemente
von § iibereinstimmt.



