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Beziehungen zwischen den in einem Graphen enthaltenen Kreisen
und seinem charakteristischen Polynom

Von HORST SACHS (Ilmenau)

I. Einleitung

. Definitionen. Wir betrachten im Folgenden ungerichtete Graphen G und

g;nchlele Graphen G mit endlich vielen Knotenpunkten K, K,, ..., K; und
endlich vielen (ungerichteten bzw. gerichteten) Kanten: Schlingen und Mehrfach-
kanten sind zugelassen. Wir verwenden die gleichen Bezeichnungen wie in [11],
gerichtete Gebilde werden durch einen Pfeil () gekennzeichnet.

G (G) bezeichne denjenigen gerichteten Graphen, welcher aus dem ungerichteten
Graphen G hervorgeht, indem jede Kante von G durch ein Paar entgegengesetzt
gerichteter Kanten ersetzt wird (auch jede Schlinge von G wird durch zwei .,gerich-
tete”” Schlingen ersetzt).

Eine Strecke S besteht aus zwei Knotenpunkten K. K" und einer K mit K’
verbindenden ungerichteten Kante.

Ein gerichteter Graph heit linear, wenn in jedem seiner Knotenpunkte
genau eine gerichtete Kame entspringt und genau eine gerichtete Kante miindet.
Ein gerichteter Kreis " |ql ein zusammenhédngender linearer (geru.hteter) Graph.
Ein Linearfaktor von G ist ein linearer gerichteter Untergraph von G. welcher
simtliche Knotenpunkte von G cnthélt

; sei die Anzahl der in G bzw. G(GJ vom Knotenpunkt K; zum Knotenpunkt
A Iaufendcn gerichteten Kanten. Die Matrix A =(a;;) heiit die Knotenmatrix
(cder r\d_]d?Cﬂ!ﬂ]&[rl\}\OnGbZW G. Die Knotenmatrix eines ungerichteten Graphen
ist svmmetrisch, ihre Diagonalelemente sind gerade.

2. Problemstellung,; Resultate. Ein Graph G oder G ist _Eiurch seine Knoten-
matrix A vollstindig bestimmit, withrend umgekehrt A durch G bzw. G nur bis auf
eine beliebige gleichzeitige Permutation von Zeilen und Spalten bestimmt ist, da die
Numerierung der Knotenpunkte ganz willkiirlich vorgenommen werden kann:
Die Knotenmatrizen A und A* gehdren genau dann zum gleichen Graphen, wenn
es eine Permutationsmatrix P gibt. so dal}

A* =P~ 1AP.

Samtliche Eigenschaften des Graphen G bzw. G sind unabhiingig von der Numerie-
rung seiner Knotenpunkte. ihnen entsprechen also eineindeutig diejenigen Figen-
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schaften der Matrix A, welche invariant sind gegeniiber der (symmetrischen) Gruppe
der Transformationen P.
Eine wichtige Invariante von A ist das charakteristische Polynom

J(x) = (—1)|A—xE| = xt+a;x* 1+ ... +q

(E ist die Einheitsmatrix), und es dringt sich die Frage auf, welche Eigenschaften
von G bzw. G allein aus f(x) abgelesen werden konnen '). Wir wollen uns hier
darauf beschrinken, den Zusammenhang zwischen f(x) und den in G bzw. G vor-
handenen Kreisen und ihrer Anordnung niher zu untersuchen.

Man erkennt leicht, wie man aus den kombinatorisch-topologischen Eigen-
schaften eines Graphen G oder G die Werte der zugehorigen K oefiizienten i s e
a, von f(x) ablesen kann (Siitze 1, "), interessanter ist jedoch das folgende Problem:
Was 1dBt sich iiber dic Anzahlen der in G bzw. G vorhandenen K reise einer bestimmten
Linge aussagen, wenn von G bzw. G nur das charakteristische Polynom bekannt
ist?

Fiir gerichtete Graphen ldBt sich hier relativ leicht ein Resultat gewinnen
(Siitze 2.3). Die Ubertragung dieses Ergebnisses auf ungerichtete Graphen fiihrt
aber auf Schwierigkeiten, sie gelingt schlieBlich fiir den Fall regulidrer ungerichteter
Graphen unter wesentlicher Verwendung der Sitze 2 und 3 aus [11] (Satz 6):

Es sei G ein reguldrer ungerichieter Graph mit der Taillenweite t und dem charak-
teristischen Polynom
flx) = x*+axk-14 .. +a.

Ist dann h eine beliebige natiirliche Zahl =2t — 1, so gilt: Die Anzahl der in G eni-
haltenen verschiedenen Kreise der Linge h ist durch den Grad k, die Maximahvurzel
r und die ersten h Koeffizienten a, , a,, ..., a, des charakteristischen Polynoms bestimmi.

Insbesondere lassen sich also die Taillenweite und die Anzahl der Taillenkreise
aus den Koeffizienten des charakteristischen Polynoms ablesen ?).

Als Nebenresultate ergeben sich u.a. Aussagen iiber die Koeffizienten des
charakteristischen Polynoms einer beliebigen quadratischen Matrix mit nicht-
negativen Elementen (Sédtze 2a, 3a).

I1. Der Koeffizientensatz

. Der Koeffizientensaiz fiir gerichiete Graphen.
Satz 1. Es sei.
f(x) = xt+ax*"14 ... +a,
das charakteristische Polynom eines endlichen gerichteten Graphen G. Dann ist
(1) aq= J (- (i=1,2, ...k,

Lic G

') Diese Frage wird, in anderer Hinsicht als hier, auch in [13] behandelt. Weitere Arbeiten,
die sich mit dem charakteristischen Polynom eines Graphen beschiftigen: [1]. [6].[14]. [15]. [16].
?) Diese Frage wurde von G. RINGEL aufgeworfen.
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wo die Summation iiber alle in G enthaltenen linearen gerichteten Untergraphen L:
mit genau i Krotenpunkten zu erstrecken ist; r:(L:-} bezeichnet die Anzahl der Kompo-
nenten von Lﬂ; (das ist die Anzall der gerichieten Kreise, in welche Lﬂ: zerfillt).

Man kann das auch so ausdriicken: Jeder lineare gerichiete Untergraph mit
genau i Knotenpunkten von G leistet zu a; den Beitrag + 1 oder — 1, je nachdem
er in eine gerade oder ungerade Anzahl von Kretven zerfdllt. 3)

2. Der Koeffizientensatz fiir ungerichtete Graphen. Mittels Satz 1 kénnen die
Koeffizienten a; des charakteristischen Polynoms auch fiir einen ungerichteten
Graphen G leicht angegeben werden. indem man von G zu G =G(G) tibergeht
und Satz | auf G anwendet. Man kann aber die rechte Seite von (1) auch so fassen,
dall darin keine gerichteten, sondern nur ungerichtete Untergraphen von G vor-

kommen:

Als Grundfigur U; bezeichnen wir cinen ungerichteten Graphen mit genau
i Knotenpunkten, dessen simtliche Komponenten (ungerichtete) Kreise und Strecken
sind (Abb. 1). Es sei n=n(U;) die Anzahl der Komponenten von U; und es sei

-
3
A\
c, £, &, S S
u'lO
Abb. 1

¢ —((L ) dic Anzahl der darunter befindlichen Kreise. Jeder lineare Untergraph
L, von G-'G(G) bestimmt genau eine Grundﬁgur U; von G, welche man erhilt,
wenn man von der Richtung der Kanten von L,- abmeht. umgekehrt gibt jede Grund-
figur U; von G AnlalBl zu genau 2¢U” linearen Untergraphen Zi von G, indem néimlich
jeder der Strecken von U, je genau ein gerichteter Kreis von G, jedem der ¢ Kreise

von U; aber je genau zwei verschiedene gerichtetc Kreise in G entsprechen. und
diese Kreise konnen folglich auf genau 2¢ verschiedecne Weisen zu linearen Unter-

graphen L; zusammengefal3t werden. welche zur Summe auf der rechten Seite von
(1) je den gleichen Beitrag (— 1)V, alle zusammen also den Beitrag (— 1)"V.2¢Un
liefern. Mithin konnen wir anstelle von (1) auch schreiben
(2) a; = Z (— 1)mva, e,
UVicG
aus Satz 1 folgt damit
Satz 1'. Es sei G ein ungerichteter Graph it dem charakteristischen Polynonr

f(x) = x¥+ax*-1' + ... +a,.

) Die Determinante der Adjazenz-Matrix wurde von F. Harary [5] untersucht.
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Als Elementarfigur E werde bezeichnet

a) die Strecke S,

b) jeder (ungerichtete) Kreis C, mit p=1 Knotenpunkten, und Grundfigur
U, heife jeder Graph mit genau i Knotenpunkten, dessen sdmtliche Komponenten
Elementarfiguren sind; weiter sei n(U;) die Anzahl der Komponenten von U, und
c(U) die Anzahl der darunter befindlichen Kreise. Dann gilt
(2) a = 2 (—1)o.2evi,

VicG

wo die Summation iiber alle in G enthaltenen Grundfiguren mit genau i Knotenpunkiten

zu erstrecken ist.
Dieser Sachverhalt kann noch etwas anders formuliert werden: Der ., Beitrag”

b einer Grundfigur sei folgendermafen definiert:
b(S) =—-1, b(C,) = (—1p*1.2, b(U) = ][] b(E).

EcU;

Dann gilt
3 (= Diea; = 2 b(U).

UicG

3. Beweis des Koeffizientensaizes. Wir beweisen im Folgenden Satz 1, womit
dann zugleich Satz 1’ bewiesen ist.

Es sei A=(a;;) die Knotenmatrix von (r so dal3
f(x) = (- 1)*|A-xE|.

Betrachten wir als ersten den Koeffizienten ¢, (also das absolute Glied von f(x)):
Es ist nach der Leibnizschen Definition der Determinante

(4 a, = (— l)"-ia,—;‘_ = 2(* 1,+1Pgyy.asi, .. .Gk, »
P

wo die Summation iber alle Permutationen

P=[] . kl

Fy T3 %esily

zu erstrecken ist: /(P) bedeutet wie iiblich die Anzahl der Inversionen von P.

Nehmen wir zunichst der Einfachheit halber an, dal} 6 keine mehrfachen
Kanten besitze, d. h. vom Knotenpunkt K; zum Knotenpunkt K; gehe in dieser
Richtung héchstens eine Kante (so daB also a;; =0 oder =1 ist). Ein Summand

Sp = (1)t Pqy;, azi, ... asi,

der Summe (4) ist genau dann von Null verschieden, wenn alle gerichteten Kanten
K.K; , K;K;,, .... KK, in G vorkommen. Schreiben wir nun die Permutation P

Ik

in Zvkelform (d. h. als Produkt elementfremder Zvkeln).
:P:{lil...}(...)...(...).

so ist sofort zu sehen: Im Falle S, #0 sind diejenigen Knotenpunkte, welche den
Elementen eines Zyklus von P entsprechen, in der durch den Zyklus gegebenen
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Reihenfolge und Richtung durch gerichtete Kanten verbunden: Jedem Zyklus
entspricht so ein gerichteter Kreis und der ganzen Permutation eine direkte Summc
von paarweise fremden gerichteten Kreisen, also ein gerichteter Linearfaktor j
von G, und umgekehrt: Jedem gerichteten Linearfaktor .4'_,k von G entspricht ein
Summand S, = + 1. wo das Zeichen nur von der Anzahl g(L;) der geraden unter
den Kreisen von L, abhingt:

Sp = (= kel
Da offenbar

k—f—g{zkafl{ik]. mod 2

ist. erhalten wir
(5) a=3Sp=_3 (-1y,

P L,cG
(5) bleibt aber auch dann richtig, wenn wir die Annahme «;; = | meder fallen lassen:
Es ist ndmlich a,;a;;,...a;_ gleich der Anzahl der verschiedenen in G enthaltenen
gerichteten Linearfaktoren, in welchen die k& Knotenpunkte in der durch die Zyklen
der festen Permutation P bestimmten Weise miteinander verbunden sind, denn
man erhilt offenbar gerade die Gesamtheit aller dieser Linearfaktoren, indem
man auf jede mogliche Weise fiir jedes j willkiirlich eine von K; nach K; gehende

Kante auswihlt, und diese Auswahl kann fiir jedes j gerade auf genau a Weisen
vorgenommen werden. Der Beitrag. den diese Linearfaktoren zur %umme

LycG

=} )-l{-Ln

liefern, ist daher gleich (—1)**"".q,; a,;,...a;;, , und wenn man noch iiber alle
Permutationen summiert, erhiilt man einerseits die rechte Seite von (4) und anderer-
seits die rechte Seite von (5), woraus sogleich die Giiltigkeit von (5) auch im all-
gemeinen Falle folgt.

Die Richtigkeit von (1) ergibt sich nun aus (5) auf folgende Weise: Bekanntlich
ist (— 1)-a; gleich der Summe der i-reihigen Hauptminoren von A =(a;;). Beachten
wir nun, daB jedem solchen Hauptminor ein von i Knotenpunkten aufgespannter
Untergraph von G eincindeutig entspricht. und wenden wir (5) auf jeden dieser
Untergraphen an und summieren, so ergibt sich sogleich

(1) aq= (_”n(r.,a
L;f_(r
wie zu beweisen war.
4. Einige einfache Folgerungen aus dem Koeffizientensatz. Bevor wir unser
cigentliches Ziel weiter verfolgen, wollen wir kurz einige unmittelbare Folgerungen
aus den Sitzen | und 1" zusammenstellen.

G bzw G ist genau dann gerade*). wenn simtliche Koeffizienten a; mit ungeradem
Index verschwinden.

) Ein Graph heiit gerade, wenn er keinen (gerichteten bzw. ungerichteten) Kreis ungerader
Linge besitzt. Jeder paare Graph ist gerade, jeder gerade ungerichtete Graph ist paar. Der gerich-
tete Graph mit den Knotenpunkten 1, 2, 3 und den Kanten (1,2), (1,3), (2.3) ist gerade, aber nicht
paar.
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Bewess. 1) Ein gerader Graph enthilt keinen sz;u bzw. U,,.,, folglich ist

Qzy+1=0.
2) Ein nicht-gerader Graph enthilt einen ungeraden Kreis minimaler Knoten-

zahl u, jede Figur {:,, bzw. U, ist notwendig selbst ein Kreis mit # Knotenpunkten.

und folglich ist a, = 0.
Aus (1) folgt unmittelbar:

G ist genau dann kreislos, wenn samtliche Koeffizienten a; verschwinden.

Es sei H ein ungerichteter Baum. H ist gerade, folglich ist a, =a;=...
oo =d3,+1=...=0. Jede in H enthaltene Grundfigur U,, ist ein linearer Unter-
graph, welcher aus ¢ Strecken besteht. Aus (2) lesen wir ab:

Die Anzahl der in einem ungerichteten Baum H enthaltenen verschiedenen linearen
Untergraphen mit genau q Kanten ist gleich

( w— l )“' *ads ot
Ein Linearfaktor (und zwar genau einer) existert in H genau dann, wenn a, =0 ist
(und zwar ist dann k gerade und a, = (—1)*%).%)

Setzen wir in (1) bzw. (2) i=k und reduzieren die rechte Seite modulo 2, so
erhalten wir:

Die Anzahl! der in G bzw. G enthaltenen (gerichteten bzw. ungerichteten) Linear-
Jfaktoren ist kongruent a, modulo 2. Ist a, ungerade, so existiert also mindestens ein
Linearfaktor.

Aus (1) folgt weiter unmittelbar:

Die Anzahl der in G enthaltenen Linearfakioren ist nicht kleiner als |a,|.

111. Kreissitze

Haben wir zuniichst die Frage behandelt, wie man aus den kombinatorisch-
topologischen Eigenschaften eines Graphen, insbesondere aus der Verteilung der
in ithm enthaltenen Kreise (und Strecken), das charakteristische Polynom erhalten
kann, so wollen wir diese Frage jetzt in gewisser Weise umkehren und versuchen,

aus dem gegebenen charakteristischen Polynom eines Graphen G oder G maoglichst
viele Aussagen iiber die in G bzw. G enthaltenen Kreise zu gewinnen.

1. Kreissditze fiir gerichtete Graphen. Es sei G ein gerichteter Graph der Taillen-
weite /: besitzt G keinen Kreis, so sei f = =. Jeder in G enthaltene lineare Unter-
graph L:- mit weniger als 2¢r Knotenpunkten ist notwendig ein Kreis ﬁ denn wiirde

%) Mittels dieser Aussage liBt sich die Tabelle I von [1] (S. 72) leicht iiberpriifen. So findet

man folgende Versehen: Fiir den Baum v gilt ae= 7 (statt —5) und fir den Baum

)-‘ C o gilt as— 1 (statt 0; es ist ein Linearfaktor vorhanden).
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er in mehrere Kreise zerfallen, so gibe cs in G einen Kreis mit weniger als 7 Knoten-
punkten, und das verstoBt gegen die Definition der Taillenweite. Aus Satz 1 folgt

4= (-y&=— 31 (i<,
CcG CicG

- a,; ist also gleich der Anzahl der in G enthaltenen Kreise C;.

Satz 2. Es sei G ein gerichteter Graph mit dem charakteristischen Polynom
f(x) = x*+a, x4 ... +a,

und der Taillenweite 1. Weiter sei h eine beliebige natiirliche Zahl, welche nicht gréfier
ist als die kleinere der Eah!en 2t —1, k. Dann gilt:
Die Anzahl der in G enthaltenen gerichieten Kreise der Linge h ist gleich — a,,.
Inshesondere ist also die Taillenweite t gleich dem kleinsten Index i. fiir welchen
a; von Null verschieden ist, und die Anzahl der Taillenkreise ist gleich —a, .

BEMERKUNG. Beachtet man, daBl die Zahlen —a,,,, —a,.5, .... —ay,—; gewiB
nicht-negativ sind. weil sie die Bedeutung von Anzahlen haben, so erhiilt man aus
Satz 2 einen Satz iiber das charakteristische Polynom von quadratischen Matrizen
mit nichtnegativen ganzrationalen Elementen. Durch ecine leichte und naheliegende
Modifikation der Schlulweise konnen wir diesen Satz sogleich auf beliebige quadra-
tische Matrizen mit nicht-negativen (reellen) Elementen ausdehnen und wollen ihn
daher gleich fiir solche Matrizen formulieren:

Satz 2a. Es sei A eine beliebige k-reihige quadratische Matrix mit nicht-negativen
Elementen®), und es sei

f(x) = (1D)A—xE| = X*+a,xk-1+ ... +q

das zugehorige charakteristische Polynom. Ferner sei e eine natiirliche Zahl =k und
f die kleinere der Zahlen k, 2e —1. Wenn dann die Koeffizienten a,,a,, ....a,_,
sdmtlich verschwinden, so sind die Koeffizienten a,,a,.,, ...,a, simtlich nicht-
positiv 7).

Wir suchen nun das in Satz 2 ausgesprochene Resultat zu erweitern und die
Anzahl der Kreise der Linge i auch noch fiir geeignete Zahlen i =2¢ — 1 zu bestim-
men. Es erweist sich als zweckmiBig, einen neuen Begriff einzufiithren: Es sei d

eine beliebige natiirliche Zahl = 1. Jeder in G enthaltene Kreis kleinster nicht durch
d teilbarer Linge heifle ein d-Taillenkreis von G, seine Linge 7, =17,G) heifie
die d-Taillenweite von G existiert kein solcher Kreis, so sei f; = ==,

Satz 3. Es sei G ein gerichteter Graph mit dem charakteristischen Polynom
f(x) = x*+axk-1+ ... +a,
und der Taillenweite t; d sei eine beliebige natiirliche Zahl =1 und t, sei die d-Taillen-
¢) Zur Theorie der Matrizen mit nicht-negativen Elementen siche [2], [3], [4]. [7], [8], [9], [17]).

7) Man kann das auch so ausdriicken: Sind die ersten e —1 Koeffizienten simtlich =0, so
sind die ersten 2¢— 1 Koeffizienten samtlich =0.
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weite von G. Weiter sei w eine beliebige nicht durch d teilbare natiirliche Zahl, welche
nichi grfiﬂer ist als die kleinere der Zahlen t +1t,—1 und k. Dann gilt: Die Anzahl
der in G enthaltenen gerichteten Kreise der Linge w ist gleich —a,,.

Insbesondere ist also t; gleich der kleinsten der nicht durch d teilbaren Zahlen w,
fiir welche a,, von Null verschieden ist, und die Anzahl der d-Taillenkreise ist gleich
— @y,

BEMERKUNG. Ist d kein Teiler von ¢, so ist trivialerweise 7, =1, und Satz 3 sagt
weniger aus als Satz 2. Ist aber d ein Teiler von 1, so ist gewill 7, =1, und ist nicht
gerade 1, = t+ 1, so erhalten wir aus Satz 3 Aussagen, welche wir aus Satz 2 nicht
gewinnen konnen.

Beispiel. 1=9, 14=15, t;=20. Satz 2 liefert die Anzahlen aller Kreise der
Linge ¢ fiir ¢=17, Satz 3 liefert auBlerdem mit d =9 diese Anzahlen fiir ¢=19,
20, 21, 22, 23 und mit d=3 auch fiir ¢ =25, 26, 28.

Mit d=2 erhalten wir folgenden

Zusatz zu Satz 3. Die Ldnge u eines kiirzesten ungeraden Kreises von G ist
gleich dem Index des ersten nicht-verschwindenden unter den Koeffizientena, , ay, us, ...:
die Anzahl der kiirzesten ungeraden Kreise von G ist gleich —a,.

BEMERKUNG. Die letzte Aussage ldBt sich unmittelbar auf ungerichtete Graphen
G lbertragen, denn offenbar haben die kiirzesten ungeraden Kreise von G und
G(G) die gleiche Linge; wir kommen darauf im néichsten Abschnitt (Satz 7) zuriick.

— Wir entnehmen hieraus noch einmal, daBl G bzw. G genau dann gerade ist. wenn
alle Koeffizienten mit ungeradem Index verschwinden.

BEWEIS VON SATZ 3. Die Zahl w erfiille die im Satz genannten Bedingungen.
Dann ist jeder in G enthaltene lineare Untergraph L notwendig ein Kreis (
denn im anderen Falle besiBe Lw eine Komponente, deren Knotenpunkt- Anz.ahl
nicht durch d teilbar und folglich =1, ist, und fiir die ibrigen Komponenten stiinden
dann weniger als + Knotenpunkte zur Verfiigung, was ersichtlich nicht sein kann.
Hieraus schlieen wir genau wie friiher:
=3 )lr=— 31,

-

(‘wc[. CwCG

a

—

—a,, ist also gleich der Anzahl der in G enthaltenen Kreise C,,.

BEMERKUNG. Durch die gleiche Uberlegung, welche von Satz 2 zu Satz 2a
fithrt, kommen wir von Satz 3 zu

Satz 3a. Es sei A eine beliebige k-reihige quadratische Matrix mit nicht-negativen
Elementen, und es sei
f(xX) = (1A= xE| = x*+a,x*- 14+ ... +a;
das zugehdrige charakteristische Polynom. Weiter sei a, =a, =... =a,-, =0, dagegen

a, #0, wobei t = 1, und d = 1 sei ein beliebiger Teiler von t. Schlieflich sei t, die kleinste
unter den nicht durch d teilbaren Zahlen i, fiir welche a; nicht verschwindet. Dann gilt:
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Ist w eine beliebige nicht durch d teilbare Zahl, welche nicht gréfer ist als die
kleinere der Zahlen t +1,—1 und k, so ist a,=0.

2. Kreissdtze fiir ungerichtete Graphen. Wollen wir die in II. 1 hergeleiteten
Kreissitze auf wngerichtete Graphen G iibertragen, so stoBlen wir auf folgende
Schwierigkeit: Enthélt der _grzigh mindestens eine Kante, so enthilt der ihm zuge-
ordnete gerichtete Graph G = G(G) einen Kreis der Liange 1 (wenn nidmlich G eine
Schlinge besitzt) oder einen Kreis der Linge 2 (wenn G eine Kante besitzt, ﬁeiche
verschiedené Knotenpunkte miteinander verbindet); in jedem Falle ist also 7(G) = 2.
withrend doch 1(G) beliebig groB sein kann. Es zeigt sich also, daB die Taillenweiten
von G und G(G) 1. a. verschieden sind und auch in keiner (nicht-trivialen) Bezichung
zueinander stehen.

Es ist aber — im AnschluBl an Satz 1’ leicht Folgendes einzusehen: Fir
i=1(G) gibt es Grundfiguren U, hichstens fiir gerades i =2¢g, und jede Grundfigur
U,, besteht aus genau g Strecken, so daB n(U,,) =q und ¢(U,,) =0 ist; der Beitrag
b(U,,), den U,, zum Koefiizienten a,, liefert, ist daher gleich (—1)? (siche Satz 1).
Bezeichnen wir nun die Anzahl der in G enthaltenen aus genau ¢ Strecken bestehen-
den Grundfiguren mit b,, so folgt aus (2) oder (3) sofort

(i<1(G)).

0 fiir ungerades i

U=V 1eb, fiir i=2g
Fiir i =17(G) kommen zu den eventuell vorhandenen aus lauter Strecken bestehenden
Grundfiguren U; (solche gibt es genau dann, wenn #(G) gerade ist) als weitere genau

die Taillenkreise hinzu, von denen jeder zu a; einen Summanden — 2 beitriigt (siche
(2)). Setzen wir

(6)

. a; fur ungerades i
= a—(—1)1-b, fiir i=2gq,
so ist also a;=0 fiir i =¢(G) und —a,, gleich der doppelten Anzahl der Taillen-

kreise.
Damit haben wir bewiesen:

Satz 4. Es sei G ein ungerichteter Graph mit dem charakteristischen Polynom
f(x) = x*+axk*1 4 ...+ aq,

und es sei b, die Anzahl der verschiedenen linearen Untergraphen von G, welche aus
genau q Strecken bestehen; weiter sei

s a; Siir ungerades i
U=\ a— (= 1)b, fiir i=2q.

Dann gilt: Die Taillenweite 1(G) ist gleich dem Index der ersten nicht-verschwindenden
unter den Zahlen ay, a,, ..., und die Anzahl der Taillenkreise ist gleich — }a,qg,.

Es sei W, ein aus genau g (getrennten) Strecken bestechender Wald. Ist nun
speziell G ein reguldrer Graph vom Grade r, so folgt aus [11] (Satz 2), daB fiir
¢=1(G) und also erst recht fiir 2¢ =¢(G) die Anzahl b,=A(W,, G) auler von ¢
nur von der Knotenpunkt-Anzahl & und dem Grad r von G abhingt; da nun k
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und r als Grad und Maximalwurzel ®) der charakteristischen Gleichung f(x) =
=(—1}A—xE| = 0 aus f(x) abgelesen werden kdnnen, ergibt sich sogleich

Satz 5. Die Taillenweite und die Anzahl der Taillenkreise eines reguldren unge-
richteten Graphen G sind durch das zugehirige charakteristische Polynom f(x) voll-
standig bestimmt.

Wir kdnnen hier sogleich einen Schritt weiter gehen und den ganzen Satz 2
auf den Fall reguldrer ungerichteter Graphen iibertragen. Hierbei bedienen wir
uns des Satzes 3 aus [11].

Wir verschaffen uns zunichst einen Uberblick iiber die in G enthaltenen Grund-
figuren U; mit 1 =i - 2t. Betrachten wir als erste diejenigen Grundfiguren U;, welche
keinen Kreis enthalten (alsc in lauter Strecken zerfallen): wir bezeichnen diese
Grundfiguren mit U, ihre Anzahl sei 4;: Fiir ungeradss i gibt es offenbar keine
Grundfigur U?. und fiir gerades i =2q ist A, = b, gleich der Anzahl der in G enthal-
tenen linearen Untergraphen, welche aus g Strecken bestehen, also in der Be-
zeichnungsweise von [11]: *  “=A(W,, G). Ausi = 2¢q =2t folgt ¢ =1, und nach
[11] (Satz 2) ist dann A; A, = jdurch ¢, k und r bestimmt:

0  fiir ungerades i
# b, fir i=2q.

L

Im Falle i=2¢ leistet jede Grundfigur U? zu (— 1)"-a; den Beitrag

bttff’) = (1) = (— 1)'2_ (Satz 17).

Weiter betrachten wir diejenigen Grundfiguren U;, welche einen Kreis der Linge
¢ enthalten; wir bezeichnen diese Grundfiguren mit Uf. Es ist notwendig 1 =c =i
und Uf besitzt hochstens eine Komponente, welche ein Kreis ist, weil dic Anzahl
i der Knotenpunkte von Uf kleiner ist als 2¢. Die nicht dem Kreis engehdrenden
i —¢ Knotenpunkte von Uf sind dann die Endknotenpunkte von (i —¢)/2 Strecken,
es ist also notwendig ¢ =i, mod 2. Der Beitrag, den eine jede solche Grundfigur zu
(—1)i-a; leistet, ist nach Satz 1" gleich

h((':] = (— l)u‘—rl-z_(__ ”c+—l_2 = (- ”1 4+ €)2.2,

Die letzte Formel gilt auch im Falle ¢ =i, in welchem U] selbst ein Kreis der Linge
iist.

Es kommt nun darauf an, zu jedem ¢ mit r=c=1i, ¢ =i mod 2 die Anzahl
Bf der verschiedenen Grundfiguren Uf zu ermitteln.

In G mogen genau D, Kreise der Linge ¢ enthalten sein, etwa die Kreise C;
(j=1,2,....,D,)). Im Falle ¢c=i haben wir Bi=D,: im Falle ¢—=i verfahren wir
folgendermafien:

Der Graph G, entstehe aus G, indem aus G alle Knotenpunkte von C; sowie
samtliche mit diesen Knotenpunkten inzidenten Kanten entfernt werden. Dann ist

5) Offenbar ist f(r)=0, da die Summe der Spaltenvektoren von |A- rE| verschwindet. Nach
bekannten Sétzen (siehe [18], pp. 212, 215) ist jede Nullstelle x; von f(x) reell und =r, d. h. rist
die Maximalwurzel der Gleichung f(x)=0.
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die Anzahl der in G enthaltenen Grundfiguren U;, welche den fester Kreis C/ ent-
halten. offenbar gleich der Anzahl E.-",l. der i1 G! enthaltenen, aus genau (i —c¢)/2
Strecken bestehenden Wilder W;__,,. Die Durchmessersumme D eines solchen
Waldes ist D(W,;_.2) = (i—c)/2=(2t—c)/2, folglich héngt nach [11] (Satz 3)
die Anzahl E/ . nur von den Zahlen i, r, k und ¢ ab, nicht aber von j und auch nicht
von der sonstigen Struktur des Graphen G. Wir lassen demgemiB den oberen Index
j fort, und da wir die Zahlen r und k aus f(x) unmittelbar ablesen kénnen, diirfen
wir die Zahlen E, . als mit f(x) gegeben anschen.
Damit haben wir im Falle ¢ =i erhalten:

N e
B: = 25;"‘ e h‘f.r'Dh‘
J=1
Indem wir nun iiber alle von den einzelnen Grundfiguren U; zu (— 1)-a, geleisteten
Beitrdge summieren, bekommen wir
(~D'ai = ZbWUN+ 3 bW+ 3 bUi)

'lr:l l"".l'.'d<1 us U
e=l(2) ;

und daraus, indem wir die gefundenen Werte einsetzen, fiir gerades i:

(7a) a = (=1)2by+ JZ (—1)1+¢+92.2E, .D —2D,
1=c<i
c=0,(2)

fiir ungerades i:
(7b) a= 2 (—1)V+92.2E, .D.—2D,.

f’-(‘ l

e=1,(2
Diese Formeln gelten, solange i kleiner ist als 2t.

Die Gleichungen (7) konnen wir nun leicht sukzessive nach den gesuchten
Anzahlen D; auflésen: Ist etwa 7 gerade, so erhalten wir (unter Benutzung von (6))
der Reihe nach
aus (7b):

Dy =—%a,,
aus (7a):
r+2 = }{0“_2 2Er+.!.:'Dr}~

wo D, die nach Satz 5 bekannte Anzahl der Taillenkreise von G ist,

aus (7b):
D3 =—3{a43—2E 13,141 Des1)s

usw. Die hierbei auftretenden, durch (6) definierten Zahlen a; sind nach [11] (Satz 2)
durch die Zahlen r, k und a; bestimmt.
Damit haben wir bewiesen:

Satz 6. Es sei G ein reguldrer ungerichteter Graph mit der Taillenweite t und
dem charakteristischen Polynom

JxX)=x*4+ax*'+..+aq,.

na
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Ist dann n eine beliebige natiirliche Zahl =2t — 1, so gilt: Die Anzahl der in G enthal-
tenen verschiedenen Kreise der Linge h ist durch den Grad k, die Maximalwurzel r
und die ersten h Koeffizienten ay, a,, ..., a, des charakteristischen Polynoms bestimmiz.

SchlieBlich 1dBt sich der Zusatz zu Satz 3 ohne Schwierigkeit auf beliebige
ungerichtete Graphen tibertragen: Wir kniipfen an die im AnschluB3 an diesen Zusatz
gemachte Bemerkung an und beachten, daB3 jedem kiirzesten ungeraden Kreis von
G genau zwei entgegengesetzt orientierte kiirzeste ungerade Kreise von G(G) ent-
sprechen, die Anzahl der kiirzesten ungeraden Kreise von G ist also genau halb
so groB3 wie die Anzahl der kiirzesten ungeraden Kreise von G(G). Damit ergibt
sich aus dem Zusatz zu Satz 3:

Satz 7. Es sei G ein beliebiger ungerichteter Graph mit dem charakteristischen
Polynom
J(x) = x*+a;x*-1+ ... +a.
Dann gilt: Die Léinge u eines kiirzesten ungeraden Kreises von G ist gleich dem

Index des ersten nicht-verschwindenden unter den Koeffizienten a,,as,as, ...: die
Anzahl der kiirzesten ungeraden Kreise von G ist gleich —% a,,.

3. Zwei Beispiele. Wir betrachten kubische Graphen mit / Kanten. Dann kénnen
wir die Zahlen E, . in den einfachsten Fillen i —¢ = 2 und i —¢ = 4 durch direkte
Abzihlung ohne groBe Miihe bestimmen, und zwar ist

E‘.+2". = f-—zt‘,
E.psc = 3 {12 —(5+4c)I+4c? +12c).

Wir behandeln als Beispiele die beiden kubischen Graphen kleinster Knotenpunkt-
Anzahl, welche keinen Kreis mit weniger als 5 bzw. 6 Knotenpunkten enthalten.

Beispiel 1. Der PeTersENsche Graph P. Das charakteristische Polynom von
P hat die Koeflizienten ?)

a = 0 a =-15
a, = 0 4. = 15
as = —24 as =-165
aG;= 120 a3 = 120

ag =—160 a0 = 48.
Es ist k=10, I=3k/2=15. Fiir die Zahlen a; errechnet man die Werte 19)
A;=0;=0,=0a,=0, as=-—24;
hieraus folgt nach Satz 4: t=5, Ds=12. Aus (7a) folgt

Dg = —3(ag+b3) = —3(— 165+ 145) = 10,
aus (7b) folgt
DT — _i'a';’l’E?’s'Ds = -‘}'120+5']2 = 0,

) Siehe [1], p. 74, rechte Spalte, 3. Eintragung.
') Fiir die Werte der b, vgl. Tabelle 1 in [12].
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aus (7a) folgt weiter
Dg =—%tag+3b,+Eg ¢ Dg=—%-120+3-90+3.10 = 15,
und schlieBlich folgt aus (7b)
Dy =—%ay—Ey 5:Ds+ Eg, D7 = —%(—160)—5-12+ 1.0 = 20.

Resultat :
i 1 23 4.5 6 T B+39

D;,| 0 0 0 0 12 10 0 15 20
D; ist die Anzahl der in P enthaltenen Kreise_der Linge i.

P
Abb. 2

Beispiel 2. Wir betrachten den Graphen Q der Abb. 3. (Q kann auf dem Torus
gezeichnet werden, die Torusfliche wird dabei in 7 paarweise aneinandergrenzende
6-Ecke zerlegt.)

Das charakteristische Polynom von Q hat die Koeffizienten

ag =0 a; = -21
03 — 0 a4 - 168
a, =0 a4 = —700

a; =0 ag = 1680
a =0 a0 =-2352
a;, =0 a;, = 1792
a,3 =0 a,,= -576

wir sehen sofort: Alle Koeffizienten mit ungeradem Index verschwinden, O enthilt
folglich nach Satz 7 keinen Kreis ungerader Linge, ist also ein paarer Graph.
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Eine dhnliche Rechnung wie oben liefert das
Resultat:

i RS O o - o RS O A R LG SR

D; 0O 00O O 28 0 21 0 84 0 ? O

Will man dieses Resultat durch unmittelbare Abzidhlung aus der Figur gewinnen,
so bereitet die Durchfithrung — trotz der vorhandenen Symmetrie — einige Miihe.

4. Eine Beziehung zur Theorie der Partitionen. Wendet man Satz 1" aufl zusammen-
hingende reguldre Graphen vom Grade 2 (also auf ungerichtete Kreise) an, so wird
man zu Zusammenhédngen gefiihrt, die zwischen der Theorie der geordneten Partitio-
nen (auch Kompositionen genannt) und der Theorie der Tschebyscheffschen
Polynome bestehen.

Es sei ndmlich C = C; ein ungerichteter Kreis der Linge k, und b,, = b,(k) be-
zeichne die Anzahl der linearen Untergraphen L,, von C mit genau 2m Knotenpunkten
(2m=k: L,, zerfillt in m getrennte Strecken). Werden nun die m Kanten eines
L,, aus C entfernt, so zerfillt der Rest von C in m zusammenhidngende Stiicke, und
durch die Lidngen dieser Stiicke ist eine m-gliedrige Partition von k —m gegeben.
Wird C in bestimmter Weise orientiert gedacht, so erscheinen auch die Glieder dieser
Partition in einer bestimmten zyklischen Anordnung; eine naheliegende Abzidhlung
liefert folgende zwischen b,,(k) und der Anzahl ¢, (k — m) der m-gliedrigen Komposi-
tionen von k —m bestehende Relation:

(8) m-b, (k) = k-c,(k —m).
Nun ist bekanntlich '') et
Culll) = [ l
m—1
so dal

k [k—m—1

9) b.(k) = — ] b 3
m m—1

Es sei

J(x) = x4+ a;x*"1 4 ... +a,

das zu C gehorige charakteristische Polynom. Es ist unmittelbar klar: Ist i <k, so
existieren Grundfiguren U; in C nur fiir gerades i =2m, und jede Grundfigur U,,,
(2m < k) besteht aus genau m (getrennten) Strecken. Ist k gerade, so gibt es genau
drei Grundfiguren U,, nimlich genau zwei, welche je aus k/2 getrennten Strecken
bestehen, und auBerdem ist C selbst eine Grundfigur; ist k ungerade, so gibt es
auBer C selbst keine Grundfigur U,. Satz 17 liefert dann in Verbindung mit (9)

0 fiir ungerades i<k,
l -2 fiir ungerades i=k,
= k—m—1
(10) . ] o) . ' fiir i=2m =k,
m m—1
2[(=1"—1] fiir i=2m=k.

11) Siehe etwa [10], p. 124.
12) Vergleiche auch das Lemma in [10]. p. 198.
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f(x) 1dBt auch auf andere Weise leicht berechnen: Die Knotenmatrix von C ist
nimlich eine . bizyklische” Matrix

- Sl | i ¢ LSRR T, ¢ i
R | S SR LR | B
1 S A | D 0 0
O ¢ GO SRR T A
1 2R SR C . | o
1 0 o018

und deren Eigenwerte sind bekanntlich [18] (S. 224) die Zahlen

x; = 2 cos (2nj/k) 8 e e )
so daf
k
(1) S(x) = [ (x—2cos (2nj/k)) = 2{Ty(x/2)- 1},
ji=1
wo Ti(x) das k-te Tschebyscheffsche Polynom 1. Art bezeichnet, welches folgender -
maBen definiert ist:

x=cos ¢, Ti(x)=cos kg =cos(k arc cos x).
Setzen wir
Tk(x)'— onk'{’Alxk‘_l'{‘ "'+Ak!

so erhalten wir aus (10) und (11) fir k=1

Ay ='2~1
0 fiir ungerades i=k
(12) :
; A k (k—m—1
: —n.— JZ“‘Z"‘“‘ fir 0<=i=2m=k.
ml m—1

Die Richtigkeit von (12) kann leicht mittels der rekurrenten Definition der Tscheby-
scheffschen Polynome:

Tg = I. Tl = X, Tk(-“) v— 2-": Tk—- |{.1'_) — Tk—~2(-".}

bestitigt werden.

Eine ganz entsprechende Uberlegung kann man anstellen, wenn man statt
von Kreisen von Graphen ausgeht, die die Form eines Weges haben, an dessen
beiden Enden noch je eine gerichtete (d. h. einfach zu zihlende) Schlinge angeheftet
ist: An die Stelle der Tschebyscheffschen Polynome 1. Art treten dann diejenigen
der 2. Art.
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