Uber die Vervollstindigung gewisser geordneter Halbmoduln
mit negativen Elementen

Von HERBERT LUGOWSKI (Potsdam)

kn einer fritheren Arbeit (LuGowski [3]) hatten wir gezeigt, daB jeder kommu-
tative geordnete Halbmodul 9 mit der Eigenschaft

JIV: Zu ac I und beIN mit a<b existieren x €W und y M mit a+x =
= y+a=>,

und mit negativen Elementen (d. h. Elementen ¢ mit ¢ + ¢ = ¢) sich wie folgt zerlegen
1aBt:
M=o, mit W, =W, WG+, =0,

Dabei ist 2, ein Modul, welcher auBer seinem Nullelement (das auch Nullelement
von ) ist) gerade alle negativen Elemente von 9 und deren Entgegengesetzten
enthilt, M, =MW M, ist ein positiv geordneter Unterhalbmodul von Wi, falls
nicht iiberhaupt i, =0, also Wi =M, gilt; von diesem trivialen Fall wollen wir
aber immer absehen. 2 ist die geordnete Summe Wi =22, = M, von Wi, und M,
(d. h., es gilt m; +m, = m, fir alle m, €2,, m, cMVi,) genau dann, wenn Wi,
natiirlich geordnet ist, was insbesondere dann eintritt, falls 2, ein Minimum besitzt.
Diese Bezeichnungen halten wir im Folgenden bei.

Wir beantworten hier die Frage. wann ein solcher Halbmodul )i (bedingt)
vollstindig ist (Satz 1) bzw. sich zu einem Halbmodul mit JIV vervollstindigen
1dBt. d. h. eine vollstindige Hiille ¥ = V() besitzt, die wieder Halbmodul mit
JIV ist (Satz 2). Unsere Aussagen geben zusammen mit der CLiFrorDschen Charak-
terisierung natiirlich geordneter Halbmoduln, die vollstindig sind bzw. sich zu
natitrlich geordneten Halbmoduln vervollstindigen lassen (vgl. CLIFFORD [2; Theorem
3.6 und 3.7]). eine Ubersicht iiber alle derartigen geordneten Halbmoduln mit
JIV. Wie iiblich heifit dabei 2 (bedingt) vollstindig, wenn jede nichtleere nach
unten beschriinkte Teilmenge von M) ein Infimum in M besitzt, und BV vollstindige
Hiille von Wi, wenn U vollstindige Obermenge von M ist und wenn jedes Element
von U Infimum und Supremum nichtleerer Teilmengen von YN ist. Letztere
Forderung kann man (vgl. Cruirrorp [2: Lemma 1. 1]) durch folgende beiden
Bedingungen ersetzen:

V1: W enthilt das Minimum und das Maximum von &, falls solche existieren.

V2: Gibt es zwischen zwei Elementen ¢ und n aus ¥ mit £ <=5 kein Element
aus i, so gehoren ¢ und y zu Wi,
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Satz 1. Wi ist vollstandig genau dann, wenn dies fiir Wi, und W, zutrifft und
Wi, ein Minimum besitzt, insbesondere also M = Wi, < WM, gilt und W, natiirlich
geordnet ist.

Beweis. Es sei Wi vollstindig. Wegen 2i; =i, hat dann i, ein Infimum in
i, weiches zugleich Minimum von )i, ist, da Wi, als Modul kein Maximum besitzt.
Die Vollstindigkeitsaussagen tiber )i, und Wi, wie auch iiber i in der Umkehrung
der Aussage sind dann auf Grund von I, =3, offensichtlich.

Satz 2. I besitzt eine vollstandige Hiille "} = V(2N), welche ebenfalls ein Halb-
modul mit IV ist, genau dann, wenn dies fiir W, und YW, zutrifft und M = M, <
2,8, gilt, also W, natiirlich geordnet ist. Es ist dann (bis auf dhnliche Isomorphie ein-
deutig) ¥ = B, B, mit B, = V(M) und B, = V(M,) bzw. B, = {a} < V(M,),

leizteres falls 2, kein Minimum besitzi.

BEwels. Es besitze 2 eine vollstindige Hille B = V(24), die Halbmodul mit
JIV ist. Nach Satz | zerfiilt ¥ gemidB ¥ = B, <V, in einen vollstindigen Modul
U, und einen vollstindigen natiirlich geordneten Halbmodul ¥, mit Minimum o.

a) Dann folgt I = W, < M, aus M, SV, und N, EV,. Letzteres ergibt
sich so: ¥, enthilt alle negativen Elemente von i, also auch von 9i; ferner liegt
auch das Nullelement 0 von 2% in ¥, (und stimmt damit mit demjenigen von ¥,
tiberein), da aus ¥ = B, < W, sonst ¢’+0 = 0 fiir ein negatives Element @’ <N
folgen wiirde. Damit erhdlt man i, €V, aus der Moduleigenschaft von ¥,. Wir
zeigen nun Vi, EB,. Gibe es nimlich ein Element m, € ¥, n,, so existicrten
negative Elemente & und 5" von ¥ mit &'+m, = n'. Wegen U = V(i) gibt es
dann auch negative Elemente ¢” und " aus Wi mit a'=¢" und n'=5"-=0 und wegen
JIV in ¥ ein positives Element {8 mit ¢’ 4 = £". Dies liefert

a+m, Sd+i+m =E+my =09 =¥

im Widerspruch dazu, daB « +m, i, gilt und daher groBler als das Element
b e, sein miibte.

b) Um den vollstindigen Modul ¥, als vollstindige Hiille von 2, nachzu-
weisen, geniigt es zu zeigen, daB ¥, die Bedingung V2 erfillt, da ¥, als Modul
weder ein Minimum noch ein Maximum enthélt. Dazu seien ¢ und 5 zwei Elemente
von B; mit =y, fir die kein m, €2, mit & =m, —n existiert. Wegen a) gibt ¢s
dann iiberhaupt kein m <M mit & -<m -y, woraus wegen 8 = V() wie verlangt
folgt, daB & und n in WY, = M, liegen.

¢) Zur Beschreibung des vollstindigen Halbmoduls 3, betrachten wir zuerst
den Fall, daB Wi, ein Minimum g besitzt. Fiir das Minimum ¢ von L, gilt dann
jedenfalls ¢ = u und sogar ¢ = u, denn es gibt wegen a) kein m e mit ¢ < m — u.
Ferner ist ein eventuell existierendes Maximum g* von 8, auch Maximum von %8
und gehért damit zu B, NN = D, Also gilt VI fiir 8, im Hinblick auf Wi, . Fiir
V2 schlieBt man analog wie in b).

Hat aber i, kein Minimum. so zeigen wir zunidchst, dafl das Minimum ¢ von
¥, zu der Zerlegung ¥, = {6} = (¥, {o}) von ¥, in zwei Unterhalbmoduln
AnlaB gibt. W, zerfillt ndmlich als natiirlich geordneter Halbmodul nach CLIFFORD
[1: Theorem 1] in ordnungsirreduzible natiirlich geordnete Unterhalbmoduln

B, =<,
teT
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wobei ein erstes A, existieren mul, welches ¢ als Minimum enthidlt. Mit 4, ist

auch jedes A, vollstandig: als irreduzibler vollstindiger natiirlich geordneter Halb-
modul mit Minimum ist dabei A, dhnlichisomorph entweder zu dem Halbmodul
N der natiirlichen Zahlen oder zu dem endlichen Halbmodul Z, = {1, ..., n} (n=1),
dessen Elemente in dieser Reihenfolge geordnet sind und gemil

a+b = Min (g +b.n)

verkniipft werden (+ wie in N; vgl. CLirFORD [2: Theorem 3. 6]). Dabei kann
tatsdchlich nur der letzte Fall mit n =1 eintreten, denn sonst wire

c<0+06=%c%,,

und es gibe kein ¢ aus ¥, und damit erst recht aus Wi, mit ¢ = = ¢, so daB o < Wi,
also ¢ =Min Wi, im Widerspruch zur Annahme iiber Wi, folgen wiirde. Also
gilt A, ={c}. und X, ={o} < (B, {g}) ist wie behauptet eine Zerlegung von &,
in zwei natiirlich geordnete Unterhalbmoduln.

SchlieBlich gilt dann R, {o] =V (,). V5=V, \ {6} ist namlich mit U,
vollstindig, denn ist A eine nichtleere, durch v, € UZ nach unten beschrinkte Teil-
menge von U, so erst recht von ¥,, so daf jedenfalls & =inf 3 in B, existiert:
wegen o <v, =¢ gilt aber auch €%, Ferner hat man wegen o4 M, natiirlich
Wi, S B3, VY besitzt kein Minimum; denn wire ¢” =Min U3, so folgte ¢ =o*,
und es gibe kein m < mit ¢ =m —=¢*, woraus sich wegen B = (%) der Wider-
spruch ¢ £ ergibe. Fiir die Beendung des Nachweises von VI wie auch von V2
schliefit man dann wie oben.

Zum Beweis der Umkehrung stellen wir zunichst fest, daBl ¥V (2)i,) bzw. V(2,)
durch die Forderung ..Halbmodul mit JIV™ als Modul bzw. natiirlich geordneter
Halbmodul festgelegt ist. Sonst wire namlich V(2i,) jedenfalls gemidB Satz | die
geordnete Summe eines Moduls ¢, und eines natiirlich geordneten Halbmoduls
W, : nach den gleichen Schliissen wie am Anfang des Beweises von Satz 2 wiirde
dann aber M, & W, gelten, so daB ein Element ¢ <%, nicht Infimum einer nicht-
leeren Teilmenge von 2, sein konnte. Ferner wiirde fiir ein negatives Element
EeV(Mi,) kein Element m, <, mit &+ ¢ <=m,=¢ existieren, so daB ¢ wegen
V2 in Ui, selbst liegen miilte im Widerspruch zur Voraussetzung iiber Wi,.

Hat nun 2, ein Minimum g, so ist dieses auch Minimum von V(i,). und
wir erhalten ¥ = V() einfach gemiB

V= V(Mi;) S V(M)

als geordneten Oberhalbmodul von Wi mit JIV: auBerdem gilt offenbar ¥, —= V(:Mi,)
und B, = V(IM,).
Hat dagegen ), kein Minimum. so bilden wir ¥ gemial

V=VD,) = {a} = V(M,)

mit ¢ = o + 0. Jedenfalls ist dann B die vollstindige Hille von MWi* = M, <
S ({e} = Mi;) und wiederum geordneter Oberhalbmodul von Wi* (also auch von
M) mit JIV sowie B, = V(M) und B, = {o] = V(M,). Es gilt aber auch V = V' (M).
V1 ist ndmlich ersichtlich auch beziiglich i richtig. Sind ferner £ und 5 zwei Elemente
von X mit &-=n, fiir die kein Element m €3 mit & <m -y existiert, so kann auch
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nicht ¢ <o <n gelten: da namlich V(IN,) kein Maximum hat, gibe es sonst ein

é..:é'c:gcq

woraus entweder (¢ ¢ 2, und) & €2, oder die Existenz eines m, € M, mit & <m, <¢&’
folgt, beides im Widerspruch zur Annahme iiber £ und 5. Also gibt es auch kein
Element m* € {* mit £ <=m*<n, so daB wegen B =V (Wi*) die Elemente ¢ und 5
in Mi* liegen. Dabei gilt sicher neben n 6 auch & #o, wie man analog zeigt unter
Ausnutzung der Tatsache, daB} V(2,) kein Minimum hat. Also liegen ¢ und %
sogar in M, womit V2 nachgewiesen ist.

Die (bis auf &dhnliche Isomorphie) cindeutige Bestimmtheit von V() als
geordneter Oberhalbmodul von M mit JIV folgt schlieBlich unter Verwendung
des ersten Teiles unseres Beweises aus derjenigen von V(i) und V(i,).

ANMERKUNG. In den Sdtzen 1 und 2 wird festgestellt, daB3 jeder Halbmodul
W mit JIV, der vollstindig ist bzw. sich vervollstindigen 1dBt, die Gestalt 2 =
=i, & M, besitzt, also sein Unterhalbmodul i, natiirlich geordnet ist. Daher
stimmt hier I, stets mit dem ersten irreduziblen Bestandteil der CLIFFORDschen
Zerlegung von M in die geordnete Summe irreduzibler Unterhalbmoduln {iberein
(vgl. Lucowski [3: Satz 4 und Satz 10]).
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