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Uber die unbedingte Konvergenz der Orthogonalreihen
Von LASZLO LEINDLER (Szeged)

Einleitung

In Verbindung mit der Frage, unter welchen Bedingungen eine Orthogonal-
reihe bei jeder Anordnung ihrer Glieder im Grundintervall fast iiberall konvergiert,
sind u. a. die folgenden Ergebnisse bekannt:

W. Oruicz ([21]) hat den folgenden Satz bewiesen:

Es sei {A(n)} eine positive, monoton wachsende Zahlenfolge. und wir nehmen an,
dap sie eine Teilfolge {i(n)} besitzt, mit den Eigenschaften

log n, . =clogn, (c=0)

und

i 27w =~
Unter der Bedingung

(2) 2 azi(n)log? n< e
ist dann die Reihe

(3) "2; Ay (x)

fiir jedes orthonormierte Funktionensystem {¢,(x)} unbedingt, d. h. bei jeder Anordnung
der Glieder, fast iiberall konvergent.

Diesen Satz hat K. TANDORI ([3]) verschérft. Sein Satz lautet:

Unter der Bedingung
(4) 2' { E‘:! a? log? nl RS (v, =22

k=0 Ln=v,+1

ist die Reihe (3) fiir jedes orthonormierte Funktionensystem {¢,(x)| unbedingt kon-
vergent.

K. TANDORI hat auch bewiesen, dall das Erfiilltsein von (4) dazu auch not-
wendig ist, daB die Reihe (3) mit einer monoton abnehmenden Folge {|a,|} fiir
jedes orthonormierte Funktionensystem {g,(x)} unbedingt konvergiert: d. h.: ist

o Vi +1 l.‘
Z{ > a? logz nl = oo, 50 gibt es e¢in im Intervall (a. b) ortonormiertes Funktio-

k=1 {n=vgy
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nensystem {@,(x)} derart, daBl die Reihe > a,®,(x) in einer gewissen Anordnung
ihrer Glieder in (a, b) fast iiberall divergiert.
Es sei {¢,(x)} (n=1,2,...) ein im Intervall (a. ) orthonormiertes Funktionen-

system. Bezeichne E, = EX7(f) den besten Anniherungsgrad von f(x) im Sinne der
Metrik von L%*(a. b) mit Linearformen > d,¢,(x): nach dem wohl bekannten Satz
k

=1
von GRAM ist

b b
g n 2 Ya 4
E, = { /'.ﬂ-\‘)‘ 2 gi(x) d—"} mit ¢, :]f(-t) g (x) dx.
N k=1
Der Verfasser ([1]) hat den folgenden Satz bewiesen:

Ist

:[\45
=M
-

=
|

so konvergiert die Entwicklung

fl\) .":4 Cn u{‘]
n=0

bei jeder Anordnung ihrer Glieder in (a, b) fast iiberall.

Es sei R,f--R,f({ak});- _:' ai . Es ist klar, daB Rf({ck}) = E; ist.
k=n+1
In § I der vorliegenden Arbeiten werden wir beweisen :

Satz 1. Die Bedingungen (4) und

(5) s RCaj)
] n

n=1

sind dquivalent.

In § 2 zeigen wir, daB die Bedingungen

" 2211
(6) 3
n=0 "Z}"
und
P
(7) 2 @A < oo
n=0

mit einer monoton wachsenden Zahlenfolge {4,]. die etwas weniger als die Bedingun-
gen (1) und (2) fordern, schon mit (4) und so auch mit (5) dquivalent sind.

Es gilt niamlich der

Satz 2. Die Bedingungen (4) und (5) sind damit gleichwertig, daf es eine monoton
wachsende Zahlenfolge {4, gibt. fiir die sich die Bedingungen (6) und (7) erfiillen.
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Nach dem Obigen ergibt sich die

FOLGERUNG. Jede der Bedingung (5) und (6)—(7) ist hinreichend, fiir monotone
Koeffizientenfolgen auch notwendig, daf die Reihe (3) fiir jedes orthonormierte System
{p(x)} unbedingt konvergiert.

Der folgende Satz zeigt, da man die Bedingungen (6)—(7) in Allgemeinheit
nicht verschirfen kann.

Satz 3. Es sei 4, eine positive, monoton wachsende Zahlenfolge mit
2n
5 ¥

;'2 "

= o5,

(8)

Dann gibt es eine Koeffizientenfolge {a,} und ein in (a, b) orthonormiertes Funktionen-
system {®,(x)} derart. daf die Bedingung

9 2, ati < o
n=0

erfiillt wird, jedoch die Orthogonalreihe

(10) 2 a,q,(x)
n=0
nicht unbedingt konvergiert.

K. Tanpori ([3]) hat auch die folgende Verschirfung eines Satzes von W.
Oruicz ([2]) bewiesen:

Ist die Funktion g(x)=0 monoton wachsend und

[ & _
A TE I
1

so folgt aus a,=o(1) und aus der Annahme ')

b 1 + 1 +12
H%afg[loglog{-azl }[Iog[g' ' < oo

die unbedingte Konvergenz fast iiberall der Orthogonalreihe (3). Sind die Folgen

Y41
(a2} und { 2 a’log? n” monoton abnehmend, so sind diese Bedingungen
n=ve+1
auch notwendig.

In § 3 verschirfen wir diesen Satz folgenderweise:
Satz 4. Damit die Orthogonalreihe (3) mit nach 0 konvergierenden Koef fizienten

e ()

4 flir c=0,

-I sonst.
c
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fiir jedes orthonormierte System {g,(x)} unbedingt konvergiert, ist notwendig und
hinreichend, daf fiir eine positive, monoton wachsende Funktion g(x) mit

22.r
11 dx <= eo
¢ f g ™

die Ungleichung
= 1
(12) > ag [log log -

besteht.
Dieser Satz kann nicht verschidrft werden, ndmlich gilt der

Satz 5. Es sei g(x) eine positive, monoton wachsende Funktion mit

(13) j ety

dann gibt es eine positive, monoton nach 0 strebende Koeffizientenfolge {a,} und ein
in (a, b) orthonormiertes System {®,(x)} derart, daf die Bedingung

(14) 2‘ ag [Iog log —]z-] < oo
n=0 a

n

erfiillt ist, jedoch die Orthogonalreihe (10) nicht unbedingt konvergiert.

K. Tanpori [3] hat folgendes bewiesen:
logn

reihe (3) mit positiven, monoton nichtwachsenden Koeffizienten derart, daf sie nicht

unbedingt konvergiert, jedoch 3 a2~ =< besteht.

In § 4 werden wir diesen Satz einer Vermutung von K. TANDORI entsprechend
verschirfen.

(n=ng). Dann gibt es eine Orthogonal-

Satz 6. Es sei 4, eine positive, monoton wachsende Zahlenfolge mit

1

fl.=-r1 '122"

N 3

(15)

= oo,

Dann gibt es eine Orthogonalreihe (10) mit positiven, monoton nichtwachsenden Koeffi-
zienten derart, daf sie nicht unbedingt konvergiert, jedoch

(16) Zaf"&"-:oo
mit
B * 4loglog n+2log 4, 2
" logn (n—HO)

besteht.
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§ 1. Beweis von Satz |

Zuerst beweisen wir, dall dic Bedingung (4) aus (5) folgt. Es gilt ndmlich

2[ E’I af Iogzk} ..& 8 S 2"‘ -"2::; azF <
n k=v

n=1 Lk=vy+1

i

A=

8§ >R =165 3

-
=
]

|

woraus unsere Behauptung folgt.
Der Beweis der Implikation (4)=(5) ist ebenfalls einfach:

SeR=32 3 —RrR=232R, ézzz"f{ 3 af =
k=5 k n=1k=v,+1 k n=1 = n=1 m=n (k=vy+1

d. h. (4) impliziert (5).
Damit haben wir den Satz 1 bewiesen.

§ 2. Beweise von Sitzen 2 und 3

BEWEIS VON SATZ 2. Nach dem Satz 1 geniigt es zu zeigen, dal die Bedingung

(4) aus (6) und (7) folgt, und umgekehrt, dall die Existenz einer monoton wachsenden

Zahlenfolge {/,}, fiir die sich (6) und (7) erfiillen, aus der Bedingung (5) folgt.
Durch Anwendung der Cauchyschen Ungleichung erhélt man

Z”’{ VE'I a? log? k}f =4 _i 2"_ Vﬁ._{kjﬁ’lla:}) =

i
v =1 k=vnp+1

== 4[ 2"1 2_2', j ’:'v v"ﬁ,l az}d,
= A n k

woraus unsere erste Behauptung klar ist.
Nehmen wir nun an, daB die Bedingung (5) gilt. Es sei

1

SO B
"= 2 KR,

Die Folge {4,} ist offenbar monoton. Durch Abelsche Umformung ergibt sich

o R g P S T

d. h. die Bedingung (7) erfiillt sich mit dieser Folge {4,}.
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Die Ungleichung (6) ergibt sich aus (5) folgenderweise:

. a- = 240 s Zanvu-l
e R <
n=23 /-\-" ne3 L | n=13 5'. 1
.I._.‘-".[ kR]\ k=vy-1+1 k
<52, =85R_. 3 lsg3 i
n=3 = n=3 . k=vp-2+1 k k=1 k

Damit haben wir den Satz 2 vollstindig bewiesen.

Beweis voN SATz 3. Nach einem bekannten Satz kann eine positive, monoton
wachsende Zahlenfolge {o,} mit

= 2n
(2. 1) P _2_
n=10 Qn
(2' 2) i‘ _23" — O3
= Vo,

auf Grund von (8) angegeben werden. Es sei
O = 'I[(.rﬂ' 1 “n)l\<,,,|gn+12_zﬂ}_i (vn"—‘"kévn+l; "20!- byiend

und a, =a, =a;. Aus (2.2) ergibt sich, daB

=1 Y+t L7 )
j{ 2 aflogzk} =00

a=]1 Lhk=vy+1

ist. Nach dem zitierten Ergebnis von K. TANDORI gibt es ein in (a, b) orthonormiertes
System {@,(x)}, fiir welches die Orthogonalreihe (10) nicht unbedingt konvergiert.
Dagegen aus (2. 1) ergibt sich das Bestehen von (9).

Damit ist der Satz 3 bewiesen.

§ 3. Bewcise von Siitzen 4—5

BEWEIS VON Satz 4. Hinldnglichkeit. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
konnen wir die Monotonitdt von {a,; annchmen. Aus (12) ergibt sich 3 a? < =,
50 ist @? =o(n~"'). Daraus und aus (12) folgt

3.1 > a’g(log log n) < ==,
n=4

d. h. die Bedingung (7) ist mit 4, =g(loglogn) erfiillt. Offenbar ist diese Folge
14,1 monoton wachsend, und nach (11) ist

= 22u = 22n
3.2) - = e
‘ S, g

Nach dem Satz 11 folgt die Ungleichung (4) aus (3. 1) und (3. 2), welche die unbe-
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dingte Konvergenz der Reihe (3) fiir jedes orthonormierte System {¢,(x)} nach
sich zicht.

Notwendigkeit. Die Methode des Beweises ist zu dem von K. TANDORI gleich-
artig. Bezeichne {4, | die in monotone Anordnung gestellte Folge der absoluten
Werte der nicht-verschwindenden Koeffizienten von (3). Es sei R2= 3> a’. Ist

n
k=n+1

die Orthogonalreihe (3) fiir jedes orthonormierte System {¢,(x)} unbedingt konver-
gent, so gilt
(3.3) > & _ oq 3R e,

—

n=1 N n=0

Es sei g(x)=min {2**.4%,2'R;;",} fir k=x=k+1 (k=3,4,...) und g(x)=g(4)
fiir | = x =4. Diese Funktion ist positiv, monoton wachsend, geniigt den Bedingungen
(11). und es gilt g(x)=x222*, Aus (3. 3) folgt nun

kf:é,fgﬁ +loglogk) = :%: R_'Z"ll af] gn+3)=
(.4) ' '
== ¥+l 2’1
4 Z 2 - =4 2 2R,

n=]1 \k=vy+1

I’

Vi

I bzw. 1" bezeichne die Menge der Indizes n mit @ =n~* bzw. a2 =n~*. Dann gilt
nach (3. 4)

[Ioglog : = 0(l) 2 alg(loglogn*) = O(1) 2 a’g(2+loglog n) <= =
nil nel

L J' "

und

e ] i l = l
:a;g(loglog?l = L.: _Z nl[lOg —-1] o O(l) 2 "_2 ~ o,

nel n ne =1

Daraus ergibt sich

B 1 o oy l
Y 2 p— = ? 2 —_— = oo,
< I8 ('°g log af] =508 [l°g log ==
Damit haben wir den Satz 4 bewiesen.

BEwels VON SATZ 5. Der Grundgedanke des Beweises stammt von K. TANDORI
(s. den Satz VII in [3]). Auf Grund von (13) kann leicht eine positive, monoton
wachsende Funktion g(x) mit g(x)=g(x) und

22\
‘ - = = o0
3.35) fg(\) dx =
angegeben werden, fiir welche die Bedingung g(x)=2g(k) (k=x=k +1:k=1,2,..)

D 10
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erfiillt ist. Wir bezeichnen mit k, <k, <... <k;=... simtliche natiirliche Zahlen
mit g(k)=2""k7 (i=1,2....). Wegen (3. 5) besteht

= 22M

&)
woraus die Existenz einer positiven, monoton wachsenden Folge {g;} mit
= 92k 22k
(3.6) B> <ee uNMd S ———=o
=0 @ Ve(k) e

folgt. Es sei g;=min {2?%j2, g,}. Die Folge {0,] ist positiv. monoton wachsend;
nach (3. 6) gelten die Beziehungen

o 2k
3.7 > —2-.—— < o
i=0 @
und
2k;
(3.8) 2 ,w27,= e,
Vg (k) o;
Es sei

Ay = {(Viyo, — Vi) 8 (Kis 1) @i 4 27 2Hi0 \=k)}-3 (v, <n=v,, ; i=12,.)

und @, = a, +1 (n=1,2,....v,). Nach (3.8) ist

Vst

" - s & i
o P a? log? n} — i 3 : > a?log? n} =
e n n

k=1 {n=v+1

L

o 22ki 1=k ] ki

§ 2 2"‘j { :.."”'"—-"‘-.'._"'} = Py ——3 = oo,
i=1 g(ki+1) Qi1 i=2Veg(k;)o;

Daraus ergibt sich nach dem zitierten Ergebnis von K. TANDORI die Existenz eines
in (a, b) orthonormierten Systems {¢,(x)} derart, daB die Orthogonalreihe (10)
nicht unbedingt konvergiert. Aus (3. 7) erhilt man ferner mit einfacher Rechnung,
daB (14) besteht. Ndmlich gelten infolge unserer Annahme iiber 9; und g(x), fur
geniigend grofe i

"[45

1 1
log 103?3 = Kisy +§ (,<n=v,, )
und
mZ‘[: 1 l] o) 3 2"
ng; a g|log 08;3‘ = 0( )fszo—a"“m-

Damit haben wir den Satz 5 bewiesen,
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§ 4. Beweis von Satz 6
Auf Grund von (15) kann eine positive, monoton wachsende Zahlenfolge
{e,) mit

@. 1) g

angegeben werden. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kann man die Bezie-
hungen

4.2 = O((loglogn)?) und ¢,= O(loglogn)
annchmen. Es sei

log logn 2 log log n 1

a, = (n(log ny " tosm (7T Tlogn " (n=N)

bzw. a,=ay(n=1,2, ..., N—1), wobei N so gewihlt ist, daB die Folge {a,} monoton
abnehmend ausfillt. Dann ist nach (4. 1)

o Vie s Ya - Vies ! 22¢ 15
2 2 . . =
2 Z a 103 n - Kl "2;1 o v_>JJ] 3 gk 2 4k =
k= =V e =V + = Mo L o,
k 2k 2k 2
n(2 ) (j'"kne-l) Q‘-‘ku
— < I =
= K, ..{.. ; ]
= view 1 Qw4

8i? 42 8k?

weil 22 und (4,,_,,) ** =(k+1) 2" fir geniigend groBe k kleiner als 2 sind. Aus
dem zitierten Ergebnis von K. TANDORI ergibt sich die Existenz eines in (a, b) ortho-
normierten Systems {®,(x)} derart, daB die Orthogonalreihe (10) nicht unbedingt
konvergiert, Fiir geniigend groBe » gilt aber nach (4. 2)

= e I 2loglogn+log 4, l [ log logn]
loga” = E-‘ lOg ?: B e—— Ta-é-?,———— log B 3+8T log logn+
log log n - log Iogn}
: 5P Pt Bl 3i GT N < 2
i—{Z-i Toan og 4, +2log Q,,] [l -4 Y log ((log n) p) %!

und somit
loglogn \ 411_.12 k_{s_n_

- + +
a"—ﬂn = (|0g II) logn An logn :

Daraus und aus der Definition von a, ergibt sich nach (4. 1)

o o= 1 o ol l - 1
a — = ————=K, J =
,,;5,, =2' s n(logn)d,on *=1 n=§+l n(logn)A,, o, g 1 Anc:

[l&

= O,

Damit haben wir den Satz 6 bewiesen.
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