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Eine Verallgemeinerung des Satzes von Szegé
itber die Hankelschen Determinanten

Herrn Professor Dr. Andreas Ropcsék zum 50. Geburtstog gewidmet

Von L. TAR (Debrecen)

Einfiihrung

(0} (n=0,1,2,...) sei ein System im Intervall (a, b) stetiger reeller und
linear unabhingiger Funktionen. Mittels des hieraus durch das Schmidtsche Ortho-
gonalisierungsverfahren erhaltenen orthogonalen Funktionensystems {@,(7)}:
n=0,1,2,... und der iiber dem Intervall (a, b) L-integrierbaren reellen Funktion
/(1) bilden wir die quadratische Form

b
Qu(f: Yor s Va) = _I SO [yePo(D)+ ... + 3,8, (1) ]2 dt,

wo Q.1:y¢,....»,) =1 (Einheitsform) ist. Wenn Q,(f) bzw. Q,(1) die Matrizen
dieser quadratischen Formen sind, dann geniigen die Eigenwerte der quadratischen
Form der Gleichung

Det [Q,(f—4)] = 0.

Wenn a =—n,b=n,f(1)=®,(1)=2n)"*e-™; n=0,1,... dann sind die
Formen Q,(f: yy, .-.. v,) die sogenannten klassischen Toeplitzschen Formen. Wenn
dagegena = —1,b=1,f,(1) =1"und @,(1) = (n+3)iP,(1)ist(P,(7) das n-te Legendre-
sche Polynom), dann bekommen wir die Hankelschen Formen.

G. SzeGO beschéftigt sich in mehreren Arbeiten mit der Verteilung der Eigen-
werte der Toeplitzschen und Hankelschen Formen. Diese Sitze ([2] Seite 64, 76,
89 (4)) liber die Eigenwerte der Toeplitzschen Formen sind auf den Fall verallge-
meinert worden, wenn man statt einer erzeugenden Funktion eine, auf die ent-
sprechende Grundmenge beschrinkte und meBbare Funktionenmatrix betrachtet,
d. h. die erzeugende Funktion durch eine solche Matrix ersetzt, deren Elemente
auf der vorgegebenen Menge mefBbare und beschriinkte Funktionen sind. (Siche
[6].)!) Diese Arbeit kniipft sich an diesen Problemkreis der Verallgemeinerung an.

') Das Literaturverzeichnis enthilt sémtliche solche Verallgemeinerungen der Sitze von SzeG6
ijber_die Eigenwerte der Toeplitz-Formen. wo statt einer erzengenden Funktion eine Funktionen-
matrix auftritt. (Siehe [3]—[8].)
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Ich mochte an dieser Stelle Herrn Professor BELA GYIRES meinen Dank aussprechen,
der mich auf dieses Thema aufmerksam gemacht hat. In dieser Arbeit beweisen wir
zunidchst eine den genannten Sdtzen entsprechende Aussage iiber die von Funktio-
nenmatrizen erzeugten Hankelschen Hypermatrizen, auBerdem geben wir mit ihrer
Hilfe eine Verallgemeinerung des folgenden Satzes von SzeGé iiber die Hankelschen
Determinanten:

Wenn f(#) eine im Intervall (@, b) positive untere Schranke hat, und eine R-inte-
grierbare reelle Funktion ist, dann gilt fiir die zugeordnete Hankelsche Determinante

1 b
De’l HL“ h](f) n+1 B . = /‘ . E!_ e
’ peee?(y )~ Pz ™M Va—ae-n |

"

(1 lim

wobei Det H{""(f) die Determinante des n-ten Abschnittes der durch die Funktion
f(1) definierten Hankelschen Matrix ist. (Siehe [9] Satz 1V'.)
Da jedoch SzrG6 in [9] beweist, dal3

Det H,l.“. fl)(f) | [_-)E{ HL 1,1 J(f)

Det H*”(1)  DetH, (1)

ist, 1ldBt sich der obige Satz leicht im folgender speziellerer Form verifizieren:
Ist f(7) eine im Intervall (— 1, 1) R-integrierbare reelle Funktion die eine positive
untere Schranke hat, dann gilt

! 1

_ [ DetHS P (H)! { I / Lot gl
(2} lim [l—)e}.—l—li_ l’l)(l-)- = eXp . ]ll_,f (’) ! 1—_: !2_}

N =soe

(S. [9] Satz 1V.).

Wir betonen noch einmal, dall die Verallgemeinerung des obigen Satzes auf
Determinanten einer durch eine reelle quadratische Funktionenmatrix endlicher
Ordnung erzeugten Hankelschen Matrix erfolgt. Die der Funktionenmatrix aufer-
legten Bedingungen sind elementweise zu verstehen.

In § 1 fihren wir analog zum Begriff der in den Arbeiten [3], [4] und [6] zu
findenden klassischen Toeplitz-Hypermatrizen den Begrifl der verallgemeinerten
Toeplitz-Hypermatrix ein, danach beweisen wir unter Benutzung des Satzes 1. von
[9] (welcher auch im Falle allgemeinerer Bedingungen, d. h. wenn f(r) iiber der
Grundmenge beschrinkt und meBbar ist, fiir die relle Funktion f(r) gilt,) fiir uns
notwendige Analoga der in der Arbeit [6] auftretenden Siitze (S. die Sitze 15.. 16.
und 17. von [6]).

Unser Endziel ist die Verifizierung des zum Satz 18. von [6] analogen Satzes 7
fiir die Determinante der verallgemeinerte Toeplitz-Hypermatrix. Der Beweis weicht
sowohl von der Beweismethode von [6] als auch von [9] ab, jedoch ist wie auch in
[6] der Beweis des Analogons des auf S. 112 von [6] stehenden Lemmas entscheidend.
(Satz 2.)

In § 2 nach der Definition des Begriffes der Hankel-Hypermatrix werden wir
die Hankel-Hyperform dhnlich wie SzZeG6 in eine verallgemeinerte Toeplitz-Hyper-
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form iiberfiithren, und die Sétze des vorigen Paragraphs auf den Fall der transfor-
mierten Hankel-Hyperformen ubertragen. Die Sitze dieses Paragraphs fithren uns
zu einer Verallgemeinerung des Satzes von SzeGO. Vor der Formulierung dieses
Satzes fiihren wir einige Abkiirzungen und Bezeichnungen ein.

Wir bezcichnen die Funktionenmatrizen mit lateinischen Buchstaben und die
Zahlmatrizen mit grofen lateinischen Buchstaben (z. B. A =|a,,l, ,-0.1....)- SPA
bedeutet die Spur der Matrix A im tiiblichen Sinn.

Ferner bezeichnen wir die Menge der iiber dem Intervall (a, #) beschridnkten
und meBbaren reellen Funktionenmatrizen mit G'?. G“" =0 sei die Menge der
vorigen Matrizen, wenn dieselbe noch eine positive untere Schranke haben. In allge-
meinen haben die quadratischen Funktionenmatrizen und die Zahlmatrizen bei
uns dic Ordnung r (r ist eine natiirliche Zahl).

Wir bezeichnen die mit der Funktionenmatrix f(r)€G“®? erzeugte verall-

gemeierte Toeplitz-Hypermatrix mit K ”(f) und die Hankel-Hypermatrix mit

w™(f). In dieser Arbeit haben die auftretenden Indizes die folgenden ganzen
Zahlwerte:

p,4=0,1,...,n

n :0,1.2,...

v =102 3
Tof= 1)L vl

R B Ao

g= Ll ¥l

So kann man eine Verallgemeinerung des Satzes von SzeGO folgendermalien
formulieren:

Wenn f(r) € G'“" =0 ist, dann gilt fiir diec Determinante der Hankel-Hyper-
matrix

1 b
{a, b) n+1 | »
(3) iim{ Det H?; “”) } = exp{-l / In Detf(r) - m = }
wok Del Hm" (E) n l“ = a)(b = f]

wobei E die Einheitsmatrix ist.
Die Strukturen von (3) und von (1) sind dhnlich. Statt (3) werden wir den vorigen
Satz im einfacheren Falle
i 1

Dct H’l—l ”(f) n+1 1 i d{ ]
]|1'n {D_et H'_' “(E) = exp| / In Det f(r) Vi

=)
beweisen,

§ 1. Die verallgemeinerten Toeplitz-Hyperformen

In diesem Teil der Arbeit fithren wir eine spezielle verallgemeinerte Toeplitz-
Hyperform ein. die eine weitere Verallgemeinerung der K-Formen ist. Die K-Formen
sind verallgemeinerte Toeplitzsche Formen. und diese treten in [9] auf.
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Definition 1. Sei f(1)€G'°". Die quadratische Form
1

(4) Ku(f; Xo. Xy, .. Xo) = [TOXFo()+ ... + X, ¥u(0]? dt =

0

|
= 2 KXX, K, = 50, (0¥, (1) di
0

pP.4=
heiBt eine mit f(7) erzeugte K-Hyperform: hier ist
(5) X,=Ex,, Y.(1)=E, ¥.(t)=E})2cos vat

(E die Einheitsmatrix). Wir bezeichnen die Determinante der Matrix IK,, ! der
0, 1)

verallgemeinerten Toeplitz-Hyperform mit Det K, "'(f).
Definition 2. Wir sagen, daB das System {y,} von quadratischen reellen Funk-
tionenmatrizen ein itber dem Intervall (a, b) orthonormiertes System bildet, wenn

/' i E. p=¢
. Lplat I = 0. piq

(yq ist die transponierte der Matrix z,, O die Nullmatrix ist) gilt.

Definition 3. Wir nennen ein im Intevall («. b) orthonormiertes Funktionen-
matrixsystem {y,] vollstindig, wenn die Parsevalsche Gleichung fiir jeden Vektor
des Quasi— Hilbertschen Rdumes erfiillt ist. (Die Definition des Quasi— Hilbert-
schen Raumes findet sich in [6].)

BEMERKUNG. Da das Funktionensystem {1:} 2 cos vzz] ein im Intervall (0. 1)
orthonormiertes und vollstindiges System ist. (der Beweis in [9]). sieht man leicht
ein, daB das Funktionenmatrixsystem (5) tiber dem Intervall (0. 1) auch orthonor-
miert und vollstindig ist.

Satz 1. Ist f(1) € G'% V), 50 gilt

1

(6) lim ”il SpKa'"'(f) = /Spl’(!)dt.

A= .

(V]
Beweis. Es sei f=|f;;| und

1
kfrf;‘“ = j_[,-j(r)l 2 cos pmi+) 2 cos ngt dt.
0

Dann kann man die Matrix. K,, folgendermallen aufschreiben:

k:}“ klp:"h k:""
|

| klzlr kt.".l.'l kl!rl
| Pi Pa

I *.,ull k(rl: ;;Irrl

P Pa SRS
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Ordnen wir die Matrix K}, ''(f) mit gleichzahligen Zeilen- und Spaltenvertauschun-

gen so um, daB die Elemente mit identischen Oberindizes in einem Block fallen.
Nach der Umordnung ergibt sich

(7 K3V @)=L K"V ()L
wo LL’=E (L’ die transponierte Matrix ist), und
KD KD o R
klii{{.} ktli':' klli;}

K" (fiy) = ;
;;lijr ku’.r’: ;‘::,,“

no ml
gilt. Da die Spur einer Matrix im Fall der Ahnlichkeitstransformation unverindert
bleibt. erhalten wir auf Grund (7) die Relation

SpKuw(f) = X X kyp

i=l p=0

Ferner besteht
1

(8) lim ni] _gukj:';;’ = /f,-;mm.
n—soca F: P
0

und deshalb ist, entsprechend unserer Behauptung,
1

lim ———-Sp K" (f) = / 2 fuln)dt.
"o T (; i=1
Folgerung. /st f(71)c G'°Y), so besteht
1
. 1 (01) g9 i
(9) lim -’—"_+—] Sp K- {f‘) = / Spfz(f)(ﬁ.
0
Namlich gilt £2(r) G- 1),
Satz 2. Wenn f(1)e G'%Y gilt, dann ist
1
(10) lim l-l- Sp K" ()] = / Sp £ (1) dt.
0

Bewels. Zum Beweis dieser Behauptung verwenden wir folgenden Satz von
SzeGO (siehe Satz 1. in [9]):
Ist f;; eine im Intervall (0, 1) beschrinkte und meBbare Funktion, so gilt

(11) lim ”il Sp [Ky"(fin]” = / fij (1) dt.

(1]
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Andererseits ergibt sich auf Grund (8)

- N

(12) lim —'I SpKy"(fi)) = [ﬁimm.

Unter Anwendung von (11) und von (12) bekommen wir
(13) lim ”fr (Sp K" (fin]’ —SpK"(fD)} =
Daraus folgt fiir die Funktionen f,(7) und g,(1)

lim n_l_ ISp [I\Ul 11”” g”)] —Sp k"' “[(,_ﬁf . I .2:‘:'):]: = ()

==

und hieraus ergibt sich die Relation

| ( K
(14) Tip e (Sp K"V (fid K (i) - Sp K (fiigi)} =

Wegen (7) ist
sp [KE.?‘”(‘)]Z ZSPK'OH(.{- )h“}“(fﬂ)

und so besteht Y
lim —1—--5 (XCVE) = 2 it SpKY V(iKY (fin).

"esom i.ji=1 n— "n-+ |

Hier kann man die rechte Seite wegen (14) und f;; = f;; in folgender Form schreiben

‘:1 .
> lim

i fotina i+l

Sp Ky (fiif ).

Da f,(0)f;{1) eine iiber dem Intervall (0. 1) beschrinkte und messbare Funktion
ist, 1aBt sich (8) anwenden, und so folgt
1

im L Sp[KE VO] - / S o Loy d,

H =+ = i, f=1

d. h. es gilt (10).
Wir gewinnen aus der Folgerung des ersten Satzes und aus dem zweiten Satz

0

den
Satz 3., Ist (1) G-, 5o gilt

(13) lim ——- 'sp[l\"' ")) -SpKe" ()} = 0.

Satz 4. Fiir (1), g(n)=G'™Y, gilt die folgende Grenzwertgleichheit :

- I 1] PR
(16) lim —— {Sp KO (OKS (@) - Sp K" (fg)} = 0.

N 2 |
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Bewers. Da f+g<G© " ist, wir erhalten wegen (15)

. I ' 1
lim — - {Sp [Kw"(f+@)]" ~Sp K" [((+ )]} = 0.

Nt

Fithrt man die bezeichneten Operationen auf der linken Seite aus, und wendet
die Relationen
K" (ef) = K& (f) (wo ¢ konstant ist)
K "(f+g) = K" () + Kiv" (g)
Sp K& (cf) = ¢ Sp K& (f)
{a, b)

SpKie”(f+g) = SpK&"(f) - SpKL"(g)

an, so ergibt sich (16).
Leicht bekommt man die folgende Verallgemeinerung des vierten Satzes.

Satz 5. Sind (1), £5(2), .... (D GV, s0 erfiillt sich
k k
(17) lim 'il 1 {SP Il Kf.?'“(f:(!))]—SP Kf.':'nlﬂﬁ(l‘)” = 0.
g v I=1 I=1

Definition 4. Wir sagen, daB eine verallgemeinerte Toeplitz-Hypermatrix
spurvollstindig ist. wenn fiir sie (17) besteht,

BEMERKUNG. Fiir r=1 findet sich die vorige Definition in dem Buch [2].
Hat eine Normalmatrix A die Jordan-Normalform

0) |

A=U| * U+, UU*=E,

lo 4|

[
|
|

und ist F(x) eine iiber den Eigenwerten von A definierte Funktion, so verstehen
wir die Funktion F(A) der Matrix A im iiblichen Sinne. d. h.

F(7y) (0)

F(ia) %y

F(A)=U|
(0 F(i,)
Es seien 7,(1). 45(1). .... 2,(r) die Eigenwerte der Funktionenmatrix f(r) und
es sei
m = inf {Z;(1)}. M = sup{4;(1)}. i<(a,b).
tf i

Diese Tatsache bezeichnen wir folgendermalien:
m=f(n)=M
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Wir bendtigen den folgenden Hilfssatz:
Ist F(f) im Intervall (m, M) stetig, so gilt

(18) lim 1 {Sp K& (F()] — Sp FIKS" (D]} =0,
BeEwEls. Es sei f,(f)=... =f(1)=1f(r). Auf Grund der Relation (17) gilt
(19) lim L Sp K (0]~ SpKE (4] = 0,

Diese Relation zeigt, dal3 die Gleichheit (18) im Fall F(f)={%(¢) richtig ist. Darum
gilt (18) im Fall eines beliebigen Polynoms, und so ist auf Grund des Weierstrasschen
Approximationssatzes die Formel (18) fiir eine beliebige stetige Funktion F(f)
giiltig.
Mit der Anwendung von (6) ergibt sich
1

lim -——l—l-SpKf,?F"[F{f}] = ] Sp F(f) dr.

0

Wenn man noch die Relation (18) betrachtet, dann bekommt man

1

(20) lim -"-J'T]— Sp FIKw"' ()] = / Sp F(f) dr.

" -t o=

(1]

Satz 6. Ist £f(1)c GV, und ist F(A) im Intervall (m, M) stetig, so gilt

1

@1 lim—— 5 S FOP) = 3 / FI( ()] dt,
ne= N4+1 57 550 f=1,

0

wobei die 1" die Eigenwerte der Matrix K\ ' (f) bezeichnen.

Der Beweis verlduft ebenso, wie derjenige des entsprechenden Satzes von [6],
wenn man von der Definition der F(A) und von der Formel (20) ausgeht.

Satz 7. Ist f(1)c GV =0, so gilt

1
q :
(22) lim {Det K}, (f)}"+! = exp{ / In Det f(r)dr}.
i 0
Beweis. Man kann die Formel (21) auch folgendermaBen schreiben:
1

(m+1)r r
i s S PO e / S Fl ()] di.
e DL Sl Cb7 — e

0

Es sei hier speziell F(4)=In 4, so ergibt sich mit einfacher Uberlegung (22).
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§ 2. Die Hankel-Hyperformen

Eine Hankel-Hyperform ist mit einer Funktionenmatrix endlicher Ordnung
dargestellt. Nach der Definition der Hankel-Hyperformen fiihren wir diese Formen
durch eine geeignete lineare Transformation in eine verallgemeinerte Toeplitz-
Hyperform iiber. So sind die Sitze des vorigen Paragraphs giiltig auch fiir die
transformierten Hankel-Hyperformen.

Definition 5. Es sei f(1)£G“". Die gadratische Form

HEB D X X 5 X =

b

= [1OXo+X,t+ ... + Xyt dt = o o

rtyq ]

"
S H
vq=0

P

]
H,., = [ (o di

nennt man eine mit f(r) erzeugten Hankel-Hyperform. Die Formmatrix
Hi"[1()] = |H,.,|

ist die sogenannte Hankel-Hypermatrix. (X, =Ex,).

Es sei ferner ¢ = —1,bh=1. Setzen wir in die Hankel-Hyperform ¢=cos zf
ein. Danach verwenden wir die regulidre lineare Transformation

Xo=X,cosnl+ ... +X,cos"nl0 = Y ¥, (0)+Y,¥,(0)+ ... + Y,¥,(0).
So ergibt sich die transformierte Hankel-Hyperform in der Form

HY V[ (cos n0); Yo, Yy, .., Y,] =
1

—7 [ f(cos n0) sin 70 [Y¥o)0) + Y, ¥, (0) + ... + Y,¥,(0) db =

0

= 2 Hp Y, X
p,q=0

1
(23) H,.,=7 [ f(cos 1) sin 20 ¥,(0) ¥, (0) db,
[4]

wobei Y, =Ey, ist, und das Funktionenmatrixsystem {¥| iiber dem Intervall (0, 1)
vollstindig und orthonormiert ist.

Die Struktur der transformierten Hankel-Hypermatrix ist derjenigen der
Toeplitz-Hypermatrix dhnlich, nur in der transformierten Hankel-Hypermatrix
tritt statt der Matrix f(r) die Matrix nf(cos n6) sin nfl auf.

Unter Beriicksichtigung dieser Tatsache werden wir die Sitze des vorigen
Paragraphs umformen.
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Satz 8. Ist f(cos n) €GOV (kurz £(0) € GV ). so erhalten wir

1
(24) lim —_:_—l— Sp HY'[/(0)] = = f Sp [f(cos =) sin n0) db).
0
Folgerung. Fiir f(0) =E ist
1
lim - i] Sp HYy (E) = = j Sp [E sin 70 d0.
0

Satz 9. Sind f(ﬂ) g(0)cG" Y, so gilt

lim ;;*— {Sp Hi»'" [£(0) g(0)] — Sp HL" [f(0)IH,[g(0))} =

n—==

Satz 10. Sind £,(0), £,(0). .... f,(0) € G'* V), so besteht

e W —on| & = 0.0 s
lim = l—_{Sp He [!131 ff(ﬂ)]— Sp [:gn H., (ft)]} = 0.

n—oo

Die entsprechende Relation der Gleichheit (20) bekommen wir in der Gestalt

(25) lim n—SpF[Hw Y(£)] = f Sp { F[nf(cos n0) sin n0)]} db).

[

0

Satz 11. Gilt £(0)c G'“Y) und m =1(0)= M, ist ferner F(u) im Intervall (m, M)
stetig, so erhalten wir

(26) im [“:”F(up)] f Flya; (0] dob.

wobei py, py, ..., fus1y, die Eigenwerte der Matrix ﬁff,””{f(ﬂ)} bezeichnen, und
1,(0), ..., u,(0) die Eigenwerte der Funktionenmatrix £(0) sind.

Satz 12. Ist £(0) € GV =0, so ergibt sich

1 1
(27 llm {Det H [f(0)]}"* ' = exp {fln [Det f (cos nt)) Det (Ex sin n0)] dﬂ} ’
0

Folgerung. Ist f(0) = E. so gilt

(28) lim {Det H,,’ ”(1(:)}'-+l = exp f In Det (Ex sin 70) 0} .

n—+oo

Satz 13. Fir f(1)eG-"V =0 gilt

1

1
(=1,1) =g
(29) lim {Mr—:—*[ﬂ’)—]} g exp{—l—fln Det f(1) L }
s o Det HL; l.l)(‘E) n”l lfl o
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Bewegis. Dividieren wir (27) mit der Relation (28), so ergibt sich

1
lim 12"_‘_“-'9{:_'1_'(.‘! e
Det HY,'''(E)

0=

= exp{j In [Det f (cos n0)] dﬂ}.
o

Dann seizen wir auf beiden Seiten der erhaltenen Gleichheit 1 =cos nfl. Da

DetHy(f) _ DetH, ""(f)

DetH.(E) DetH\ ""(E)
besteht, gilt tatsdchlich (29).
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