Eine Extremaleigenschaft positiv definiter Hermitescher Matrizes

Von BELA GYIRES (Debrecen)

Herrn Professor Béla von Székefalvi-Nagy zum 50. Geburtstag gewidmet

lt

Der Verfasser hat in seiner Arbeit [1] als Hilfssatz (Lemma 2) im wesentlichen
den folgenden Satz formuliert:

Ist A eine positiv definite Hermitesche Matrix n-ter Ordnung, so ist
inf 5.5 Sp(X*AX)
x n

gleich dem arithmetischen bzw. dem geometrischen Mittel der Eigenwerte der Matrix
A, je nachdem X die Gesamtheit der unitidren bzw. der unimodularen Matrizes n-ter
Ordnung durchliuft.

In dieser Arbeit befassen wir uns mit einer Verallgemeinerung dieses Satzes
fir den Fall, wo die unitdre, bzw. die unimodulare Eigenschaft verallgemeinert
wird, und zwar so, dall X die Menge derjenigen Matrizes durchlduft, fiir welche
das Produkt von irgend k& Lingenquadraten von Zeilenvektoren (1 =k =n) nicht
kleiner als eins ausfillt. Im Laufe der Darlegungen werden gewisse aus positiven
Zahlen gebildetz GroBlen H, (k=1, ..., n) eine Rolle spiclen, die sich als Verall-
gemeinerungen des arithmetischen, bzw. des geometrischen Mittels ansehen lassen,
da sie fiir k =1 das arithmetische, fiir k =n hingegen das geometrische Mittel ergeben.

In Punkt II. werden wir zwischen gewissen positiven Zahlen zugeordneten
GroBen H, eine GroBenordnung nachweisen. In Punkt IV. befassen wir uns mit
den GroBenordnungsverhiltnissen die zwischen den GroBen H, und den Newton-
schen Mitteln bestehen. In Punkt 111, geben wir die Verallgemeinerung von Lemma 2
aus der bereits erwihnten Arbeit des Verfassers.

1.
Mit den positiven Zahlen 4,, ..., 4, bilden wir den folgenden Ausdruck:

Bior, o :
Hk(il‘l ...,}u" - Hk — ';I"I/.I sea f"k—]()"k-i- see +;-")]k (k: 11 -.-,").

Offenbar ist H, bzw. H, das arithmetische, bzw. das geometrische Mittel der gege-
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benen Zahlen. Diese GroBBen sind nur fiir K =1 und fir & =n symmetrische Funktio-
nen der Verdnderlichen Z,, ..., 4,, und nur in diesen beiden Fillen gilt H (4. .... 2) = /.

Wir beweisen den folgenden

Satz 1. Befriedigen die positiven Zahlen 4., ..., 7, die Bedingungen
(1) L R dbubl, el =1}
dann gilt
(2) iy >H,z2H,>...>H,>4,.

Bewkls. Auf Grund von (1) ist die erste und die letzte Ungleichung der Behaup-
tung trivial.
Die Behauptung wird offenbar bewiesen sein, falls uns der Nachweis von
1

{i‘l es ;'-.‘_1[;-* R L ;'Jl)]-k

1
3 =
(3) ‘I+A

1
[Ag oo dg(Rppy + .. + AP

gelingt.
Unter Beriicksichtigung von

;:'k()"ki'l + v * j»ﬂ.) = i(/‘.,‘ +}"k+l T ses T f‘.,')-.

erhalten wir

1 1

@ bl et A ke Gak et A
__1 - 1
Py oo A Gyin oo+ AT Ay o ey (et oo + )

1
4 4 k+1

Da ferner aus den Bedingungen (1)

A=k—v)(A+...+4,) (r=1, ...6-1)

folgt, haben wir
1 1

TR TREY s RN, [ LI RSO [\ o

und somit
1 1 1

Ay oo dpe g Qa ooe F 4D = (A4 .o+ 2, )T [(k— 1)IJE+FD,
Indem wir dies auf die Ungleichung (4) anwenden erhalten wir

1

1
{;"I ‘”;tkfl(f;_'k + o —:—f-»,_.!]_: = [4"{,’(—- ])!]kik:!).

(5)
A1 oo AQpaq + oo+ A)FF
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Beriicksichtigen wir nun die Ungleichung

" kih+1 Kk +
k;ll‘ Izll.;_:E]] I__.e:.q‘

so ist in Hinblick auf (5) die Ungleichung (3) gewiB3 erfiillt, falls nur

k
(k—l)!'::el-z—l

gilt. Diese Ungleichung ist aber fiir k=3 bereits als strenge Ungleichung giiltig.
Andererseits ist die Ungleichung

1
k+1
& (ke — )Rk = B
[45(k — D! p

fiir & = 1 und fiir &k =2 erfiillt, und zwar gilt fiir k = 1 Gleichheit, fiir kK =2 hingegen
Ungleichheit. Somit kann Gleichheit nur zwischen H, und H, bestehen. Gleich
sind H, und H, 2. B. fiir n=2 und fiir 2, =4,.

Wir berechnen jetzt die Mittel H, fiir den Fall, wo 4, = a =0 ist, und gefordert
wird, daB in den Bedingungen (1) iiberall Gleichheit bestehen soll. Offenbar gilt
dann

A=a, A=2""1g vzl c.iin—1)
und

[ rk—1%
H, _kfzn—t I z(kz‘)_
n

In diesem Fall ist wiederum H, =H,.
[st nun
Ay=a>0, Ai,=a(l+0)y"-'0 (v=1, ...,n-1),
wo 0 eine beliebige festbleibende positive Zahl kleiner als eins ist, dann sind die
Bedingungen (1) nicht erfiillt. Da in diesem Falle

* frr———gs
H, = "}"‘;3 avop-a+ol)

gilt, ist H, = H,, und so sind bereits die Ungleichungen (2) nicht im allgemeinen
erfiillt.

Man sieht leicht ein, daBl im Falle wo die positiven Zahlen 4, ..., 4, die Bedin-
gungen (l} nicht befriedigen, (2) im allgemeinen bereits nicht giltig ist. Es sei ndmlich
4y =...=l,=/: dann sind die Bedingungen (1) offenbar nicht erfiillt. Wiirde nun-

mehr (2] a-.,lten dann folgte aus der Gleichheit H, = H,=4 die Gleichung
) 1
i = % An—k+D* = 4,
bzw.
R g ouis
;(n—& + D=1,
Dies kann aber nur fiir & = | und fiir k& = » sein,

D12
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Es bezeichne 3, die Menge derjenigen quadratischen Matrizes n-ter Ordnung,
fiir welche eine beliebige Kombination k-ter Ordnung ohne Wiederholung der
Lingenquadrate der Zeilenvektoren ein Produkt =1 ergibt.

Wir beweisen den folgenden

Satz 2. Die Eigenwerte der Diagonalmatrix A seien die positiven Zahlen 4, . .... A,,.
und es sei

(6) M= =...=24,>0.
Von den Zahlen 1, ..., n sei k eine beliebige fesigewdhlie. Wir behaupten, daff
. 1 : 3
inf —Sp(X*AX) = H,(4, ... 4,)
xed, "

gilt. und daf dabei Gleichheit bzw. Ungleichheit besteht, je nachdem

(7 -1 =h+...+4,,
bzw.
(®) Aeg <A+ +4,
gilt.

Bei der Formulierung dieses Satzes ergibt sich keine Verallgemeinerung, falls
wir statt der Diagonalmatrix A eine positiv definite Hermitesche Matrix nehmen,
deren Eigenwerte 4,, ..., 4, die entsprechenden Bedingungen befriedigen. Ist nimlich
A eine solche Matrix und gilt A=U*AU, dann ist statt X die Matrix UX in I,
enthalten.

Bewers von Satz 2. Es bezeichne sz das Lingenquadrat des a-ten Zeilenvektors
der Matrix X. Dann gilt

1 1

l n
p—— - ) == — £
Sp (X*AX) Sp (AXX*) = “2‘1 A

Ordnen wir die Zahlen si, ..., s, in dic monoton wachsende Reihenfolge s,. ..., s,
um, d. h. es gelte
&) O<sy=s5,=...=5,,

wobei auf Grund der gemachten Annahmen

(10) 5183...8 =1
ist. Mit Riicksicht auf die Reihenfolgen (6) und (10) ([2], Theorem 368) haben wir
1

-Sp (X*AX) = ;

b

4 l Y -
- o B A8y + oo+ Aoy Sy + oo H (e + oo +4) 8.
Gilt in (10) das Ungleichheitszeichen, so kénnen wir in unserer letzten Formel

eine weitere Abnahme erwirken, falls wir die Minderung (9) entsprechend so vor-
nehmen, daBl in (10) Gleichheit bestehen soll.
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Dementsprechend suchen wir im folgenden die Extremalwerte der Funktion

: At ...+ 2,
(11) FOcgs coes X)) = A Xy 4 ooo + Ao 1 Xy oy +————2
T

Da sich aus dem Gleichungssystem

of L 4

2 A P Sl s SR A
(12) ox, N TR =1 =3
die Bezichung

Xy B At oA,

P = Xj ces gy Xy = A‘ 2
und daraus wiederum
At oo +A4) 1
V1o Vi1 = (Xg o Xy g) = (_L)—l_“l_
1 e Ap—1
folgt, erhalten wir unter Einfiihrung der Bezeichnung
1

0 =[4 . Aoy b+ .. +4)1*

die Gleichheit
I [

(13) R TR 7
und somit
(14) .\‘,=s‘.=§ O o ko)

Indem wir jetzt die v-te Hesse'sche Determinante D, der Funktion (11) an der Stelle
(14) berechnen, erhalten wir

- | 1 )2

D, = ('l—'“—"_i")—(\wl):mo (v=1, ...,k-1).
Darum, und weil das System (12) genau ein L&sungssystem besitzt, ist die Stelle
(14) fir die Funktion (11) eine absolute Minimumstelle.

Bei der Konstruierung der Funktion (11) haben wir nur auf s,...s, = 1 Riicksicht
genommen, nicht aber darauf, daB die Anordnung (9) bestehen soll. Auf Grund
von (6) und (14) ist es klar, daB diese Anordnung in den Fillen v = 1,2, ...,k —1
bereits erfiillt ist. Da gemiB (13)

[

15 gy m Y, —
( ) X 8 Sn )-k+—t-+2-3

gilt, ist die Anordnung (9) dann und nur dann erfiillt, falls (7) erfillt ist. Fir X
wihlen wir jetzt eine Diagonalmatrix, deren Eigenwerte die Quadratwurzeln der
GroBen (14) und (15) sind. Dann gilt

(16) S (X*AX) = Hy(Gy, ... 1),

Damit haben wir die erste Behauptung unseres Satzes bewiesen.
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Ist (8) erfillt, dann gilt £ <, und es ist zwar s,...5, =1, aber s,...5.5.,, < 1,
d. h. fiir diejenige Matrix X. in welcher die Lingenquadrate der aufeinanderfolgen-
den Zeilenvektoren gleich den Zahlen s, ..., s, sind, ist auch jetzt (16) erfiillt, es
ist aber X kein Element von ;.
Es bezeichne T die Menge derjenigen Punkte des k& — 1-dimensionalen Raumes,
fiir welche
O<X =X = 0. =X_gy Xy ooe XpaXE | =1

gilt; dann ist die Gesamtheit der Koordinaten eines beliebigen Punktes von T ein
Element von {,, und umgekehrt. Bilden wir jetzt die AbschlieBung der Menge
T dadurch, daB wir auch die Relation 0 = x, zulassen. Derjenige Punkt P des k — 1-
dimensionalen Raumes, mit Koordinaten (14), welche die Ungleichung (8) befriedi-
gen, ist in Hinblick auf die sich aus (8) ergebenden Relationen

- - . . 2
$1ME) M s M=ty By seelyaff 3 >1

kein Element von 7. So ist der Abstand dieses Punktes von der Menge 7 eine positive
Zahl. Mit anderen Worten: besitzt dieser Punkt P cine Umgebung, welche nicht
zu T gehort. Da nun aber die Funktion (11) an der Stelle (14) ein absolutes Minimum
hat, und da diese Funktion auf der Menge 7 beim unbeschrinkten Wachsen der
Verinderlichen x, selbst unbeschrinkt wichst, kann sich auf 7 der Wertevorrat
der Funktion (11) dem fiir (14) angenommenen absoluten Minimum nicht unbe-
schrankt nidhern. Damit haben wir auch fiir die zweite Behauptung unseres Satzes
den Nachweis erbracht.

In Satz 2. ergibt sich fiir k =1 weder aus (7) noch aus (8) eine Bedingung. Im
Falle k=1 folgt die Ungleichung (7) bereits aus (6). Somit gelten die folgenden
beiden Siitze:

Satz 3. Sind die Eigenwerte /.. ..., +, der Diagonalmatrix A positive Zahlen,
dann gilt

il]f l SP(X':‘\XII = ':; [Al T ons +);.n].

XE Ejii 1 »
Satz 4. Sind die Eigenwerte 4. .... 4, der Diagonalmatrix A positiv, dann gilt

1
inf . Sp(X*AX) = (4; ... 4)"

Xe Em,, i

Setzen wir beziiglich der Matrizes X nur Unimodularitit voraus, so bleibt
Satz 4. immer noch giiltig. Einerseits gilt ndmlich, wenn wir die Gesamtheit der
unimodularen Matrizes der Ordnung n mit M bezeichnen, offenbar MW = I,
Anderseits ist gemidfl Bedingung (6) diejenige Diagonalmatrix, deren Eigenwerte
die aus (14) und aus (15) fiir £ =n erhiltlichen Werte sind, ebenfalls unimodular.
Der sich so ergebende Satz ist der bereits in der Arbeit [1] des Verfassers auftretende.
und in der Einleitung erwidhnte Lemma.

Die k-te derivierte Matrix der Matrix A der Ordnung # ([4], 3. 03) sei mit R(A)
bezeichnet. Es sei 1, die Menge derjenigen Matrizes X der Ordnung n, fiir welche
die Linge der Zeilenvektoren der Matrizes R(X) nicht kleiner als cins ist. Wir
zeigen, daB N, — M, gilt.
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Es bezeichne s, das Langenquadrat des v-ten Zeilenvektors der Matrix X = (ag) €
€EM,. Fir 1=a,<... < =n und

Wt e Wy
A=

Ay1 - Oyy

ist nun Det AA* nach der Determinantenidentitdt von Binet— Cauchy ([3]. 8) das
Lingenquadrat eines Zeilenvektors von R,(X). Nach der Bedingung, welche den
Matrizes der Menge 8{, auferlegt wurde, und nach dem Satz von Hadamard ([2],
Theorem 30) gilt nun

1 =Det AA*=5,,...5,,

und dies ergibt bereits unsere Behauptung.

Nehmen wir jetzt noch darauf Riicksicht, dali X € 8, gilt, falls X eine Diagonal-
matrix ist, deren Eigenwerte die den Bedingungen (6) und (7) geniigenden Zahlen
(14) und (15) sind. Auf Grund des gesagten ergibt sich nun als Korollar zu Satz 2.
der folgende

Satz 5. Ist A eine Diagonalmatrix deren Eigenwerte der Bedingungen (6) genii-
gende Zahlen sind, dann gilr

inf L Sp(X*AX) & Hy(Ay, .., 4)
XE@Z& R

und es besteht Gleichheir bzw. Ungleichheit, je nachdem (7) oder (8) erfiillt ist.

V.

Wir bezeichnen das k-te Newtonsche Mittel (k=1.2.....n) der positiven
Zahlen /,, ..., 4, mit Ci(4,, .... 4,). Also gilt

1
&
(‘k(;\'[‘ ....I;.")-_—' Ck = —i z/‘.i] ”')'jle Iq-;'fl ...-'—’fk*—_‘iﬂ.
n
H
Bekanntlich hat man ([2], Theorem 52)
(17) CiEl=..80;
und Gleichheit gilt dann und nur dann, falls 4, =... =4, ist. Offenbar bedeutet

C, bzw. C, das arithmetische bzw. das geometrische Mittel der gegebenen Zahlen.
Wir beweisen den folgenden

Satz 6. Befriedigen die Zahlen 7., . ..., 4, die Bedingungen (6) und (7), dann gilt
(18) Hi(4y, ...s ) =G4y, ... 4,).

Dabei kann Gleichheit nir in den Fallen k =1 und k =n gelten.
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BewEeis. Es sei A diejenige Diagonalmatrix, deren Eigenwerte die Zahlen
A1y eens A sind. Dann gilt fiir die Wertsysteme (14) und (15) und auf Grund von
(17)
(19) Hlds s e A = ClAiTi s inis i) BOMALEs 5 1370 A

Da nun das Produkt von irgend k der Zahlen s,, ..., s, nicht kleiner als eins ist,
haben wir

(20) St i RN CRL 1l

und dies ergibt, zusammen mit der Ungleichung (19) bereits unsere Behauptung
(18).

Nun gilt in (20) Gleichheit nur im Falle wo das Produkt von irgend k der Zahlen
5y, .oy 8, immer gleich eins ist, und fiir £ <n ist dies mit 5, = ... =5, =1 dquivalent:
anderseits gilt in (19) fiir k > 1 Gleichheit nur dann, wenn 2,5, = ... =4,s, ist. Dement-
sprechend haben wir in (18) im Falle 1 <k <n Gleichheit dann und nur dann falls
A= =i Bt Thees Bedmgung ist aber fiir 1 =k <=n mit der Bedingung (7) nicht
vertraglich. Somit kann in (18) in den Féllen 1 =k —n nur Ungleichheit bestehen.
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