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Uber die Verallgemeinerung
des Kroneckerschen Rangzahlsatzes auf Polynomideale*)

Yon BODO RENSCHUCH (Halle/Saale)

Die praktische Bestimmung des Ranges einer Matrix bzw. eines linearen homo-
genen Gleichungssystems wird durch den folgenden von KRONECKER!) stammenden
Satz abgekiirzt:

Satz la (KRONECKERscher Rangzahlsaiz?)). Ist A eine Matrix vom Format
(s,n+1) und o. B.d. A. s<=n+1, ist ferner U eine r-reihige Unterdeterminante von
W mit U =0, wahrend alle durch Réiindern von U entstehenden (r + 1)-reihigen Unter-
determinanten von N verschwinden, so ist r der Rang von .

Ist U o. B. d. A. eine Unterdeterminante der aus den ersten r Zeilen gebildeten
Teilmatrix von A und fassen wir A als Matrix eines linearen homogenen Gleichungs-
systems

(1) I, =a,0X0+ 8, %1+ -.-+px, =0 =l ohithooas
auf, so konnen wir Satz la auch so formulieren:

Satz 1b. Sind die Linearformen I, ..., 1, des Linearformenmoduls (I, ..., 1,,

Ly, s dy) linear unabhingig, aber 1., ....1,,1,.; fiir jedes i=1,....s—r linear
abhdngig, also 1,.,(l,, ....1,), so gilt
(2} ([1,.... !rfir-klb‘“‘ is} — (!1,---. ;l')'

Bei Linearformenmoduln ist damit gleichbedeutend der

Satz le. Haben die Linearformenmoduln (I, ..., 1), (I, ..., 1, l,+;) fiir jedes
=1,...,5—r den Rang r, so hat (I,,...1,,1.,,,....,1) den Rang r und es ist
wn i &g snin ) TP Jedes 1=1, .., 8 =7

Die emsprec.henden homogenen Glelchungssysteme haben dann eine allgemeine
Losung mit n —r+ 1 Parametern. Definieren wir nun in Ubereinstimmung mit der

*) Vortrag, gehalten auf dem mathematischen Symposium zur 150 Jahrfeier der Berliner
Universitdt am 10. 11. 1960,

') KrRONECKER, L.: Bemerkungen zur Determinantentheorie (Auszug aus Briefen an Herrn
Bartzer). J. 1. d. r. u. a. Math. 72, 152175 (1870) bzw. Werke, 1. Band, 237 269, Leipzig 1895.

) In den meisten Lehrbiichern iiber lineare Algebra bzw. Analytische Geometrie wird dieser
Satz ohne Bezugnahme auf Kro~Necker bewiesen. Die hier gewiihlte Formulierung wurde der vor
kurzem erschienenen deutschen Ausgabe des Buches von REDFI entnommen (Rfper, L.: Algebra I,
Leipzig 1959, § 103, Satz 252, Seite 420).
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Theorie der H-ldeale (=homogene Polynomideale) als Dimension des jeweiligen
Linearformenmoduls die Zahl d = n —r. so konnen wir in Satz lc die Worte ..den
Rang r” durch ..die Dimension d = n—r" ersetzen.

Die von Herrn Prof. REICHARDT im Berliner algebraischen Seminar gestellte
Aufgabe, den KrRONECKERschen Satz auf Polynomideale zu iibertragen, kann nun
vermittels der Fassungen Ib und lc auf zweierlei Weise behandelt werden.

Die Verallgemeinerung von Satz 1b fiithrt zu einer ziemlich trivialen Aussage:

Satz 2. Ist (¢ y. ....q,) die Minimalbasis eines H = Ideals « (vom Rang*) r=1)
und ¢, i €(qy, ..n q) fiir s—1t Formen w,.,, ..., q,, S0 ist

(3) (X Grapsoees Pg) =00

Die Verallgemeinerung (V) von Satz lc wiire hingegen etwas interessanter,
ndmlich:

(V) Sei a=q,,....q,) ein H-ldeal. Aus Dim.?) a =d. Dim. (a, ¢, ;) =d fiir
Jjedes i=1, ....,s—1 folgt

4) DIim(Q; @515 ) =d
und
(5) Yysi €0 fiir jedes i=1, ....s—1.

Im folgenden soll nun gezeigt werden. dalB3 beide Aussagen von (V) im allgemei-
nen nicht richtig sind. Als hinreichend fiir die Giiltigkeit von (4) wird sich u. a.
erweisen, daB a ein Primérideal g ist: fiir (5) wird sich als hinreichend erweisen,

dall a ein Primideal v ist.
Um ein Gegenbeispiel fur die Aussage (V) zu gewinnen. kénnen wir uns auf
den Fall Dim. a =Dim. (¢,, ..., ¢,) =d =0 beschriinken. Das Nullstellengebilde von

;(zl ==l

a besteht dann aus endlich vielen isolierten Punkten P,, ..., P, mit P, (&g . <y - -
Z'). denen bei algebraisch abgeschlossenen Konstantenkorper und 27 =0

veen opm Ja
genau k Primideale p,,....», mit p, = (&&'x1 — &'x0, ... 67X, — E4'x0) entspre-
chen *). Die Voraussetzung Dim.(q, ¢,;;) =0 bedeutet nun. daB fiir jedes
i=1, ..., s —1 wenigstens je einer der Punkte P, das Nullstellengebilde von (0. ¢,. )
darstellt, also P, € NG (q,. ;) gilt. Bei k =2 folgt daraus aber im allgemeinen nichi,
dal3 wenigstens einer der Punkte P,, .... P, allen diesen Nullstellengebilden gemein-
sam ist; vielmehr lassen sich die ¢, ; leicht so bestimmen. dal3 der Durchschnitt
x=1I

N NG(a, ¢,4;) leer, also Dim. (0. ¢4, ... ¢) = —1 ist im Gegensatz zu (4).
f=1

Die vorstehenden Uberlegungen konnen wir auch so formulieren:

Ist Dim.a=d=0und a=q, ... M, v mit den zugehdrigen nulldimensiona-
len Primidealen p,, ..., und Dim.y = —1, so bedeutet Dim. (a, ¢,,;)=0. daB
es fiir jedes i =1, ..., s — 7 unter den nulldimensionalen Primidealen p,, ..., 1, wenig-
stens je eines, D, mit ¢,.;<p,,, gibt. Daraus folgt bei A =2 im allgemeinen aber

) Rang und Dimension sind jetzt im idealtheoretischen Sinne zu verstehen: im Gegensatz
zur linearen Algebra kann die Linge einer Minimalbasis jetzt groBer als der Rang sein. Sind die
v Linearformen, ergibt sich wieder der Rangbegriff der linearen Algebra.

4) Vgl. hierzu etwa GrépNer. W.: Moderne algebraische Geometrie. Wien und Innshruck
1949, /32.8 a. Seite 103.



Uber die Verallgemeinerung des Kroneckerschen Rangzahlsatzes 185

nicht, daB auch wenigstens ein von / unabhingiges v, mitaSp,, ¢, €0,, coos 4, = 1,0
also (Q. ¢ysq, ---s g)E P, existiert.

Die Verallgemeinerung dieser Uberlegungen auf den Fall belicbiger Dimension
d lautet auf Grund des GrOBNERschen®) Satzes von der Dimensionserniedrigung

folgendermalien: . _
Ist Dim.a=d und a=aqa, (... 70, 1r mit den zugehorigen == dimensionalen
Primidealen v, ....p, und Dim. r =d, so bedeutet Dim. (a, ¢,, ;) =d, daB es fir

jedes i=1, ....s — 1 unter den d-dimensionalen Primidealen p,, ..., », wenigstens je
eines, p,;,, mit ¢, ;€0 gibt. Daraus folgt bei £ =2 im allgemeinen aber nicht.
daB auch wenigstens ein von / unabhidngiges 1, mit aSp;, ¢, 50, oo ¢ 50,
also (A, ¢yay, --» gs) =0, existiert.

Hinreichend fir (4) ist also, daB ein von 7/ unabhingiges v, mit aSp,, ¢,., ¢
€D, .... g €, existiert. Um zu zeigen, daBl diese Bedingung auch notwendig ist.
werde hier eine Verallgemeinerung des GROBNERschen Satzes®) bewiesen. die
zugleich einen Uberblick iiber die Gesamtheit der in Frage kommenden Primideale
p, liefert:

Satz 3. Sei a=(¢,...,¢) und Dim.a=Dim.(, ¢4y, ..., ¢,)=d. Sind
Py, .o Oy samtliche d-dimensionalen Primideale von (a, ¢, .y, ..., ¢), so sind sie
auch d-dimensionale Primideale von .

BEWEIS. Wegen (0, ¢yu1, - @)D (A=1, .., ist g ;€ ;, (i=1,...,5—1)
und aSp;. Ist nun a=q;MN...NeNr mit Dim. g, =d (=1, ..., k), Dim, r <d,
so ist also (bei 2=1) q,MN...MNaNr S p, und wegen 0,q;-...-0-t S g9, MNaa2 N ...
N mithin g,0,-....04r & q,. Wegen Dim. v -<=Dim. p, =d ist jedenfalls
v #p,. Wire nun v=q,(r)MN...N04a,(() = py, also 4,(r)-...+q,,(r) = p,, so wiirde
0.B.d. A. p,(r)<p, und daraus®) Dim.r = Dim. p,(r)=Dim.p, =d im Wider-
spruch zu Dim. v = d folgen. Wir haben also q,q,-...-q, = p, und somit o. B. d. A.
Py v, Wegen der Gleichheit der Dimensionen folgt daraus p, =p,. Entsprechend
folgt bei geeigneter Numerierung p, =p,, ..., 0, =9 (/=k), q.ec. d.

Wir haben damit als Lésung unserer Aufgabe dern

Satz 4. Ist a=(¢,, ..., y,) ein d-dimensionales H-Ideal und Dim.(a, ¢, ;) =d
Sfiir jedes i=1,....s—1, so ist fiir die Giiltigkeit von
(4) Dim. (@, @eg1, .- @) =d

notwendig und hinreichend, daff wenigstens ein zu o gehoriges d-dimensionales Prim-
ideal p;, mit SV, ¢ray €V, .o, G ED; existiert.
Hinreichend fiir die Giiltigkeit von

(5) Ferr €0 fiir jedes i=1,...,5—1

ist, daff a =p; =p ein Primideal ist.

%) GRUOBNER. a. a. 0. /33.15, Seite 112.
¢) GROBNER, a. a. 0. /33.72, Seite 111, v. b. Warrpex, B. L.: Algebra 11, 4. Auflage. § 120,
Seite 101, Berlin, Giittingen. Heidelberg 1959,
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Spezialfille

1. (@, 4,41, .- gs) =0a. In diesem Falle ist jedes zu a gehorige d-dimensionale
Primideal ein solches p;, das den obigen Bedingungen geniigt. die mithin von selbst
erfiillt sind.

2. a =q ist ein d-dimensionales Primirideal. Dann sind die zusitzlichen Bedin-
gungen ebenfalls von selbst erfiillt. Denn ist p das zu g gehorige Primérideal, so
ist wegen Dim. (q, ¢,4;) =d fiir jedes i =1, ..., s — ¢ zwangsldufig ¢,., p, ..., g, €p.

Im Falle der linearen Algebra ist o speziell ein Primideal mit einer Basis aus Linear-
formen; die Spezialfille /) und 2) fallen dann zusammen.

3. Dasselbe gilt bereits, wenn a nur ¢ine d-dimensionale gréBite Primdrkompo-
nente, also die Zerlegung a=q(\r mit Dim. q=d, Dim. v =d besitzt.

Wir vermerken noch, daB die fiir die Giiltigkeit von (5) hinreichende (aber
offenbar keineswegs notwendige) Bedingung, daBl a=p ein Primideal ist, gleich-
bedeutend ist mit folgendem

Satz 5. Ist (Gy. o Gos Goeatsoos @) €ine  Minimalbasis des H-ldeals
(Qy Pragsoees §) mit a=(qy, ..., 0) und Dim.(Q, ¢,5y, ..., ;) = Dim. q, so ist a
kein Primideal.

Obwohl Satz 4 ein Beispiel dafiir ist, daB sich gewisse Aussagen der linearen
Algebra — evtl. unter zusdtzlichen Bedingungen — auch auf solche Polynomideale
iibertragen lassen, deren Basis nicht nur aus Lincarformen besteht, kann anderer-
seits nicht iibersehen werden, daB infolge dieser zusitzlichen Bedingungen die
praktische Bedeutung von Satz 4 fiir die effektive Rang- und Dimensionsbestimmung
cines Polynomideals im Gegensatz zur Bedeutung der Sitze la, b, ¢ fiir Matrizen
bzw. Linearformen recht gering ist. Dabei erhebt sich die Frage, ob wenigstens
dasjenige Verfahren der linearen Algebra zur Rangbestimmung, bei welchem der
KRONECKERsche Rangzahlsatz nicht benutzt wird, bei dem also das Verschwinden
aller (r+ 1)-reihigen Unterdeterminanten gezeigt werden mull, ohne Zusatzbedin-
gungen verallgemeinert werden kann.

Zunichst behalten die Sidtze 3 und 4 (und auch 5, was aber hier weiter nicht

interessiert) ihre Giiltigkeit, wenn an Stelle von a alle (":] Ideale (¢4,, ..., o&)
den Bedingungen fiir a geniigen. Wir haben also

Satz 3*. Es sei fiir jede Kombination k, ....k, der s Zahlen 1, ...,s zur t-ten
Klasse Dim. (qy,, ..., ¢,) =Dim. (¢y, ..., ¢) =d. Sind py, ..., p, samtliche d-dimen-
sionalen Primideale von (¢, ..., ¢,), so sind sie auch d-dimensionale Primideale von
Jedem Ideal (qy,, .... ¢y,

Entsprechend gilt

Satz 4*. Sind die fiir jede Kombination k,, ..., k, der s Zahlen 1, ..., s entstehen-
den Ideale (y,, ... 7., d-dimensionale H-Ideale und gilt Dim. (qy, , .... ¢, 9y, )=d
fiir jedes k... <(1, ..., 8) mit k,,;#k, fiir jedes t=1. ..., 1. so ist fiir die Giiltigkeit
von

(4) Dim.(qy, ..., ¢)=d

notwendig und hinreichend, daff wenigstens ein zu jedem Ideal (g, , ..., y.,) gehiriges
Primideal v, mit (¢, ,.... 7. YEV;, ¢4, €V, existiert,
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Hinreichend fiir die Giiltigkeit von

(5 Pree E(Puy s oos 1) fiir jedes k.. ;€(1, ...,5) mit
k,.i#k, fiir jedes t=1, ...,1
bei fester Kombination k,, ..., k,
ist, daf (g, ---» Px,) €in Primideal ist.

Wir wollen nun an zwei einfachen Gegenbeispielen zeigen, daB die zur Giiltig-
keit von (4) notwendige und hinreichende Zusatzbedingung (Existenz des Primideals
p,) auch unter den stirkeren Voraussetzungen von Satz 4* im allgemeinen nicht von
selbst erfiillt ist.

I. Beispiel: Es sein=1,d =0, s =3 und

@: = (Soxs —§1X0)(§ox1 —E§2X0), 92 = (ox1—E1X0) (§ox1 —&3X0). @3 = (ox1 —E£2X0) (Eox1 —&3Xx0)
mit §o = 0, &1 = &2, &1 # &1, &2 # &3, Dann st

(91, @2, 03) = (§3xT —&o (&1 +&2)xox 1 + &1 203,
E3xi—Lo(Er+&3)xox s +&183x3,
§oxi—§o(E2+ &) xox 1 +§28ax3).

Unter Beachtung der Voraussetzungen fir die & folgt hieraus durch Subtraktion bzw. durch
Abspaltung positiver Koeffizienten

i o1t - QiGa Gt o s
(@1, @2, ¢3) = |xi - XoX + = X5, XoX1— — Xa, X3

= (x1, XoX1, X3) = (X0, X1)2,
Bs st also Dim.(g., 2. #3) = — 1, aber
Dil'“, ‘.¢I‘ Pi) = 0 wegen (. w:) = f{nx: —fl.l‘o)'(go.l'l —€:~"o, éu.\'l —'651'0'

= (Eox1 —&1Xx0) (X0, X1) = (Eox1 —E&1x0) N (X0, X7)

Dim.(@:, p3) = 0 wegen (@:, 93) = (ox1 —&2x0)(ox1 —E1Xa, Eox1 —&3X0)

= (Eox1 —&2x0) (X0, X1) = (Eax1—E&2x0) N (X0, x}) und auch

Dim. (@2, p3) = 0 wegen (¢, #3) = (§ox1 —§ax0) (§ox1 —§1X0, Sox1 —&2x0)
= (Eox1—Eaxo) (X0, X1) = (Fox1—Erx0) N (0. X3).

Die Betrachtung der jeweiligen Nullstellengebilde fiihrt zu der einfachen geometrischen
Tatsache, daB drei Punktepaare auf einer Geraden, die zu je zweien einen Punkt gemeinsam
haben, insgesamt keinen gemeinsamen Punkt zu haben brauchen.

2. Beispiel: Es sei n =2, d =0, s =4, t = 2. Auch dann kann aus

Dim. (@1, ¢2) = Dim. (¢, @3) = Dim. (@1, 94) = Dim. (g2, ¢3) = Dim. (92, P4} -
= Dim. (gs. pa) = 0
und
Dim. (@1, 92, ¢;) = Dim. (¢, . ) = Dim. (@1, @3. 94) = Dim. (9, @5, 93) = 0

im allgemeinen nichr auf Dim.(@:. v:. @5, p4) = 0 geschlossen werden.
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Wiihlen wir
@1 = x5+ x348xox —9x3
@2 = x14+x3—8xox; —9x2
T "
@3 = X1+-x3— 3 Xox2—4lxg
@4 = X3—3xg
und
P = (X4, X2+ 3x0)
Pa = (x1, X2— 3x0)
Ps = (x0, X1 +ix2)
e = (X0, X1 —ix2)
Ps = (x; +8x0, X2—3xp)
Pe = (x1 —8x0, x2 —3x0),
so folgt
(@1, 92) = (X3+x3—9x3, xoX1) = DiNP2NPsNPa
mit

P1NP2 = (x4, X3-9x3). P30 pe = (X0, X1 +¥3)

und NG(g1, 92) = {(1,0, =3), (1,0.3). (0, 1), (0. 1, —i)}. also
Dim. (¢4, 92) = 0;

(@1, 92) = (xz’ + 8xox: _:.'.\'i —9.\‘3. Xo(12xo+3x: + 4.&‘:)) =PpiNPpsnNpanps

PanNps = (x1x2—3xox1, 12x0-+ 3x1+4x2)
= (x1=8xax1, 12x0+ 3x1-+4x2)
= (x2 +Bxoxy+x3—9x3, 12xo + 3x, +4x3),

Pa i pe = (Xo, X1 +x3) = (x} +8xox: +x3—9x3, x0)

und NG(g,, p1) = {(1, —8,3), (1,0, =3, (0,1,0), (0, 1, —i)}, also
: Dim. (@1, ¢3) = 0:
(91, pa) = (-\’l(-\'l +8x0). X2 -3Xu) = P20 Ps

und NG(¢,. ps) = {1, —8,3), (1,0, 3)}. also
Dim. (¢:, ¢s) = 0
(@2, @3) = (x]+8xox1 +x —9x3, ¥o(12x0—3x: +4x2)) = PPN PaN Pa

mit
PiNPe = (x1—8xox +x3—9x3, 12vo—3x, +4x3),
Ps N Pa = (x1—8xoxy = x3—9x3, X0)

und .\JG(¢2! lp-} - {‘I-O- _3,! (Ip 8! 3}- {05 I! "}9 {Ov I- i’,s alm

Dim‘ ‘@2, Pi) = 0:
(92, 91) = (x1(x1—8x0), x2—3x0) = Pafips
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und NG(ea. 0a) = {(1, 8, 3), (1,0, 3)}, also
Dim. (@:, ps) = 0;
(@3, 04) = (X3 —64x2, x2—=3x0) = /s P
und NG (s, ps) = {(1, —8.3), (1,8, 3)}. also

Dim. (¢, pa) = 0.
Weiterhin wird

(@1, 92, 93) = (X34 23— 923, XoX1, Xo(X243X0)) = Pl P30 Pa
und NG(@i, @2, @3) = {(1.0, =3), (0. 1,/), (0,1, —i)}, also
Dim. (¢, 2. p3) = 0:
(@1, 02, 04) = (X3 + 8xox1, X — 8xuX1, X2 = 3x0) = (X3, XoX'1, X2—3xs) = P2N(xo, X2, X3)
und NG(gi. @2, pa) = (1.0, 3)}, also
Dim. (¢, 2. ps) = 0O
(21, @3, 94) = (Xo(x1 +8x0), X1 (x1+8x0), X2—3x0) = Ps(i(xo, X2, ¥})

wegen X: (x;+8xs) = 3xo(x: +8xp)+(x) + 8xp)(x2— 3xn),

NG (@i, pa, 04) = {(1, —8, 3)}, also
Dim. (9., p3, 94) = 0:
(92, @1, 0a) = (xo(x1 —8x0), X1 (X1 —8xp), X2—3x0) = s 1 (X0, X2, x})
wegen Xa2(x: —8x9) = 3x0(x1 — 8x0)+(x, — 8x0) (x2 — 3x0),
NG(p2, 031, ps) = {1, 8, 3)}, also
Dim. (@2, s, @4) = 0.

Wir haben also Dim. (¢:, ¢,) = Dim. (i, p,, @) = 0 fur alle Kombinationen zur zweite
und zur dritten Klasse.
Dagegen wird

(91, @2, 03, pa) = ({91, 02), (@3, 94))
= (x}+x3-9x3, xox:, Xi —64x3, x2—3x0)

= (%3, XoX1, X1, X2—3x0):

wegen
XoXa = Xo(x2—23x0)+3x3,
Xi1xX2 = x1{x2—3x0)+ 3xo0x4,
X3 = (x2+ 3x0) (x2— 3x0) -+ 9x7
st

(X0, X1, X2)® < (@1, P2, P35, Pa) © (X0, X1, X2),
also ist (¢, @2, @3, p4) ein T=Ideal, mithin
Dim. (¢:, @2, ¢3. 94) =—1, g.e.d.
Wie angekiindigt zeigen also diese Beispiele, dall die zusitzliche Voraus-

setzung in Satz 4* nicht generell fortgelassen werden kann. Dies hat Konsequen-
zen bei der Aufstellung eines Resultantensystems.
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Seien Fy(Xgy -.-5s Xp)y oo F5(Xgs -2y X,) Mit § = n+ 1 volistdndige Formen mit
unbestimmten Koeffizienten. Damit bei einer Spezialisierung der Koeffizienten das
Ideal a=(F,. ..., F,) die Dimension 0 hat, ist das Verschwiden ecines Resultan-
tensystems notwendig und hinreichend. Die hier behandelten Beispiele zeigen, daB

die (nil] Resultanten der lnil] Ideale (F,. Fy,, .... F;,.,) noch kein Resul-

tantensystem bilden. Dennoch ist es moglich, daB die so bestimmten Resultan-
ten fiir die Vereinfachung eines auf andere Weise’) bestimmten Resultanten-
systems von F,; =0, ..., F,=0 von Bedeutung sind, wenn das vorhandene Resul-
tantensystem noch keine Basis des Resultantenideals®) liefert.

( Eingegangen am 10. Dezember 1963.)

7) vgl. dazu etwa ORsINGER, H.: Resultantensysteme und algebraische Relationen. Math.
Nachr, 12 (1954), 209—248. v. 0. WAERDEN, B, L.: Algebra I1, 4. Auflage. § 121, Seite 104, Berlin—
Gittingen— Heidelberg 1959, v. p. WAERDEN, B. L.: Zur Konstruktion des Resultantensystems fiir
homogene Gleichungen, Arch. Marh. 5. 371 —375 (1954).

5) GrOBNER, W.,a. a. 0. /25.3, 125.8 Seite 55, 58, v. D. WAERDEN, B. L.: Algebra 11, 3. Auflage,
§ 87, Seite 11, Berlin—Gdttingen— Heidelberg, 1955,



