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Uber Differentialkomitanten erster Ordnung
der homogenen linearen geometrischen Objekte
in bezug auf ein kontravariantes Vektorfeld

Von I. MAKALI (Debrecen)

Herrn Professor A. Rapcsak zum 50. Geburtstag gewidmet

Einleitung

Die Definition der Differentialkomitanten erster Ordnung eines homogenen
linearen geometrischen Objektenfeldes (im folgenden oft kurz Objekt genannt)
in bezug auf ein gegebenes festes kontravariantes Vektorfeld kann in folgender
Weise angegeben werden.

Betrachten wir ein kontravariantes Vektorfeld {¢*} zusammen mit dem System
seiner Ableitung erster Ordnung
a*
o¢t
im Gebiete G des Raumes X,,. Es sei noch ein, in G erklidrtes homogenes lineares
geometrisches Objekt

o
ot —

Q={Q,) (A=1,..,N)

gegeben. Folglich transformieren sich die Komponenten des Funktionensystems
Q im Falle einer zuldssigen Koordinatentransformation

(M 0 ()
(& =y/(&1, ..., &) ist das inverse Funktionensystem von (1)) des Raumes X, nach

den Transformationsformeln
o ; i

@) Q4= Fi(4)Qs. [A}f‘—“ 2 1,
o0&l
wo die Gestalt des Funktionensystems F¥ gegeniiber Koordinatentransformationen
(1) von X, invariant ist. _

Wir werden die Differenzierbarkeit der Funktionen F4(4;) nach allen ihren
Veriinderlichen A; voraussetzen.

Es ist notig die folgenden Definitionen zu geben:

Definition 1. Wenn wir ein System der Funktionen ¢'(&', ..., &") von (1) und
auch das Koordinatensystem K angeben, auf das wir die durch das System ¢' erklirte
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Koordinatentransformation (1) anwenden, so wird die Gesamtheit der Systeme g’
und K K-Transformation (1) genannt.

Es soll bemerkt werden, daBB man kein ..Produkt von K-Transformationen”
bei fixem Bezugsystem K bilden kann.
Es sei ein differentialgeometrisches Objekt

QI = {Q, (1), ..., Qy (1)}
in den Punkten IT von G ( = X,) erklirt. Seine Transformationsformel hat die Gestalt
(2) Q(D=e¢,[0.dD), ..., 2xMN; T, (A=1, ...,N)

wo T die endliche Anzahl der Parameter der Koordinatentransformation (1) be-
zeichnet.
Betrachten wir den N-dimensionalen arithmetischen Raum A, von N-Tupeln
(1, -... qy) der (reellen) Zahlen. Der Definitionsbereich des Funktionensystems @,
in bezug auf seine N Verdnderlichen bildet eine Untermenge M,, dieses Raumes
Ay.
Wir werden eine Einteilung
NID = U M,,
der Menge M, von A, folgendermafien angeben:
Die N-Tupeln
(UTEIRTRN/ 1N N U T 1% (M)
(1 (ny (2) (2)
gehdren dann und nur dann zu derselben Untermenge M, von M, wenn ein
T

System T,, von Parametern T der zuldssigen Koordinatentransformationen (1)
von der Gestalt

Ma=Panys ooy Tyy) (4=1,...,N)

) in (1)
existiert.

Es ist klar, daB die Untermengen Mo, ... Mg, ... zueinander paarweise fremd
x
sind.
Definition 2. Die so erkldrten Untermengen I\l‘lﬂ, ... My,, ... des Definitons-
k]

hereiches My, des Systems @, nach seinen ersten N Verdinderlichen werden wir Transi-
tivitdtsbereiche des mit der Transformationsformel (2°) versehenen Objektes €& nennen.

Definition 3. Die Differentialkomitante erster Ordnung eines homogenen
linearen geometrischen Objektes Q in bezug auf das kontravariante Vektorfeld {v*)
soll ein solches Funktionensystem

0=1{0,) (B=1,...,N)

sein, das die folgenden Voraussetzungen erfiillt:

1" 0 und Q sind Objekte mit gleichen Transformationsformeln,
2" 0 ist eine Differentialkomitante erster Ordnung in bezug auf Q.
3" O ist eine Differentialkomitante erster Ordnung in bezug auf {v*).
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Aus den Voraussetzungen der Definition 3. ergibt sich die Gestalt von 0,:

(3) GB:fB(QA; (‘}Q‘; L‘": (-‘I-Uk), [6;94156:—._‘;?],
wo die Funktionen f; nach 1° das Funktionalgleichungssystem
) Fi(ADfc(@p; 0,03 v'; 00") = fa(Q: 0,03 05 00"

erfiillen sollen.
Zum Beispiel wurde die Differentialkomitante @ des kontravarianten Vektor-

feldes
Q=1{u'; ...; %)

beziiglich des kontravarianten Vektorfeldes {¢*} in [2] unter Voraussetzung der
Differenzierbarkeit der Funktionen f; bestimmt. Das Ergebnis

O = c ik + ¢ v* + 3 (0, u* + w'd v¥) k=1, ...,n)

{(¢y, ., ¢y sind beliebige Konstanten oder gewisse skalare Differentialkomitanten
erster Ordnung der Vektorfelder {#*}, {#*}) enthilt auch den Ausdruck der Lieschen
Ableitung

Lt = v°d % — u'o v*
des Vektorfeldes {u*} in bezug auf das Vektorfeld {v*}.

In dieser Arbeit seizen wir hochstens die Stetigkeit in gewissen (jeweils anzu-
gebenden) Argumenten der Funktionen f, voraus, und wir bestimmen mit Hilfe
dieser Voraussetzung im Falle, wo £2 ein Skalarfeld (§ 3), ein Vektorfeld (§ 4), bzw.
ein gewohnliches (§ 5), oder Weylsches (§ 6) Dichtenfeld ist, die Lésungen des ent-
sprechenden Funktionalgleichungssystems (4), wihrend wir im Falle n=N=1
(in dem Paragraph 2.) die vollstindige Losung des Problems angeben werden. Wie wir
schen werden, enthalten unsere Ergebnisse in jedem Fall die Liesche Ableitung
€, des Objektes 2 in bezug auf das Feld {v*} als partikuliire Lésung der ent-
sprechenden Gleichung (4) (§ 7).

Der Gedankengang unseres Vehrfahrens wird im allgemeinen der folgende
sein:

Wir betrachten zuerst nur solche Teilmenge G, von G, in denen die Ungleichung

(5) {v*} ={0}

giiltig ist. Dann kann man in jedem Punkt dieser Teilmenge ein solches Koordinaten-
system K, wihlen, in welchem die Relationen

(6) ¢ #0 (k=1,...,n)

gelten. Aus einem solchen Koordinatensystem ausgehend, werden wir die Gestalt
der Funktionen f, durch zweckmifBig gewihlte Folgen von K,-Transformationen
bestimmen.

Wir verstchen darunter folgendes:

Es sei ¢(&!, ..., &") ein solches System von Funktionen, bei welches sich die
Gestalt von f; mit Hilfe der K,-Transformation

T Ko, {E=gi(&, ..., &) (Ko % K,)

D13
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wegen (4) gewissermalen ,,vereinfacht™. Die Gestalt von f, ist (infolge unserer
Voraussetzungen 2°, 3°) gegniiber der Koordinatentransformation T, invariant
(vgl. [2], S. 12.), also ist die so erhaltene Gestalt von f; auch in dem urspriinglichen
Koordinatensystem K, giiltig. Eine weitere ..Vereinfachung™ kdnnen wir mit Hilfe
einer anderen K,-Transformation

Ty: Ko. {Ei:"fi(é'-

verwirklichen, usw.
Einerseits wird es der Zweck dieser ., Vereinfachungen™ sein, gewisse Aus-
driicke

o
=
—

‘I)l'.'l’ bl | Hfm
der Verinderlichen Q,, 9,2, v* und ¢;v* zu bilden, die algebraische oder Differen-
tialkomitanten der Objekte Q, {v*} sind, anderseits wollen wir die Tatsache beweisen,
daB das Objekt @ nur von den Objekten 9’ ..., 0 abhingen kann. Das Wesen

dieses Verfahrens wird also immer in einer Zuriickfiihrung des Problems auf das

Problem der Bestimmung der algebraischen Komitante @ der Objekte 9 ¥

liegen. "
Es 1dBt sich aber annehmen, daf3 die durch

(7) 1w =1{0;

charakterisierte Untermenge G, von G nicht leer ist. Wir werden deswegen auch
die Fille untersuchen, in denen die Gleichheit (7) besteht.

Es kann vorkommen, daB8 die Ungleichungen d;*#0 (j, k=1, ..., n) neben
der Relation (7) giiltig sind. In diesen Fillen mul3 aber G, niedrigere Dimension
als n haben, folglich werden auch die Resultate, die wir mit den Voraussetzungen
{v*} =10}, {9,*} # {0} errcichen werden, nur iiber solcher Teilmengen von G giiltig
sein, die niedrigere Dimension als n haben. Desgleichen konnen solche Ergebmsse
nur iiber eine Teilmenge von G mit niedrigerer Dimension als »n giiltig sein, die wir
mit den Voraussetzungen Q ={0}, {¢;Q,} # {0} erhalten werden.

Wir bemerken, dal3 die mit der Relation = {0}, bzw. {v'} = {0} ausgezeichnete
Teilmenge von G (wegen der homogenen Linecaritit der Objekte €2, {v'}) unabhiingig
von der Wahl des Bezugsystems des Raumes X, ist.

§ 1. Uber Vektor- und Skalarkomitanten der Vektorfelder

1. Wir betrachten ein System von kontravarianten Vektoren
(1.1) u =1, ;... i)
mit den Koordinaten
T R

a

das in einem Punkte d2s n-dimensionalen Raumes X, gegeben ist. Es seien p von
ihnen linear unabhingig. Die eindeutig bestimmte Zahl p erfiillt die Ungleichungen

O=p=n p=m.
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Setzen wir voraus, dall eben die erste p Vektoren u, .0 des Systems (1. 1)

linear unabhiingig sind.
Ist p =m, so gibt es Skalare

(1.2) i, [c=l’ 5 ]

s=p+l...m
welche die Beziehungen

erfiillen.

Satz 1° (s. [5]). Ist 1=p-<=m, so hat jede kontravariante Vektorkomitante
i i - - fm j —
Fs s W) (=1, )

der Vektoren (1. 1) folgende Gestalt:

fe=1. o B
1@ s ) = ulgP (5°), be=1, ..,p
s=p+1, ..., M

wo (p*(,}‘) beliebige Funktionen der Skalaren (1.2) bedeuten.

Satz 2° (s. [5]). Ist p=m, so hat jede kontravariante Vektorkomitante der
Vektoren (1. 1) die Gestalt

i p _ i=1, ...,n
fHuls o wm) = et Gl Lol 8
wo ¢* beliebige Konstanten bedeuten.

Satz 3° (s. [5]). Sind alle Vektoren (1. 1) gleich Null, so miissen die Komponenten
der Vektorkomitante auch gleich Null sein:

O a0, (i=1,...n)
Wir werden nur die folgende schwichere Gestalt dieser Sitze bendtigen:

Satz 1. Ist w! eine kontravariante Vektorkomitante der Vektoren (1. 1), so ist

- T3 S,
wi=
a

a=1, ....m

giiltig, wo die Y* (a=1, ..., m) Konstanten oder Funktionen der Skalaren (1.2)
bedeuten.

In édhnlicher Weise kann man auch den folgenden Satz erhalten (vgl. [6]):
Satz II. Wenn w,; eine kovariante Vektorkomitante der kovarianten Vektoren
(1.3) v={0;}  (b=1,...,m)

ist, dann hat w, die Gestalt
b = ], T | |
“J’I = Z[}i
b

b=1,..,m
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(x (b=1....,m’) sind beliebige Konstanten oder beliebige Funktionen der Skalaren
]
t d= ]_1 Ehly p’
(1-4) Ha (t=P’+l,...,m,]
wo die Skalaren (1.4) die Abhdngigkeit der Vektoren (1.3) ausdriicken.)

Uber skalare Komitanten der Vektoren (1. 1) und (1.3) hat Herr M. Ku-
CHARZEWSKI in seiner Arbeit [7] den folgenden Satz festgestellt:

Satz Ill. Jede skalare Komitante der Vektorsysteme (1. 1), (1.3) kann in der
Form

& [} T,
T(A%; q: Uil
(“ ;r.f 'b)

dargestellt werden, wo t eine beliebige Funktion der Skalaren (1.2), (1.4) und der
Skalarprodukte 5, ::" bedeutet.

2. Es sei ein Tensorfeld {T,"} von Valenz (1. 1) in einem Punkt des n-dimensiona-
len Raumes X, gegeben. Es ist bekannt (vgl. [4], S. 138—139.), daB die Matrix

T=(T7)
sich durch eine entsprechend gewiihlte regulire Matrix A auf ihre erste Normalform

I={T;,Ts, ... T} (t=n)

transformieren 1403t :

(1.5) T = ATA

(A ist die Inverse von A). Hier ist (’g‘) die verallgemeinerte Diagonalmatrix n-ter

Ordnund, die Matrizen
y (m=1.....1)
haben die Gestalt

0 0 0 — ¢
Ua=1 1)
1 0 0 0 — @
Uam1+2)
T.=10 1 0 0 T B
| B | I | S S RS
(Jm)

(Jo=0=jy1=... =ji-1=ji=n)
wo die grofBen

(1.6)

die Koeffizienten der Invariententeiler der Matrix T sind.

“y e

ROy S T e L o S
ay Un' G+ P Ue=1)’ (e-r+1) (o)
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Zusammen mit den Zahlen
T = gz ¢ (m=1, .., 1i+:.F1.=n)

(die zusammen mit der Reihenfolge der Koeffizienten (1. 6) die erste Normalform
;l::) der Matrix T vollstindig bestimmen) stellen diese simtliche unabhdingige skalare

Komitanten des Tensors {'T,-"} dar (vgl. [3], [4]).
Natiirlicht kann man immer erreichen, daBl die Transformationsmatrix A

neben (1. 5) auch die zusitzliche Bedingung
(1.7) A=det(A))=1
befriedigt.

§ 2. Differentialkomitanten im eindimensionalen Raum X,

Wir werden uns in diesem Paragraph mit der Bestimmung simtlicher Differen-
tialkomitanten 0 solcher homogener linearer Objekte © (in bezug auf ein kontra-
variantes Vektorfeld {t*}) im eindimensionalen Raum X, beschiftigen, die eine
einzige Komponente besitzen.

Es seien die Komponenten von £2, von {¢*], bzw. von 0 mit

Q, v, bzw. 0

bezeichnet, und wir schreiben die Relationen (1), (2), (3), (4) in der Form
(2.1) (=9  E=y(©i
(2.2) Q=F®)Q. (220)
23 6 =f(£. dQ. v, dv),
(2.4) F)f(RQ. dQ. v, dv)=£(Q, dQ, v, dv),
WO :

1i—%: dgﬂl%% dvi:%: daﬁ“';—?’. di.éﬂ-‘.“:;?
. Wegen (2. 4) soll die Funktion F(x) (x #0) die Cauchysche Funktionalgleichung
2.9 F(uv) = F(u) F(v) (uv #0)

befriedigen (vgl. [2]). Wegen der vorausgesetzten Differenzierbarkeit von F(x) kann
man F(z) durch

(2. 6) F(2) =¢|x¢

(e=1, oder e=sgn z: ¢ ist eine belicbige Konstante) darstellen (vgl. [1]), folglich
geht (2. 2) in die Relation

(2.7 Q = rlalc-Q
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iiber und wir bekommen fiir

=20

¢
den Ausdruck
@.8) dQ = 62l (xdQ+ ca-14Q). (ﬂ-‘i ‘;Z’f

Andererseits folgt aus :

2.9 v=a"tv
die Gleichheit
(2.10) dv = dv—o~2fv.

Setzen wir (2. 6),(2.7), (2. 8),(2.9), (2. 10) in (2.4) ein, so erhalten wir fiir
f(Q, dQ, v, dv) die Funktionalgleichung

@.11)  efa|f(Q, d, v, dv) = fle|a|Q, e|o|*(2dQ + ca~ ' fQ), 2~ ‘v, dv— o~ 2fu].

Das Schema des Gedankenganges der Aufidsung von (2. 11) kdnnen wir in
folgender Form angeben:

(Z11)
e ot \
v;éﬂ V:U
(der fall §.) P ‘““*\
_.J-—-""#f.; .\'-\
Q #0 (=0
B ol =T
0 1} s=b )
C?,é B |
{ W F R i O / |
[ &0 J[d0=0] |
nA.2.a) (LA2.b) -~
A2 (NAZB) \ _
d+#0 ds2 =0
‘/.--' -—"x\\ P “-q..\\.x
E#1 E=1 2+(€-1#0] | c=0,€=1

(B Lal = (n.B2.4a.) (i.B.2.b.)
ckE-1 c=~1
(.B.1.b,) (ILB.1. b,)

Figur |
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Die Figur 1. zeigt, daB3 wir bei der Auflosung der Gleichung (2. 11) neun Unter-
fille (I.; 1. A. 1.; ...: II. B. 2. b.) unterscheiden werden. Die Klassifikation eines

jeden Unterfalles kann man von dem ,,Weg,” der von|(2. ll)izu dem betreffenden
Unterfall ,.fithrt™, ablesen. Z. B. sind die Voraussetzungen des Unterfalls I1. B. 1. b,.
die folgenden:

2.12) v=0, Q=0, dQ#0, e=1, ¢=-—1

(d. h. es ist ¢ = —1 und auBerden gelten im betrachteten Punkte IN() von X, fiir
v, 2.dQ, ¢ eben die Relationen (2. 12)).

Die Auflosung der Funktionalgleichung (2. 11)

Es sei K ein beliebig gewihltes Koordinatensystem von X, .

Der Fall 1.
Wir wenden die K-Transformation')

T, a=v, f=vdv

an, so bekommen wir die Losung in der Form

(2.13) 0 = e|vl~x[e, |v|Q, &, |vI°(dQ + cQdv))].

(x, 1)L f(x, y. 1,0)].

l =1, wenn g=1 gilt,
"|=sgnv, wenn e=sgna gilt;

Aus den Transformationsformeln (2.7). (2. 8). (2.9), (2. 10) folgt, daB die
GroBen
g,0€Q und g, |v/(vdQ + cQdv)

Skalaren sind, wihrend die GriBe
ﬁl |[‘| =k
die Transformationsformel

glvi~¢ = ela|®- (&, |v]|~°)

hat. Daraus folgt es umgekehrt bei beliebiger Funktion »(x, y), dal} 0 dieselbe Trans-
formationsformel wie Q hat, folglich stellt (2. 13) die allgemeinste Losung von
(2. 11) dar.

Der Fall 11, A. 1.
Die Gleichung (2. 11) besitzt jetzt die Gestalt

(2. 14) glul0 = fle|2Q, elx|(2dQ + c2~ ' ), 0, dv],
1) Das Zeichen T, ; wird sich auf eine solche Transformation beziehen, bei welcher
Af =8

ist. withrend das bei dem Zeichen T, (7= 1) nicht der Fall sein wird.
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wo dv — wegen (2. 10) — sich wie eine skalare GroBe verhdlt, wo v =0 ist. Wir
verwenden die K-Transformation

1 %

T, 1= Q| <, f=—(c'|Q <dQ

=1, wenn =1,
2] = sgnQ, wenn &=sgnu

(was wegen ¢ #0, Q=0 erlaubt ist), um damit die Losung auf die Form
00 =g,|Q|A(e, sgn Q, dv)
(£(x, ») 2L f(x. 0,0, ) zu bringen. (Die Funktion /(x, y) kann man wieder beliebig
wiihlen.)
Der Fall II. A. 2. a.
Wegen ¢ =0 haben wir statt (2. 14) dic Gleichung
(2. 15) el =f(eQ, exdQ, 0, dv).
Nach Anwendung der K-Transformationen
T4 12631(19‘_‘.
und nachher
Ta 2 =dQ

folgt das Ergebnis
0 =g (6,9, &5, dv).

[a(x, y, 2) d—"_f(x, »,0,2): &5 =1 (wenn & =1 ist). oder sgn dQ (wenn &=sgn z ist).]
Der Fall I1. A. 2. b.
Die Gleichung (2. 15) hat jetzt die Form
ell =f(eQ, 0,0, dv).
die mit Hilfe der K-Transformation
Ts A =g,

die Losung
0 =g,v(e,Q. dr)

(v(x, ) <~ f(x, 0. 0, y) beliebig) licfert.

Der Fall 1I. B. 1. a.
Die Gleichung (2. 11) geht in diesem Fall in die Gleichung

(2. 16) & o0 =110, ex |a|<dQ, 0. dv]
tiber, woraus wir mit Hilfe der K-Transformation
Te o =—1 (e =-1
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die Relation
—0 = (0, dQ, 0, dv)

gewinnen, withrend aus (2. 3) 0=/ folgt. Dies fiihrt zu

0=0.
Der Fall II. B. 1. b, .
Statt (2. 16) haben wir jetzt
210 = f0, x|z|<dQ, 0, dv).

Die Anwendung der K-Transformation

Ty a:sgndg.idm'ﬂlf
liefert die Losung in der Form
0= |d{2;;7‘_'_9{dv)
(0(x) 2 £(0, 1,0, x) ist belicbig wiihlbar)
Der Fall 1. B. 1. b, .

Jetzt haben wir die Funktionalgleichung
2. 17 | =10 =/£(0, sgn a-dQ, 0, dv).

Die Anwendung der K-Transformation
Ty % =sgn dQ

zeigt, dal3 0 nur von den Skalaren |dQ| und dv abhidngen kann, also besitzt (2. 17)
die Gestalt
%/ ='0 =/£(0, |dQ\, 0, dv) =0,

woraus
0=0
folgt.

Der Fall 11. B. 2. a.
Die Komitante 0 hingt nur von dem Skalar dv ab

U '—’(0. 01 Os dl‘)\
wo [ die Funktionagleichung

(2. 18) &20<0 = £(0, 0, 0, dv)
erfiillt, also befriedigt 0 die Gleichung
elal<0=0.

Im vorliegenden Fall

A+e—-1)? =0
konnen wir mit Hilfe einer der K-Transformationen
T, x =-—=1,
T;o x=2
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erreichen, daBl der Faktor e/x|° verschieden von Eins ist, und somit # wieder ver-

schwinden muB:
6=0.

Der Fall 11. B. 2. b.
Die Relation (2. 18) geht in die Gleichung
0 = t(dv)

((x) &£ S(0,0,0, x)) uber, die zugleich bei beliebiger Funktion t(x) im Falle Il
B. 2. b. sdmtliche Ldsungen der ,,Funktionalgleichung™ (2. 18) angibt.
Wir erhielten also den folgenden

Satz 1. Ist L ein im einem Gebiet G des eindimensionalen Raumes X, erklirtes
homogenes lineares geometrisches Objekt mit einer einzigen Komponente Q

2.7 Q=c¢laf- Q,
ar dy

o=——58.(2. 1): e=1, oder sgn u: ¢ ist eine Konstante|, so muf eine der folgenden

=g

Darstellungen fiir die Differentialkomitante 0 von Q in bezug auf das kontravariante
Vektorfeld v gelten (vgl. Figur 1.):

gy |v|~x[gg 0|2, ¢ [0](v dQ + ¢Q dv)] (im Falle 1.),

£, || A(e, sgn Q, dv) (im Falle 11. A. 1.).

&, 1(e,Q, g5, dv) (im Falle 11. A. 2. a.).

g3 v(g,Q, dv) (im Falle 11. A. 2. b.).
=10 (im Falle 11. B. 1. a.).

dQ<+ 1 p(dv) (im Falle 11. B. 1. b,.).

0 (in: Falle 11. B, 1. b,.).

0 (im Falle 11. B. 2, a.).

T(dv) (im Falle 11. B.2. b.),

wo die Grossen &,,&,, &3 durch
=1, wenn ¢=1 gilt, = wenn s=1 erfiillt.
e .
Y| = sgnr. wenn &=sgnagilt: | =sgn Q. wenn g=sgna isr,

-1, wenn &= 1,
| =sgndQ, wenn &=sgnx;

erkldart sind, die Funktionen »(x,y). A(x, ¥), p(x. v, 2). v(x, ¥). o(x). T(x) kann man
nach Belieben wihlen.
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§ 3. Differentialkomitanten des Skalarfeldes

In dem § 2. haben wir gesehen, daB man bei der Auflosung der Funktional-
gleichung (4) Unterfille unterscheiden soll, je nachdem zu welchem der Transivitits-
bereiche von © und {¢*} die in dem betrachteten Punkt Il von G genommenen
Werte {Q,}, {t*] gehoren. Diese Zuordnung hingt bei gegebenen Objektenfelder
Q, {v*} allein von der Wahl des betrachteten Punktes IT von G ab. Daa Gebiet G
zerfillt dementsprechend in gewisse Untermengen G,,G,, ....G,, ...:

3.1) G=|G..

(Die Punkte IT;, I, von G gehdren dann und nur dann zu derselben Untermenge
G, von G, wenn sowohl die Systeme {Q,(IT,)} und {Q,(I1,)} der Objektenwerte
von £ zu demselben Transitivititsbereich von € als auch die Systeme {v*(IT,)}
und {v*(IT,)} der Objektenwerte von {v*] zu demselben Transivitdtsbereich von
{v*} gehoren. Die Untermengen G, haben offensichtlich einen invarianten — vom
Koordinatensystem unabhédngigen — Charakter.)
In jeder der Untermengen G,,G,, ..., G,, ... soll die Losung der Gleichung
(4) (d. h. es sollen die Differentialkomitanten @ des Objektes € beziiglich {v*})
wegen der Definitionen 2. und 3. cine feste Gestalt haben.
Um diese Tatsache zu beleuchten, werden wir in diesem Paragraph die Diffe-
rentialkomitanten
~ {#)
eines Skalarfeldes
0= (o)

in bezug auf das Vektorfeld {v*} bestimmen, so daB wir auch die Zerlegung (3. 1)
von G ins Auge fassen werden.
Die Differentialkomitante # soll nach unseren Voraussetzungen 27,3 von
w, ¢ ;w. vk, dp* abhiingen
i =f(w; 0;w; 0% ¢;).

Fiir die gesuchte Funktion f erhalten wir nach (4) die Funktionalgleichung

3.2 fo: d,0; v 3*) = flo; 5;;.5 o5 0%),
WO
(3.3 om=aw, (?ﬁﬂ:/l‘}@.,w.
und
(3.4) P o= A:v". ot = A:j:.c",.t‘h (!:‘;’14-:2:[“,
i a k k- 5 62 c )
A, L (Ia , Atdﬂ—:_if—, Am=A§i]
af aclﬁéd

gelten. Die Gleichung (3. 2) geht wegen den Relationen (3. 3) und (3. 4) in die Funk-
tionalgleichung

(3.5 fl@; djm; ¢*; ") = flw; Alduw: ASv"; AfANL" — ALz AL AN)
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iber, die fiir die gesuchte Funktion f (von ¢ = | +n+n+n?* = (n+1)*> unab-
hiingigen Verinderlichen) bei fixen Werten . d;w, v*, d0* fiir alle Werte A} mit der
Eigenschalt ‘ '

A det (A5 =0

und fiir alle Aj; = Ay erfillt sein soll.2)
Fiir die zwei Felder w und {¢*} bilden wir zwei Mengen

G, ={Il: MG und  {Q,0(I)}={0}},
G,={N: <G und  {*(D}={0}}.
Mit Hilfe von G, G,, G,, bilden wir die vier Mengen G, (z=1, ..., 4) wie folgt;

(3.6)

G, = G, nG,,.
G2 — G;_G’,.

(3.7
) G3 - G;;_ G;-.

G-t = G- (Gr u Gn)~
wodurch das ganze G in teilfremde Bestandteile
G — GI +G2“:‘G3+G4

zerlegt wird (manche dieser Bestandteile kénnen natiirlich leer sein).
Wir fiihren weiter die folgenden kurzen Bezeichnungen ein

L)L 1(x: 0: 0; 02),

I f2(x3 ) L 1(x; 05 y*; 0),

f3(x; 2) = f(x; 253 0; 0),

Ja(x: 20 p 9—i_f Xy 255 ¥ 0).
1. Setzen wir voraus, daf

(3.8)

G -Gy,
gilt. Es ist dann

(5) {v*} = {0}

und wie bekannt, existiert ein solches Koordinatensystem K,, in welchem

(6) =0 k=1, ....n)

ist. Wir verwenden dann in der Gleichung (3. 5) die K,-Transformation
0. wenn i=d,

T Ay =065, Au= div*
1.1 : o ' ——— . wenn i=d.

2) Die Werte .-if,. kann man mit Hilfe der Relationen
A4l =0, det(4})=0

aus den Werten 4; eindeutig bestimmen.
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(Die Symmetriebedingung Aj; = Ay ist auf diese Weise erfiillt.) Wir erhalten danach
flo; d;w; v*; %) = f(w; é,m: v*; 0),
woraus zu ersehen ist, daB die Funktion f'von den letzten n* Variablen nicht abhiingt,
also
fo:o;m: 0t %) =fy(w; é;0; v%)
ist.
Fiir festes w ist also f eine (algebraische) Komitante der Vektoren {¢;w} und
{t*} und nach einem Satz von KUCHARZEWSKI (unser Satz IT1.) ist sie folglich eine
Funktion des Skalars
3.9) oL U6,
d. h.
it = F(o).
Da aber {d,w} und {v*} Vektorfelder darstellen, so gilt folgendes:
Fi(0), wenn {J;w}={0}, {v*}:<{0},
C, , wenn {J;w}={0}, {v*}={0},
C; , wenn {0,0}={0}, {v*}=#{0},
C; , wenn {J,w}={0}, {v*}={0}.
Im betrachteten Falle ist aber {v*} {0}, es bleibt also
Fi(a), wenn II€G,,
F(o)=
C, , wenn [II€G,.

Dies gilt bei festem . Folglich miissen wir bei verdnderlichem « F, und C,
entsprechend durch Funktionen von w ersetzen:

Fi(w,0), wenn II€G,,
Fy(w) , wenn TI€G,.

2. Setzen wir jetzt voraus, dafl
MeGy,

gilt. Dann haben wir {v*} ={0}. Ist G, + G; ein n-dimensionales Bereich, so haben
wir gleichzeitig
dpt=0 fir I€G, +G,
und dann ist
i =f3(w; 0;w).

# ist also eine skalare Differentialkomitante erster Ordnung des Feldes @ und auf
Grund unseres Satzes I11. haben wir das Ergebnis

Fi(®w), wenn II€G;,
" | Fy(w), wenn II€G,.
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Es kann aber vorkommen, daB3 der Bereich G, + G5 von niedrigerer Dimension
als n ist und dann aus ¢* =0 die Relation
(}ib‘k =0
nicht gefolgert werden kann.
+  Jedenfalls stellen wir fest, daB fiir G € G, + G; die Ausdriicke J;v* einen gemisch-
ten Tensor {7¥} bilden und folglich ist

=f(w; 0;w; Tf)

bei festem w eine algebraische skalare Komitante des Vektors {d;w} und des Tensors
{T!}. Das vollstindige System der unabhiingigen algebraischen skalaren Komitan-
ten des Tensors {77} ist aber

T wvng iy Tip ey B I=n
”)! ’U')’ 1s s %1 ( )

(s. § 1. 2) und so bekommen wir zum SchluB, dal # die Form

ﬁ=F5((D; (clf), rees g); Tis vons Tyo Togqs vnnsy T")

haben muB.
Zusammenfassend konnen wir also den folgenden Satz aussprechen, wenn wir
noch die Spaltung der Menge G, +G, wie folgt vornchmen

(G;=)G; +G; = Gi +G{ +G3+G3,
wo Gi + Gji von Dimension n, wihrend GY + G35 von niedrigerer Dimension ist.

Satz 2. Ist {4 eine Differentialkomitante des Skalarfeldes w in bezug auf das
kontravariante Vektorfeld {v*}, so gilt bei der Bezeichnung (3.9):

Es existieren drei Funktionen F,, Fy, F, einer Verdnderlichen, eine Funktion F,
von zwei Verdnderlichen und eine Funktion Fs von héichstens 2n+1 Verdnderlichen,
so daf

F;(w, ), wenn I1€Gy,
F,(w), wenn TI€G,,
(3.10) # =4 F3(). wenn TI€G],
Fy(o), wenn II€G],
Fs(w: g, ..., 06574, ..., 7,), wenn II€Gi+G3,

(1) (n)

gilt, wo & durch (3.9) erklirt ist und(c;;), @ s Tys -oes T, dasvollstindige System der
n

unabhdngigen algebraischen skalaren Komitanten des Tensors

{(riam} < {a2' (M}  (MeGy)

bilden.
Umgekehrt, wenn G in die elementenfremde Bestandteile

Gz, G-nh Cia G:h Gi’; G;

so zerlegt wird, daf Gi{+ G} ein n-dimensionaler Bereicht ist, wihrend Gi+Gj
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von niedrigerer Dimension ist und wenn wir in G die Felder o und {v*| so definieren.

daf
(0,0} = {0} in Gi+Gi+Ga,

it} = {0} in Gi+Gi+Gi+Gi,
{*} # {0} in G,+G,,
{00} # {0} in G3+G3+G,
ist, und fiir F; (i=1, ..., 5) beliebige Funktionen nehmen, so stellt (3. 10) eine Diffe-

rentialkomitante des Skalarfeldes  in bezug auf das kontravariante Vektorfeld {v*}
in G dar.

§ 4. Die Differentialkomitanten der Vektoren

Wir setzen unsere Untersuchungen mit der Bestimmung der Differentialkomi-
tanten eines kovarianten Vektorfeldes

4.1 {u,}.
bzw. eines kontravarianten Vektorfeldes
4.2) {u'}

fort. Es sei die die Voraussetzungen 1°, 2°, 3° der Definition 3. befriedigende Komi-
tante des Feldes (4. 1), bzw. (4. 2) durch

{wil,

bzw.
{w'}
bezeichnet. Diese GroBen sollen von den Vektoren
{u:}, {v'},
bzw. : _
{v'}, {v}

und von ihnen partiellen Ableitungen erster Ordnung abhéngen:

wo=/fo(1y; O uy; v*; G0%), (g=1, ....0)
bzw.
wi=fu?; 09, v*; dp'), =1, sz M)

wo die Funktionen f,, f¢ bach (4) die Lésungen der Funktionalgleichungssysteme
A fo(ug; Ogugs 0°; 00")=1"(l; Osug; 0°; O0'),
bzw. . .
ANfP W opu; o ) =L1G"; 8 V5 ")
ciad.
Man kann diese Gleichungen infolge der Relationen (3.4) und

U,=Ajus, 0Osuy = ApASdpuc+ Atgus
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in der folgenden ausfiihrlichen Gestalt

-~ L K
Abfo(uy; Grug; v; 0') =

(4. 3)
= fo(Aua; A A5o0uc+ AToua: Ak AL ANo" — ALAR AN,
bzw.
A0 0pu; o5 ') =
(4-4) P s Usw 4 U 4, Uj —
= fUAW"; ATAR" — AT AL Ag"; Al Aydar” — A5 AcALD°)
angeben.

Ist n=1, so wird {u;}, bzw. {#f} ein homogenes lineares Objekt (mit einer
Komponente) und mit der Transformationsformel

(4.5) u=ou,
bzw.
(4.6) u=o-1y,

sein, und man kann auf Grund der Ergebnisse des Satzes | die Losungen der
Gleichungen (4. 3), bzw. (4. 4) angeben.

Bestimmung der Funktionen f,

Wir suchen erstens die Losung des Funktionalgleichungssystems (4. 3). dal3
im Falle n=1 eine ecinzige Gleichung

4.7 af (u, du, v, dv) = f(ou, 2*du+ fu, o= v, dv— fo=*v)
- du dv -
uﬂul, duﬂid—‘f. p Ly, dvgﬁ; S, ﬁﬁA}I]
darstellt.

Die Gleichung (4. 7) ist ein Spezialfall der Gleichung (2. 11). In der Tat, setzen
wir
e=sgnao, c=1
in die Gleichung (2. 11) ein, so geht (2. 11) in (4. 7) iiber.
Bei ¢ =sgn o, ¢ =1 erhalten wir simtliche Ldsungen der Funktionalgleichung
(4. 7) fir die Unterfille 1., II. A. 1., II.B.1.a., II.B.2.a. Es gilt also

Nk v~ g, [uv, v(vdu+ udv)] fir v#0,
s ol b ug, (dv) fir v=0,

wo die Funktionen g,(x, ), g,(x) beliebig sind.

Der Fall n=1.

Wir werden zuniichst die Losungen der Gleichung (4. 3) unter der Voraus-
setzung
(6) v*#0 (k=i ....n)
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bestimmen. Setzen wir voraus, dal auch der Vektor {u;} vom Nullvektor verschieden
Ist:

f 1 £ T3

Wiy #1105,

Es gibt also eine Komponente u, (1 =r=n) des Vektors {u;}, die im Koordinaten-
svstem K, mit der Eigenschaft (6) von Null verschieden ist. Die K,-Transformation

2 J 4 O¢rli - - ]
Ti Ag = 8g: Ay = — 0 --—%-9]- (iiber r nicht summieren!)
r

ist wegen A‘}, :A‘}, anwendbar, dadurch erhalten wir fiir n, aus (4. 3) die Formeln:
(4.8) wo=Jolugs Cppttgys v%: u, Y (u,0it% + 85090 quy)). (n. s. tiber r)
Die in (4. 8) vorkommenden Ausdriicke
DY & 8% + 650" aui,

gehen mit Hilfe der K,-Transformation

(=0. wenn k=r
ot 5 : e
T A=t A Ok n. s. uber i
1,3 = "1 =4, ;J -, wenn k=r ( :
in die Ausdriicke
D=6, L; L= ;v + 00 juy)

iiber.
Wir bemerken, dall die Ausdriicke L; (i=1, ..., n) einen kovarianten Vektor
bilden. Das folgt aus den Transformationsformeln der Ableitungen ¢/ und ¢u;.
Setzen wir (4.8) in (4. 3) ein und fithren wir die K,-Transformation T, ,

durch, so erhalten wir die Beziehung
(4.9) W, =88 Crptgy: V%5 Ly,
(g (ugs Oty v*: L)) -—‘!-E‘j;(ug; Oppligys V% w1 OEL), . s. iiber r)

WO (sl ein kovarianter Tensor zweiter Stufe ist.
Wenden wir nun die K,-Transformation

LA TR - R I
R A T SR PR
) [T 1 [ vy (R st I | FRR T |
T A=lo0 .. 0 0 .. 0
00 ... 0 o+t 1 0
0 0 0 = . 1

(AL(4); AL@A), A=A"")
auf die Gestalt (4.9) von w, an.

D 14
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Um die Transformation der Grollen

{ughs {Opug)s (0%}, {Li}s {wg}
zu berechnen, beriicksichtigen wir, daB ein Tensor {7:::} sich bei einer Transfor-

mation (1): o :
S o b A
? [ og* ] i ( 55"]

nach einen kontravarianten Index als ein Spaltenvektor (die Transformationsmatrix
ist A), nach einen kovarianten Index als ein Zeilenvektor (die Transformations-
matrix ist A) transformiert. Z. B. kénnen wir die Transformation der Objekte {u,}.
{0 su,}, {v*} nach dem Schema

(i} ={u}A  {Bup}=AT-{du,}-A, (P} =A-{v}}

ausrechnen, wo A7, bzw. A die transponierte, bzw. die inverse Matrix von A bezeich-

net.
Ein solches Verfahren ergibt bei T,, die Relationen

u,=u, (g#r), Li,=<lf;
= COpsUg (f.g#r),
a—u :Sg (f: r, g#r):-
i =_'Sf (f;ﬁl', g:f),
=0 (f=g=n;
et = ot k=1, ..., n);

L=L, (i#), L=g;
we=w, (g#r), Tv,.=::"u;,.
((lr-d—f-v“u,,, g'-'i-';v"La, Sg-‘-l-f-v"ﬁmu,])
Setzen wir vorldufig voraus, daB3 g von Null verschieden ist.
Ist g #r, so folgt nach T,, die Beziehung

4.11) Wo=8,(uy, s Upe s O Up gy e u,):
0 Uy .. .(Sr‘), v Opattyy |
Oty 0 v A3y ase Crallay
N Sl T o e DR i
LT Bk s ke ot

Ll! ‘“!Lr—lsg: Lr+l’ ety Ln)s (qil’)
woraus wir nach der K,-Transformation
T Aj=0'8; ('#0, i=q), A}=6! (n. s. iiber i)
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mit Hilfe des Grenziibergangs

¢'—~0 (i#q)
die Beziechungen
(4.12) Wo=he(@, G s S L) (@ #1)
df @ r)
(hq(oia g? X, ¥, Z)sgq(O, A ] 0-,- X, 0) bt 03 f’
0
O 9 D wallg)
0
0 )
' FORNER LA IR | [P0 I | RS | (RIS g oah t AN o T B 1 SRR
0 ‘ .
0,..,0,2,0,...,0,¢. 0, ..., 0))
-

gewinnen konnen.

Wir beweisen, daBl cine der Relation (4. 12) dhnliche Relation auch fiir die
w,-Komponente giiltig ist. Der Beweis weicht von dem vorhergehenden nur bei
der K,-Transformation T,, ab. Die K,-Transformation T, soll man in diesem
Fall durch die Transformation

(s)

i 1 RS NTR SR S R W |
g 1 ) o SAGERT |
A= . . 'Kl . 'l . S)
e s, AL A 0(
.00 fel | 9 Ve o
ul
Ti; Lévars v = O it (s#7r)
vs—l
0 | > 0 0
- 1
A=1|0 0 st 7 0 0
s+1
0 B e 0
v
vl'l
\0 0 o 0 1
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[
s
(%)

ersetzen. Statt (4. 10) haben wir die folgenden Transformationsformeln

u,=u, (g#s), Es=?‘;
=0 gity; (f. g #s),
T =3, (f=s, g#5),
Wal=—s, (1s, g=9)
=0 (f=g=9);
vt = ok =L ns s M)

Li=L; (i#s), Li=g;
We=w, (g#5), We=1"W,,

also geht die fiir die w,-Komponente erhaltene Beziehung (4. 9) nach Durchfiihrung
von Tji; in die Relation

(s)
0 (-'[zul] S.I. ans (J[,,u”
Gullz] 0 ase S'z e ('["uz]

wrzg,[ul, sy Uy gy O Mgy gs ey Upl

TR TSN QRO

| Opathny  Opathyy o0 Sy oo 0

(%)
0, o030, 1,0, o0y 05 Ly, vy Lyss @ Liya s L]

iiber.
Das Verwenden der K,-Transformation

Ti> Aj=0'8; (¢'#0, i=r), Aj=9] (n. s. uber 1)

und des Grenziibergangs
o' =0 (i Zr)

zeigt, daf} die w,-Komponente nur von den Skalaren g, ¢ und den Vektorkomponen-

ten u,, S,, L, abhingen kann:

(4.13) W, = h,.(aifr_. g lys i o

Auf Grund von (4. 12) und (4. 13) konnen wir also fiir alle ¢ einheitlich
(4.13) w,=h, (?', g iy, S L)
schreiben.

GemiB unseres Satzes I1. haben die w-Komponenten aus (4. 13”) die Gestalt

‘1‘,‘. - r‘ uq + I‘lrﬂf?[a“‘!] -+ r3Lq N

die sich in die Form
(4.14) Wy = Vyllg+ 720°Cratigy + I3 €0,

oty = 0 U Ul yw=Ty, v2=03-T3, y3=T5)

Loty
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umgestalten 1dBt. y,, 7,, 73 bedeuten hier beliebige Skalarkoeffizienten, welche
stetige Funktionen von ¢.¢ sind. Die drei Vektorfelder {u,}, {v°6 1}, {S.4,}

konnen aber linear abhanglg sein. In diesem Falle treten noch zusétzlich weitere
Skalarfelder auf, z. B. /. u, wenn die lineare Abhingigkeit in der Form

o, = 2, + e u,

besteht.
Nach unserer Annahme der Stetigkeit des w, in seinen Argumenten u;, du;,
vk, ¢ % konnen wir feststellen, daB die Relation (4. 14) nach Grenziibergang ar—~0

u,—~0, bzw. {v'} —~{0} auch in den ausgeschlossenen Fillen g= 0, u,=0, bzw
tt”“’O‘ gultlg ist.

Bestimmung der Funktionen [

Im Falle n=1 hat (4. 4) die Gestalt
(4.15) o~ f(u, du, v, dv) = f(e~'u, du— pa~2u, 2~ v, dv — pa-2v).

df 4 ar du dr ar dv a1 ar 1
u—u', ——, v=0r!, dt=—; a—A,, — A
( u du dé t di pr: i o 11
Wir betrachten wieder die Gleichung (2. 11), und wir setzen hier

£ = sgnu, c=—1

ein. Dieser Spezialfall von (2. 11) stimmt mit der Gleichung (4. 15) iiberein. Die
Losungen der Gleichung (4. 15) gewinnen wir also nach dem Satz 1. in der Form

vGy[v-'u,v-'(vdu—udr)] falls v #0 (s. den Fall 1.),
uG, (dv) falls v=0 (s. die Fille II. A.1., II. B. 1. a., II. B. 2. a.),
wo die Funktionen G,(x, y), G,(x) beliebig wihlbar sind.

Im allgemeinen Fall n=1 werden wir nur die Stetigkeit der Funktionen
f% in den Argumenten v', ..., " voraussetzen.

Falls
(5) '} # {0},

so werden wir die Gleichung (4.4) in einem Koordinatensystem K, betrachten,
in dem die Relationen (6) giiltig sind.

Es seien die Verinderlichen 4}, 4%, in (4. 4) gemiB T, .1 gewihlt; dann gewinnen
wir aus (4. 4) die Relationen

(4. 16) we = g4(u?; (1)~ [01 0 — u! 0 19]; oY) (g=1, ..., n)
(n. s. iiber f: go(x?; y9; =%) &L fa(xs; ¥ 25 0,5:,0)
Die an rechter Seite von (4. 16) vorkommenden Ausdriicke
4.17) v/ 0 1 — /@ po? (n.s. auf f)
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werden sich bei der K;-Transformation

/O Aj=8j; Ap=A,;  beliebig
nach
(4.18) Bfé_;;' - 'ufa;vﬁ = v/0u —u 0,09 — AG,-def
(n. s. iiber f; der & yeps — wiye; e, f=1,...,n)
transformieren.
Im Falle

a) d' #0 (e=2, ..., n) nehmen wir die K,-Transformation

Ay beliebig (n.s.auf f: f,g=1,....n).
T,,. A=8; A=Ay = — (@) (V50 — u'd ),
' (n. s. iiber &; g=1, ..., n; e=2, ..., n)
AE,, = 0 (e, h=2, .?I).

Die fiir die Ausdriicke (4. 17) giiltigen Relationen (4. 18) werden sich bei Durch-
fithrung von T, , auf folgende Weise umgestalten:

fir f=1

v10yuf — 1t ! = v 618 —u'd v — A4, d'¢ =
n
= 010, —u'6,v9 + DB (d°')-! (v°C.u° — uc 9)d' =
e=2

L
= pl¢,u9 —u'év? + 2 (v°C ¥ —u‘6 1) =
e=2
= U90,U’ — U°C V7 (g=1, ....n),
fir f>1
00— w609 = 00— it —[—(d!) (0o — e ) d ] =
=070 u — ¢ 09 — (07C juf — 0 1%) =

=0 (n. iiber f; g=1, ..., n; f=2, ..., n).

Die Gleichungen (4. 4) gehen also unter Beachtung von (4. 16) durch K,-Transfor-
mation T, , in die Relationen

(4.19) wi=hi(u'; S2¢; v*) (g=1, ..., n)
(xS po; 24 L gi(xl; ()1 0419, z¥), n. s. iiber f)
iiber, wo

o [ L L e
L il == DG U8 — U0 19
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(die Liesche Ableitung des Vektors {#} in bezug auf {v'}) ein kontravarianter Vektor
ist.

(4. 19) ergibt wegen des Satzes 1. die Losung des Funktionalgleichungssystems
(4. 4) in der Gestalt

(4.20) w¢ = I+ It + L€ a0
(I'y, I'5, I'; sind beliebige Funktionen der Skalarfelder /¢, die die eventuelle lincare

Abhingigkeit der Vektoren {u¢], {v*}, {{ 4] ausdriicken. Im Falle der linearen
Unabhiingigkeit dieser drei Vektoren sind I',, I',, I’y Konstanten.)

Im Falle

b) d*' =0 (e=2, ..., n) sind {&'} und {¢'} linear abhingige Vektoren:

{u'} =0 {v'}. (o: Skalar)
Dementsprechend haben die Komponenten des Vektors {nwi] die Gestalt
(4.21) wé = Fe(ag; ¢,o; v*; opt).

Auch in diesem Fall konnen wir die Unabhingigkeit der Funktionen F? von
den Veriinderlichen &% (i,k=1....,n) beweisen. (Dazu ist es hinreichend fiir

(4. 21) die K,-Transformation T, , zu verwenden.) Wir erhalten also. dal} der
Vektor {w'} eine algebraische Komitante der Vektorfelder

grad o= {¢o}, (U}
und des Skalarfeldes ¢ sein mubl:
(4.22) wi = Gi(o; é,0; 1),
wo die Funktionen G* Losungen des Funktionalgleichungssystems
(4.23) AG'(0; 00: 0") = G'(o; A%d,0; Ast')
sind.
Fiir
(e} = (0}
bekommen wir durch Verwendung des Satzes I. aus (4. 22) den Ausdruck
wi=T (g)r" =1+
Folglich gilt auch in diesem Fall das Ergebnis (4. 20) wegen der Identitit
£, (ov?) = v, 0 =0. (g=1,...,n)
Wenn
{Cio} =10}
erfiillt ist, so gibt es eine solche Komponente (z. B. die r-te Komponente) des Vektors

{¢.o}, die verschieden von Null ist:
¢, #0.
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Wir betrachten das g-te Glied des Systems (4. 23) (¢+#r), und wir wenden
darauf die K,-Transformation

1 0 0 0 0
B s 1 0 0 0
o o8 c\o Op-10 1 0,410 - (0
o C,0 o 0,0 c,0 0,0 ")
0 0 1 0
; |
T3
] 0 0 0 0
= 0i0 s 0,-10 0G0 gl e o | (r)
| A 0 0 0 0
an. So ergibt sich fir w, der Ausdruck
(4.24) LR L LR Sl B L N Rl S ) (g=r)

(Ha(x; 31, oo, ) EGU(x; 855 31, oo )

Nach der K,-Transformation

Tis Aj=00; (@#0, i#q), Aj=8] (j=1,...,n)
und nach dem Grenziibergang
0o—0
gewinnen wir aus (4, 24) die Darstellung
(4.25) wi=hi(o; v°¢ a; d9). (g=r)

(q) )

(W (x, y,2) £ H*(x; 0, ....0, 2,0, ...,0, 3, 0, :.., 0))

Eine solche Darstellung der Komponenten des Vektors {w'] gilt auch fiir die
r-te Komponente w,. Der Beweis ist dhnlich dem Verfahren, das die Relation (4. 23)
zur Folge hatte. (Statt T,;, bzw. T,, soll man die K,-Transformation T,,, bzw.

T4 Aj=0'8; (¢'=0, i=r), A}=4§

verwenden. Der Grenziibergang
o' 0
ergibt fiir w* die Relation (4. 25), wo die Funktion /4" durch

ir) ir)

h(x,y,2)2L:6°(x; 0, ..., 0, ¥, 0, ...,0; 0,...,0, 1,0, ..., 0)

definiert ist.)
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Aus der Relation (4. 25) bekommen wir mit Hilfe des Satzes I. den ausdruck
wi=y(a, v, 0,0)19, (g=1, ...;n)

wo 7(x, ») eine, nach y stetige Funktion bedeutet (die w? sollen voraussetzungs-
gemdl in v’ stetig sein).

Den Fall

) d'=02=e=k-n), d" #0 (k<=m=n) kénnen wir durch eine K,-Trans-
formation vom Tvpus

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 —
: l:"
T15 A = 0 0 ee l U ses 0 L"; (k)
1t LR GO SR S [ |
0 s O e SO0 D

auf den Fall a) zuriickfithren und zwar folgendermaflen.
Die Vektoren {u'}, {v'} werden sich bei T, nach

2.m i2 ky.n Wk
; — uv" + ut uv" + u _
(W'} = Afui} = {u‘, S 5 L 1 R 25 u"}

v " r)l

=

N

(0 08 SR o o -k ka -
1w bt dat, Tp%. .0, QURRAE L 0R)

Lo

transformieren.
Da die Bedingungen d“' =0 (2=¢ =k <=n) mit den Bedingungen

1
(4.26) ot = !:1 R=e=k=n)

!w('

gleichbedeutend sind, wird die linke Seite von (4. 26) durch die K,-Transformation
T,s auf folgende Weise transformiert:

f = i‘" - . J (Q=se=k<n)

Dagegen gilt
. a
ol pt’

folglich haben wir wegen unserer Voraussetzung d*' =0 statt den Gleichungen
(4. 26) die Ungleichungen

ue | { u ou" ] u' u!
4,27 ANE L el =
( ) ve 2 v :
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Die Ungleichungen (4. 27) kénnen wir in der Form

d'#0 (2=e=k-n)
schreiben.
Anderseits gelten die Relationen

dm 20 (k=m=n)
auch im ncuen Koordinatensystem, also besteht die Ungleichung
di' #0

fiir alle Indizes i=2,....n, W.Z. b.w.
SchlieBlich bemerken wir, daf8 unsere Ergebnisse auch fir den Vektor

(=0
giiltig sind. Das folgt nach dem Grenziibergang

{v'} - {0}
wegen der vorausgesetzten Stetigkeit des {wf] in den Argumenten v', ..., t".

-

Zusammenfassend haben wir dic folgenden Sitze:

Satz 3. Die Differentialkomitante |w;} eines kovarianten Vektorfeldes {u;} in
bezug auf einen kontravarianten Vektorfeld {v'} ist folgenderweise darstellbar:
v, (vu. v€,u) (v#0),

Im Falle n=1:
“.{ ug, (dv) (v=0),

wo g(x, ), g,(x) beliebige Funktionen sind.
Im Falle n =1 (unter Voraussetzung der Stetigkeit von {w;} in den Argumenten
w; und v'):

Il

W; = Pyl + 720l + V3 X4,
Wo
P, oo S
LU = V0 + Ot

die Liesche Ableitung des kovarianten Vektorfeldes |u;} bezeichnet. 3., 7y, 7y sind
beliebige Funktionen der Skalaren

v'u,, PV Uy, + u, 00",
ferner kénnen sie von zwei Skalaren abhdngen, die die Abhdingigkeit der Vektoren

PR = 1 ) 1 A
{ui}, {v%Caun). (V%0 GUiy + U, 00°)
ausdriicken.

Satz 4. Die Differentialkomitante {w,} eines kontravarianten Vektorfeldes
{u'} beziiglich des kontravarianten Vektorfeldes [v'} ist folgenderweise darstellbar:
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Im Falle n=1:

&
- e l‘Gl ("l: £ g ] ) (U ?50}
= uG,(dv), (v=0),

wo g,(x,y) und g,(x) beliebige Funktionen sind.

Im Falle n=1 (unter Voraussetzung der Stetigkeit der {w'} in den Verdnder-
lichen v, ...,v"):

Wenn a) {u'} =o{v'} (¢ Skalar) und {é;6} # {0}, so gilt

wi =TI (o, v°d,0) 1,
wo I'(x, y) eine beliebige in y stetige Funktion ist.
Wenn b) {u'} =o{v'} und {d;6} ={0} oder
wenn ¢) {u'} und {v'} linear unabhingige Vektoren sind, so gilt
wi= I ut 4+ 07+ TLE .
Die Koeffizienten I'y, Iy, I'y sind beliebige Konstanten bzw. beliebige Funktionen
der Skalaren, die die Abhdngigkeit der Vektoren

f 4,01 i D o1 9 (a8 0 o
. {v'}, {v'}, {£.4} = {v0 4 —ud,v'}
ausdriicken.

§ 5. Die Differentialkomitanten der gewohnlichen Dichten

Es sei g eine gewohnliche Dichte vom Gewicht —p (#0). Wir setzen wieder
voraus, daB die Funktion g in einem Gebiet G des Raumes X, partielle Ableitungen

08 (=1, ..,m)
besitzt. Wir werden in diesem Paragraphen solche Differentialkomitanten ® suchen,
die gewohnliche Dichten vom Gewichte —p und zugleich Differentialkomitanten
erster Ordnung der Objekte

8. {v'}
sind:
®=/(g: 7,8; v*; dh).
Bekanntlich (s. [9]) transformiert sich die Dichte g bei einer Koordinatentransfor-
mation (1) mittels der Formel

(5.1 g=sgnd|4-rg.  (4Ldet(4))

also wird die auf die Funktion f bezogene Funktionalgleichung (4) im Fall der
gewohnlichen Dichte @ wegen der Relationen

(5.2) ;8 =sgnA|A|-?A(c,8—pgA—'6,4)
die Form
(5.3) sgn A[A|-"®=f[sgn A|A ~rg; sgn A|4|~745(C,8—pRA~-'0.4):

=k b, cka d —k e
A’ AfAw’ — ALALAY]

haben.
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Der Fall n=1.
Die Funktionalgleichung (5. 3) stellt in diesem Fall eine spezielle Form der
Gleichung (2. 11) dar, die man aus (2. 11) durch Einsetzen von

E=sgnoa, ¢ =-—p

gewinnt. Die entsprechenden Losungen sind nach Satz | die folgenden:

=sgn v/v|Ph, (sgn v-|v|rg, sgn v-|v|" (v dg — p@ dv)),
l wenn u #0, (s. den Fall I.)
& =h,y(dv), wenn v=0,8=0, (s, den Fall II. A. 1.)
] 0, wenn v=0,8=0,dg#0, (s.den Fall 1I. B. 1. a.)

= 0, wenn v=0,8=0,dg=0, (s. den Fall II. B. 2. a.)

(Die Funktionen /,(x, y), h,(x) sind beliebig.)
Der Fall n=1.
Um die Funktionalgleichung (5. 3) zu I8sen, setzen wir vorerst die Giiltigkeit
der Ungleichung
(3) {v'} #{0}
voraus.
Wir gehen von einem solchen Koordinatensystem K, aus, in dem die Relationen

(6) i =0 =3 PRty )
gelten und wenden in (5. 3) die K,-Transformation T, , (s. § 3.) an. Wir erhalten so

(5. 4) ® = /18; (0/) " (0708 — pg0;07): 0450, ..., 0 (n.s. iiber /)

(Die Ausdriicke 4 und A7¢,4 werden némlich durch die K,-Transformation T, ,
die Werte
4=1,

" I S D | SO -

WE

A50,4 = Aj0a[det (4))] = iA'{ Sl i Ak s A =

k

Al ... A A Aysy ... Ay
(k)

1.0 0 0...0

H . pk
Batidon
= =

=1 ph

2 iU...OAﬁ,‘O...m:Ajk:*
0.0 0 0.1

—] - (n. S. dber j;jzlg ---wn)

annehmen.)
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Die auf der rechten Seite der Relation (5. 4) auftretenden Ausdriicke
ngvfﬁjg—pgﬂju--‘ (o.s. liber j:j=1,usn)
transformieren sich bei der K,-Transformation von Typus T, , auf folgende Weise:
'L} = L;—mt‘j4§k+pgv"Afn.. (n. s. uber j)

a) Im Fall
qa=0

erhalten wir aus (5. 4) durch Anwendung der K,-Transformation

Al =0,

PLIAPR L ‘;'g“, m=2,...,n)

Tys:yAj=0j(4=1); bdie
Cp U

k k
Akl = Au; — l‘—"

(s Giber kb k=2, ..., %)

alle iibrigen Aj = 0

wegen der Relationen

8 &F A S | © ot* { o .+ %8| _
®o=L, =v'0,8—pgo v' —pgv! | 3 ——|+pg|v'-04+ 5 k=) =
Ema DF k=2 PQ

= L‘l@lﬂ ‘{" Z l"‘ﬁkﬂ—pﬂ[fivl + 2‘ f‘kb‘k] ==
k=2 k=2

= 1"0,4 — pgd,v°,

i " 0, a,v
L, = v"¢,8— pQc, v — pgv” {p—; +pg! % e
=0 (0.s. iber r; r=2;...;m)
die Beziehung
5.3) G =g [9;%; v!, --.,v"].
(g1(x; 95 20, oos 2) L F(x; 210, ..., 0524, o0y 2,3 0, ..., 0);

o = 0°0,8— pgo,v*
bezeichnet hier die Liesche Ableitung von g in bezug auf das Vektorfeld {v'}, die
ebenfalls eine Dichte vom Gewicht —p ist).

b) Im Fall
g=0
hat (5. 4) die einfachere Gestalt

(5. 6) &=h,00,8..-,0,8: v}, ..., "),
Ry s 205 Vs s S ) S 0; Xy, oees X3 ¥y oees Vas 05 ey 0)).
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(5. 3) geht wegen (5. 5) in die Gleichung

A|4]-7 a n_a
(5.7 sendld-"8 =g, [sgnA|A|—vg;—S£—'—l—'rﬁ*l; 18, iy Ao
Agv
iiber, woraus wir nach der Kg-Transformation
vt 4 PR | 0
0 pa s ) 0
A= 3
0 0.7t 0
1 1
= Tomre—s Al e i
Ty :
=3 0 0 0
1
0 % 0 0
o :
1
0 0..—— 0
"
|
== a0 0 0 phe et
v

(4=1)
auf Grund der Transformationen

g =sgndld|-rg =g,
G = sgn 4]4]-76, = 6,
{} = A{}} = {1, 1,...,1}
die Relation
(5. 8) G=g,(0, 6,

(g2(x, ) Le.(x; 5 1, .0, 1)) erhalten.
Wir behaupten weiter, daBl die Funktion g, homogen von erster Ordnung ist.

Dies folgt einfach aus (5. 7), wenn wir statt g, die Funktion g, einsetzen und statt
sgn 4|4|~7 die Veridnderliche u schreiben.
Fiir g #0 kann also (5. 8) in der Form

(5.9) ® = g7(Go8-")

geschrieben werden.
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(5.9) gibt im Fall n=1, g #0, {v'} # {0} die allgemeinste Losung der Funktio-
nalgleichung (5. 3), wo bei h(x) eine beliebige Funktion bedeutet.
Im Fall
g=0
kann man in dhnlicher Weise verfahren.
Wir setzen nun (5. 6) in (5. 3) ein und wenden die K,-Transformation

il 0 0...0

.

et 0 0..0 A

v
o3 1 —= ' 0.0

AT W v

N bl vl _A_,-_ .
R g o-Foal ‘_%010

A P

e iy

-

@=1

an (offenbar ist diese Transformation wegen n =1 zulidBig).
Wir bemerker. daB} sich die

{0;8]
bei § =0. 4 =1 (nach dem Transformationsgesetz (5. 2)) wie ein kovarianter Vektor
transformieren. Wir bekommen also wegen der Relationen

{a;_a}={a}s}A={vﬂeaa+vz(1 )28 48 . a..g}.

{#*} = A{}} = {1,0, ..., 0}
aus (5.6) und (5. 3) die Beziehung

(5. 10) (ﬁ:h2[(¥50+vl(l o1) < 29 a‘ﬂ aag,...,a,g].

{ X FEGERR. - & hy(xy, oo X3 1,0, ..., 0), wobei wegen g =0
©y=10,8
die Liesche Ableitung von ¢ in bezug auf {v!} ist.)
1° Im Unterfall
{0,8}=1{0}
$=c.

ist ® eine Konstante:
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¢ befriedigt aber die Gleichung (5. 3) dann und nur dann, wenn
®B=c=0
erfullt ist,
2 Im Unterfall
1,870, d,8=...=0,8=0
gilt
(6:!12((ﬁ“. 0. ey OJo

Wenn @ eine Funktion von @, ist, so muB — wie leicht zu sehen ist — diese
Funktion homogen von erster Ordnung sein.
Wegen der Homogeneitdt von h, folgt die Formel

(5.11) ® =,
(¢ beliebige Konstante).
3" Im Unterfall
:8,0,8, ...,0,8%0; 0,,18=... =8,4=0

(l<=r=n)
sei vorerst angenommen, dal}

®;=0'd, g+ 020,80
erfiillt ist.
Hier kann man die K,-Transformation

b g Bt 18 028 0.0
18 | 1
: [0 == 0.0
- & 0 ¢,g 0...0 — i a q
ad o X b -1ol 2%Ps n Tub
0 0 0..1 b M
(4=1)

verwenden, mit Hilfe welcher wir die Beziehung (5. 10) (nach Einsetzen des h, in
(5. 3) und nach dieser Transformation) folgendermaBen umgestalten:

(S, ]2‘ m:;lz((ﬁ(].o. (‘-:3“. ....E"g).

Wir konnen in dhnlicher Weise mit Hilfe der K,-Transformation

Tro A} =6} [T éig. AT = 67, Aj = &), A} = 8]
3 i1

(0.5 Gber k; juil, .. n; km3 ..t =P 1, iy 1)

aus (5.12) die Relation :
“=h3((’-"0)
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: (r)
(£3(x) S hy(x,0,1,....,1,0,...,0)) gewinnen, woraus wir wieder das Ergebnis

(5. 11) erhalten.
Wenn jedoch

=0, n=2
ist, so wird
i 028 _ _0:8
8= =~
eine Weylsche Dichte vom Gewicht —p+1,
g =l4]-r+'§.
(Das kann durch unmittelbare Rechnung verifiziert werden, und zwar: aus
- [A% A‘i'
- 4i 43
folgert man
1 1
. A AL - @ Al
o 1
—74  A4i
(4 = AjA3— A1 A)})

Die Transformationsformel (5. 2) der Ableitungen ¢,§ reduziert sich wegen @ =0 auf
(5.13) 0;8 = sgn 4|4 " Aj0,8

und mit Riicksicht auf @5 =0 erhalten wir fiir die Transformationsformel von é:

2

i= _l_l = sgnA|A|-"- A20,8+A430,9 =
=

1
-(A3v! = A} 0?)

A
v? .
A} “_l_,_;"zﬁ +A3C,8 2.0
= [A]=#¥}s S e = [4]|-P+? :1 = |4]-7*1§.)
2 2V

(5. 10) hat also die Form
®=h,(v2(1—0")a, 4).
woraus wir mit Hilfe der K,-Transformation T,; zu dem Ausdruck
“=h4(ﬁ)

(h4(x) L. h,(0, x)) gelangen konnen. Die Komitante @, die eine gewdhnliche Dichte
ist, wire in diesem Fall eine Komitante der W-Dichte §. Dies ist dann und nur
dann moglich, wenn

(5.14) hy(x) =0

giiltig ist.

D 15
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Wird ndmlich die Funktion /4, in die Grundgleichung (5. 3) eingesetzt. so
gewinnen wir fiir h; die Funktionalgleichung

(5.15) sgn 4|4, Phy (@) =hy(14|-7+" §).
Wir wihlen jetzt die Kg-Transformation (1), so daB
A=—1

ist; dann geht (5. 15) in die Gleichheit

(5. 16) ~ha(®) = hs(@)

tiber, woraus die Identitdt (5. 14) folgt.
Wir erhalten also
® =0,

Es bleibt noch die Untersuchung des Falles

@,=0, n>2, r=2
iibrig.
Wir beweisen in diesem Fall, daB dann die in (5. 10) auftretende Funktion 4,
nur von ®, abhingen kann.
Wenn r=2 ist. so folgt auch

(ﬁg—:(}
nach den Definitionen von &, und ®;, und (5. 10) lautet
(5.17) ®=h, |o2(1—e1) 28 228 o o).
Wir wenden nun die Ky-Transformationen
ot 0 0..0 :, 0 0..0
v 1] |
— — 0..0 v?
1 45l =V T
it A= l;) LO (ol A= vl SE AL
S it 00 1:.0
B20 B y
¢ S ¢ L | BN |
danach
1 O 0 O 13, (0 0 )00
v! |
affa 0 22
0 2,8 0 0 - U e B
Wi e o 28 g osl e de o 2 lel
v! : 028
+ TR R | A S 08 4 1.0
| T 1 R N e DO R ¢ A
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auf © in (5. 17) an. Da die Jacobische Determinante von Ti; und T,, gleich Eins
ist, folgert man aus den Transformationen von @,4 und v':

‘ - i) 0
bei Ti-: =1, ©’=-—vi4+o'v? zlﬁ =L19‘
v v
R q
=¥ ‘02
: d28 028
bei T,o: = = e =]

i v!

®=h,(0, 1,0, ..., 0)=konstant,

Falls n=2, r=2, gelangen wir durch Anwendung der K,-Transformationen
Ti> und T;o nur zu der Form

®=h, [(ﬁn. 028058 Ol scn- Ol B 55 B

l‘\l ’

Wenn r kleiner als n ist, so konnen wir mit Hilfe der K,-Transformation

t 0 0 0 0.0
1
0 — 0 0 00
a8
1
| ) et 4 0 0...0
TZI: A: arg (A__"l)
0 0 0 @1_3;'_'1'_'?!3 0...0
v
0 0 .0 0 e |
[ | [ 0 ) P |
sofort
2) )
@=hz((60-. l'! '“5190$"'!0)
bekommen.

Im Fall r =n haben wir nach Anwendung der Transformation T,, fiir ® den
Ausdruck

@  @-1 ]
(5. 18) ®=h,|6,.1,..., 1 ,;,—(azg-...-a,,g)].
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Bei der K,-Transformation

1
. ]
I 1 2 0.0 l_:'.'z R IR
; _
5 SN
0 52— 0...0 | |l % d
¥ A= A= % it
e -~ 10" 8 _]’ 0..0 10 0 9 0..0
. "R (O T OB
R R O
T S e
00 0 0..1 y :

(4=1)
werden die Ausdriicke

2 2 S ”
l’.l’ € Eg’ ot {.u—lg* L" ((ilg ik '('Ing)
in
v = A" = —20° (£0);
02 =A0ng =0'0,g+070:8(=6¢) = 0,

1 - r |
—(C'zg'...‘ (-'"g) = _WJ—‘O'() =1)

ol

transformiert. Wir erhalten also aus (5. 18) nach T,, eben den Ausdruck
(2) (n—-1)
s (W L s ey T D)
w. Z. b. w,
In allen Fillen haben wir festgestellt, daB die Funktion /, allein von &, abhangt.
Ist ®,=0 (z. B. im Unterfall r =2), so wird ® =/, eine Konstante und es
mufl (mit Beriicksichtigung der Grundgleichung (5. 3))

®=0
bestehen.
Wenn &, =0 gilt, so haben wir das Ergebnis in der Gestalt
® =t (¢ Konstante).

(Der Beweis dieser Relation ist dhnlich zu dem Verfahren, womit wir zu der Gleich-
heit gelangt sind.)

*
Wir gehen jetzt zu dem Fall
() v} =10}

iiber. Jetzt bilden die Ableitungen Jd;v* nach ihrem Transformationsgesetz einen
gemischten Tensor zweiter Stufe

[}

(eky df (o Ry
(Ti}=1{ov}).
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Die gewohnliche Dichte ® muB in diesem Fall eine Differentialkomitante erster
Ordnung von q und zugleich eine algebraische Komitante von dem Tensor {7}
sein,

®=1a:7,8: 7)),
wobei die Funktion / nach (4) die Funktionalgleichung

sgn A4 -7® =
(5 Ig) . -p —p - -1 - a 3k b
= flsgn 414|778 sgn A|4| " A5(0.0—pQ4 " aA); AT Ay T.]
erfillt.
Wir wenden uns der Auflosung der Gleichung (5. 19) zu. Es sei K, ein beliebiges
festgewihltes Bezugssystem.
Wir unterscheiden zwei Fille:

a) g+0,
b) q =0.
a) Aus der Gleichung (5.19) folgt mit der K,-Transformation
i o Ak = 61“ s uber rk=1 ....n
T Ar=Si=1 "= 1 :
Ap =0 (p—q@) +@—1)"+(@—p) =0)
wegen
an 0 e
Aj0,4 = —};%!— (=il i)
die Relation
®=g(@: 77).

(g(x: T d=rj'(.\'; ) R 1 Ti"_]).

Wir haben erhalten, daB die Komitante & eine algebraische Komitante beziiglich
der Dichte § sein muf; und die Gleichung (5. 19) geht in die (auf die Funktion g
bezogene) Funktionalgleichung

(5.20) sgn 4|4]7"® =g[sgn 4|4]""g; A Ay Te]
tiber.

Wiihlen wir in (5. 20) die K, -Transformation (1) so, daB ihre Jacobische Matrix
A die Relationen (1. 5), (1. 7) beziiglich der Matrix

erfiillt, so folgt die Gleichheit
(5.21) (ﬁ:h(g;[clr), ....‘E'r‘; TP RORRRE o ¥

® hingt also nur von der Dichte ¢ und von den skalaren GréBen o, ...,0, 1, .... T,
(1) (n)
der ersten Normalform der Matrix (&%) ab. Die Funktion / soll auch in diesem
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Fall eine homogene Funktion erster Ordnung in bezug auf g sein. Wir erhalten,
wegen @ =0, als allgemeinste Ldsung der Funktionalgleichung (5.19) den Aus-

druck %)

(ﬁzk(g]_. i (r:)_. AP, T A

b) Die Dichte & hat hier den Ausdruck
G=10,8:T) (T,

wo {T,"} wieder ein gemischter Tensor zweiter Stufe ist, und die Funktion /" die
Funktionalgleichung

(5.22) sgnd|4]""® = f[sgn 447" Aj0.8; Ai Ay Ta)
erfiillt. Ahnlich wie bei der Diskussion der Gleichung (5. 20) erhalten wir den Aus-
druck

(5.23) @=5'(0; g, ey @1 F1s s T

in dem die Groflen g;‘ ey @s Ty v Ty wiederum gewisse (im § 1., 2. bestimmte)
n

skalare Komitanten des Tensors {7;) bedeuten und a; durch

daf 5
aj=(:jg

erkldrt ist. Wir bemerken, daB a; (die Komponenten von (0,8} im neuen K, Koordi-
natensystem) auch eine kovariante Vektordichte vom Gewichte —p ist.

Ist {6,9} = {0}. so folgt {a;} = {0} und ® hingt nur von den Skalaren

PPN

. ool
1)

| in)

AL DR . SRR R 8
I(“." ) 1 f}

Wenn die Dichte 6% eine Komitante von Skalaren ist, so kann man aus ihrem
Transformationsgesetz
sgnd|4 r®H=06

ersehen, daBB ® identisch verschwindet,
® =0;

Setzen wir voraus, daB es eine Komponente von {d;g} gibt, die verschieden
von Null ist. Dann haben wir im neuen Koordinatensystem K, fiir einen Index j:

(5.29) a;#0;

Wir konnen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen, dafl die Un-
gleichung (5. 24) fiir die erste Komponente erfiillt ist:

a, =0.

3) In der Funktion A(xi,...,Xu:¥ty...,0) sind » (i=1,...,1) positive ganze Zahlen mit
der Eigenschaft
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Jetzt wird die K,-Transformation

L Wy
. " "
st Ke=il0 ] 0
0 - [ |

o=

anwendbar, und wir gewinnen dann mit Hilfe von T, aus (5. 23) den Ausdruck

(3. 25) ®=sgna, a,/~"hi(sgna,a, ?; LRREY SRR 7,)

()
W (x: v e aYHE PP S s
(f:(.\._]l...-,_l,,.—].---‘-,) ol 4 ('\()jl'.ll‘ u-o_‘,,._].”-._;)).

Wir betrachten weiter solche K,-Koordinatentransformationen (1), deren
Jacobische Matrix

A = (4))
die Gestalt
SUE
O e s (4 = —1, A belicbig)
0 0.1

hat. Bei diesen K,-Transformationen ergibt sich die Transformation von a, in
der Form
a, =sgnd|d|""A10, = —(—a;) = a,,

und (5. 25) geht (wegen der Grundgleichung (5. 19)) in die Gleichheit

-0 =G
tiber. Diese ist dann und nur dann méglich, wenn
® =0

gilt.
Wir bemerken schlieBlich, daf3 die fiir ® von Fall zu Fall erhaltenen Ausdriicke
tatsiichlich je eine Losung der Grundgleichung (5. 3) liefern.

*

Unsere Resultate tiber die Differentialkomitanten der gewdhnlichen Dichten
konnen wir in folgendem Satz zusammenfassen:

Satz 5. Die Differentialkomitante & der gewdhnlichen Dichte § vom Gewicht
—p (#0) in bezug auf das Vektorfeld |v') hat die folgende allgemeinste Form:
Im Fall n=1:

sgnulv?h, (sgnelv —rg.sgneiel "®,) (v=0),
~ | g-hs(dr) (v =0).
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Im Fall n=1:
Wenn der Vektor (v | kein Nullvektor ist,

(5) {v'} #10}.
so wird
®=q.1(G,-q° ") falls g =0:

und

¢y =%, falls g =0.
(6, = 10,8 —pai* = £,.8).

In solchen Punkten G (£X,), in denen der Vektor {v'] verschwindet,
(7) {v'} = {0},

haben wir
(\S:k(‘?"...., BT T8 fiir =0,

®=0 fiir g=0.

&, bezeichnet die Liesche Ableitung der Dichte q in bezug auf das Vektorfeld
. 0 ' g f :
et} die ebenfalls eine gewohnliche Dichte vom Gewicht —p ist.

Die Skalaren Goos 0,71, s T bilden wegen der Giiltigkeit von (7) ein System
(1) (m)

von skalaren Komitanten des Tensors |¢,v'), das durch die erste Normalform der
Matrix (¢,t%) bestimmt ist.

Die Funktionen*) hy(x, y), hy(x): h(x). k(x,, ..., Xas Vis o2 Vi)s bzw. die Kon-
stante ¢ kann man nach Belieben wdhlen.

§ 6. Die Differentialkomitanten der Weylschen Dichten

SchlieBlich bestimmen wir die Differentialkomitanten 28 der Weylschen Dichten
i vom Gewichte —p(#0) beziiglich des kontravarianten Vektorfeldes {v']. die
wiederum Weylsche Dichten vom Gewicht —p sind. Sie haben also eine gemein-
same Transformationsformel, die fiir das Objekt w folgendermassen lautet:5)

(6.1) w A -,
Wir nehmen an. daB die Funktion w (in G£X,) partielle Ableitungen
¢ (F=t ...
besitzt. Diese Ableitungen transformieren sich (wegen (6. 1)) nach den Formeln
(6.2) aiw = |4 PAj@.w—pwa~'3,4). (j=1,....n)

Nach der Definition der Differentialkomitanten in bezug auf das kontravariante
Vektorfeld {v'} (s. die Voraussetzungen 1°,2°, 3" der Definition 3.) folgt, daB3

4) S. Fussnote 3.

*) Bei der Nummerierung der in dem § 6 vorkommenden Relationen werden wir so vorgehen,
dald eine Relation des § 6, die eine zu einer Relation (5. x) von § 5 analoge Rolle spielt, die Nummerie-
rung (6..x) besitzat.
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1. das Objekt ¥& von den Objekten w. {r') und deren partiellen Ableitungen
erster Ordnung ¢ v, ¢ % abhingt,

W=1*(w; ¢;,w; v*; 6,0%),
2. die Funktion /= eine Losung der Funktionalgleichung
(6.3) A" PR =
= f*[14]77w; |4] P A (6.0 — pwA ' 6, 4); Asv’: A A" — AL AL A Y]

(vgl. die Gleichung (4)) sein mulb.
Wir bemerken, daf3 die Losungen der Gleichungen (5. 3) und (6. 3) beziiglich
der Teilmenge der Parameter, die der Bedingung

M, A =det t.-if,-; = |

geniigen, tbereinstimmen. Das folgt einfach daraus, daB die Gleichungen (5. 3)
und (6. 3) im Falle M, in dieselbe Funktionalgleichung iibergehen.

Folglich braucht man nur solche Folgerungen von (5. 3) zu uberpriifen. die
wir aus (5. 3) mit K-Transformationen vom Typus

41
gewonnen haben. Diese Fille waren die folgenden:

Der Fall n=1 Satz | lefert unmittelbar die vollstindige Losung unseres
Problems, wenn wir nur die Losungen der Gleichung (2. 11) fiir den Spezialfall

betrachten. Dies ergibt:

vl?Hy(le]=7w, [~ " (v dw — pw dv)) (v = 0)
(entsprechend dem Fall 1.),
w H,y(sgnw, de) (e=0,w=0,p=0)

(entsprechend dem Fall 1I. A. 1.).
r

" — dw P Hy(do) (e=0.w=0,dw-0.p=1)
(entsprechend dem Fall 1. B. 1. b,.).

0 (t=0,w=0.dw=0,p=1)
(entsprechend dem Fall II. B. 1. b,.).
0 (r=0,1w=0.dw=0)

(entsprechend dem Fall 11. B. 2. a.)

(H,(x, ). Hy(x, y), Hy(x) sind beliebige Funktionen.)
Der Fall n =1, {v'] {0}, w=0:
Im Zusammenhang mit der Darstellung

(6. 8) W =g (. W)
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bemerken wir, daB die Funktion g3 (wegen der Gleichung (6. 3)) positiv homogen
von erster Ordnung sein mufl. und es folgt aus (6. 8)

W= /g3 (sgnw, W, [w 1),

(W, < 70,0 — pwi ¢ = €. bezeichnet die Liesche Ableitung der Dichte 1w
beziiglich des Feldes {v}.)

Der Fall n=1, {v'} #{0}. w=0. Wir haben fir & die zu (5. 10) analoge
Beziehung

€,
<)

(6. 10) W = A7 (W, +v2(1 —2v") ! ‘I_II a,m, 05w, ..., 3, W], (], =020, ).

1" Im Unterfall {¢,w] = [0] ist ¥ eine Konstante

W =c"
die wiederum verschwinden mubl:
W =0,
2" Im Unterfall ¢,w#0, ¢,w=...=c,w=0 ist die Funktion /i, in

W = h,(%,.0,...,0),
pqsr'ffr homogen von erster Ordnung in ihren Veridnderlichen ¥, daher erhalten
wir
(6.11) W — 1, (sgn W) W, .
3° Der Unterfall 6;w,d,W, ...,cw#0; é,, W=..=0,w=0. (l<r=n)
Die Gestalt (6.11) von % gilt auch im Falle
WL e, w2, = 0,

wie man dhnlich wie in § 5. nachweisen kann.
Der Unterfall n =2, W) =%, =0.
Die Grolie

¢ L5 ba
l(‘z'v: _I!-Z f'|lu

a

1w

o
stellt jetzt eine gewdhnliche Dichte vom Gewicht —p + 1 dar,
= sgnAd(A -+,
folglich haben wir fiir ¥ nach (6,10) der Ausdurck
W = h3(e2(1—c') W, W),

Man Kann diese Gestalt von ¥ wieder mit Hilfe der K, — Transformation T,
zu dem Form

W= /1, (w)
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(153(.r)95h5(0, x)) bringen, die zeigt. daB W nur von der gewdhnlichen Dichte 1
abhingt.
Ist p=1, so wird W ein Biskalar,

W = sgn AW,
und wir kénnen mit Hilfe von K,-Transformationen des Typus
A = sgn

folgern, daB ¥ nur von dem Skalar 0| abhiingen kann. Die Komitanten von Skala-
ren, die (gewdhnliche oder Weylsche) Dichten sind. verschwinden identisch, also
muf} die Relation
R=0
auch in unserem Unterfall
{v}={0}, n=2, wW=0, W;=0, p=1

gelten.

Wenn p verschieden von Eins ist, so mull die Funktion /iy wiederum eine positiv
homogene Funktion erster Ordnung sein. Deswegen und wegen der Grundgleichung
(5. 3) folgt durch Anwendung einer Transformation von Typus

A = sgn i P!
der Ausdruck

P
W =cwr! (¢ Kkonstante).

Es sei in weiteren Unterfille die Giiltigkeit der Relationen
(0} #{0); n=>2; W, ..., 07#0,8,,W=..=0.8=0; W;=0 (r=2)

vorausgesetzt. Wir kénnen — wie in § 5 — unter Benutzung der Transformationen
T; T TZU' TJ‘ » Tg: beweise“, daB el'ltwedel'

N = Konstante (W, =0

ist, oder die Komitante & allein von der Weylschen Dichte

W, (=0)
abhéngt.
In ersten Falle folgt die Gleichheit
8 =0,

Wenn ¥, von Null verschieden ist, so erhalten wir die Darstellung

W = h7 (sgn Wy)- W,
dahnlich zu (6. 11).
Der Fall n=1,v' =0, In diesem Fall stellt {¢*] wieder einen gemischten
Tensor 7} zweiter Stufe dar. Das System seiner simtlichen unabhingigen skalaren
Komitanten sei wieder mit

G 5 iaay ByTyy ve3 T,
(R3] (o

bezeichnet.
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Die Komitante ¥ hingt also von w, von dessen partiellen Ableitungen ¢

und von dem Tensor 77 ab:
W=/*(w;;w; 5,

wobei die Funktion f* eine Losung der Funktionalgleichung

(6.19) A7 = f<[14]7"w; |4] " A5(@atv — pwA ' 3.4); A{ Ay Td)
sein mub.

Die Gleichungen (5. 19) und (6. 19) haben dieselben Losungen beziiglich der
Teilmenge M, (4=1) der Menge von K-Koordinatentransformationen (1). also
geniigt es wieder, nur diese Fille zu untersuchen, in denen wir die Folgerungen
von (5.19) mit Hilfe von K-Transformationen des Typus 4 = 1 gewonnen haben.

Der Fall a.) w #0.
Wir gewinnen aus (6. 19) durch die K-Transformation

-

E 5 « _(-,i_ll‘v - B .
Tar 4 =85 =1): A = o (s s uber L = 1o n)

Ap=0  ((p—q@)+(@q—r+@—p)'=0)
und dann durch eine die Relationen (1. 5). (1. 7) befriedigende K, -Transformation
die zu (5. 21) analoge Beziehung

(6.21) %:h*(w:g].....‘rr}.r,....,r,)._

wo die Funktion /i* eine positiv homogene Funktion beziiglich ihrer Verdnderlichen
v ist. Folglich haben wir fiir W den Ausdruck®)
W — /" (sgn; Gy rees @ Tas e T,) W),

in)

Der Fall by) w=0, {¢;w} = 0}
Man kann wmdcr hewelsen_ dal} ¥ nur von den Skalaren

RTINS 3
(1) ()
abhingt,
W=g* (m (("y].r,....,r,).
Daraus und aus (6. 19) folgt das Verschwinden von %&:
W =0,
Der Fall by) w=0, {¢;w] ;- 0]}.
Die Komponenten ¢, (j=1,....n) bilden jetzt eine kovariante W-Vektor-

P
dichte vom Gewicht —p:
ciw = |A|"" Ajd.w.

®) Die Veriinderlichen 7., ..., 1. sollen wieder positive ganze Zahlen mit der Eigenschafi

[}
Zr,zn
i=1
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Nach unseren Annahmen mul} die Komitante % eine algebraische Komitante der

Objekte {¢;w} und {'I}"} sein. Eine die Relationen (1. 3), (1. 7) erfiillende Transfor-
mation (bezeichnet mit T,,) zeigt, dal} W nur von

19000
{v;}=1{0;w]
und von den Skalaren

RN 5 - PR
(1) el L

abhingen kann:
(N %:h*(bj:lclr'....,{c':;'].rl,....r,).

wobei die Groben v; (j=1,...,n) die durch T,, transformierten Komponenten
der Vektordichte {¢,w} sind.

Die Komponenten b; stellen natiirlich (in einem neuen Bezugssystem Kj)
wieder eine kovariante W-Vektordichte vom Gewicht —p dar.

Aus {d;w} = {0] folgt die Ungleichung

(6.24) {v;} #{0}.
Wir nehmen wieder an. dal} (6. 24) durch die Relation
b, =0

verwirklicht ist und wenden eine K,;-Transformation vom Typus

oo % W
nl nl ul Dl

’ 0 1 |t RO ¢ 1

0 0 | PR v,
0 0 0 1
auf die Gestalt (I) von ¥ an. Wir erhalten
%-—h;[ ”1'";‘(171. S (ﬁ;. Ty eres T,]'m;i_f’._
VXS Piysosa Vs g 5 invi Zpd Ll BERB 113 0 i Pois Ty s Bp))

GemiB der Gleichung (6. 19) muB die Funktion 47 eine Losung der Funktional-
gleichung
(1) Clig SV IV H Nitd 1 (PTial¥ H Nl SO A PO
n
sein.
Wegen n=1 kann man die K,-Transformation

L 0 4...0
b,
0 0
T,s: A= ”’ i 4=1)
0. A L=z
0 YO R |
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anwenden. Die Funktionalgleichung (II) gibt dann die Relation

%:h’{‘[l;{?j. g e Ty g vz Bils

(n)

die zeigt, dalb ¥ eine Funktion von Skalaren sein muB. % ist aber eine W-Dichte
vom Gewicht —p (#0), somit mull & nach unserer Grundgleichung (6. 19) die

Gleichheit
Al P8 = W
erfiillen. Diese ergibt die einzige Losung von (I1) in der Form
W =0,

-

Unsere Ergebnisse tiber die Differentialkomitanten von W-Objekten in bezug
auf das kontravariante Vektorfeld {+'} konnen wir in dem folgenden Satz zusammen-
fassen.

Satz 6. Ist W eine Differentialkomitante der W-Dichte W vom Gewicht — p( =0)
beziiglich des kontravarianten Vektorfeldes ('), so kann % die folgenden Formen
haben und nur diese:

Im eindimensionalen Raum X,

[v]P H, (Jo]~Piv, o]~ PR,), (v#0)

[wIHl (Sgll v, dv), (v=01 w ;ﬁ(})
e
W =1 |w| -1 H,(dv). (v=0,w=0,diw=0,p1)
0, (v=0,1=0,dw %0, p=1)
fon—0 i — N A — M

n
Im n(= 1)-dimensionalen Raum X,:
Wenn der Vektor {v'} verschieden vom Nullvektor ist,

{v'} #{0},
so gilt fiir M:

so g W = [W|-H,(sgniw, w|~'W,)) falis w=0,
W = |W,|-Hs (sgn BW,) falls w=0,W;=0,
( 0  (p=D
0 (p=1
A { o falls w=0,W,=0,n=2,
Chw|»=t (p#1)
W = |W,|-H, (sgn W) falls w=0,W;=0,n=>2,

l%od-rv"ﬁam—pmﬁ,v“ = £, 0, W, Lp1a, 1w +020,, L a;'lm

In den Punkte von G (£X,). in denen der Vektor {v'} der Nullvektor ist,

'} =1{0},
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hat ¥ die Form:
W= w/-K(sgnw: Gpoes 8 T s t,) falls w0,
W=0 falls  w=0,
(Die Grofe w bezeichnet hier eine gewéhnliche Dichte vom Gewicht (p—1).)

Die Skalaren @ cos T Ty oo Ty sind im Falle {tv'} ={0} ein System von den
() n

skalaren Komitanten des Tensors {¢,v'}.
Die Funktionen”)

H(x, ¥); HaU50) Ha(e)e H 05 9), HilX)y Ha(x), KX, Vi, ParZias iy 2y
und die Konstante C sind beliebig.

§ 7. Die Lieschen Ableitung homogener linearer
geometrischer Objekte beziiglich eines kontravarianten Vektorfeldes
als Differentialkomitanten der gleichen Objekte beziiglich dieses Feldes
Aus der Gestalt der Lieschen Ableitung
By = vdQ+ cQdv

der homogenen linearen geometrischen Objekte (im Raum X,). aus der Gestalt
der Lieschen Ableitung der Skalaren, der kontra-, bzw. der kovarianten Vektoren,

der gewdhnlichen und Weylschen Dichten (im Raum X,; n>1) in bezug auf ein

kontravariantes Vektorfeld {v'} (s. A. NueNnHuUIs [8], J. A. ScHouTEN [9]) folgt,
dal die Liesche Ableitung der betrachteten Objekte die Forderungen 1°, 27, 37 der
Definition 3. erfiillt. Folglich kann man si¢ als eine Differentialkomitante des betref-
fenden homogenen linearen geometrischen Objektes beziiglich des Vektorfeldes {v'}
auffassen.

Es gilt nimlich der folgende

Satz. Wenn wir in unseren Sétzen 1., 2., 3., 4.. 5., 6. die auftretenden ( beliebigen)
Funltionen bzw. Konstanten

im Falle der eindimensionalen Objekte mit x(x, y)=y, i(x,y) =cxy, p(x,y, z2)=0,
v(x, =0, o(x)=0, 7(x)=0;

im Falle der Skalaren mit Fy(x, )=y, F3(x)=0, F3(x)=0, F;(x)=0,

Fd X! Vi, gttty s sl
im Falle der kovarianten Vektoren mit g,(x,y)=y, g,(x)=ux,

11=0, 72=0, y3=1;
im Falle der kontravarianten Vektoren mit Gy(x, )=y, G,(x) = —x, I'(x,y)=y,
Ny=K =tk Fi=1;

7) S. FuBnote ).
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im Falle der gewohnlichen Dichten mit hy(x.y)=y. hy(x) = —px,

' £ <1
k(1 oons Xk J10 s ¥) == 2 X, (‘fﬂ _2.!»'-]’ e=1;
f=

im Falle der Weylschen Dichten mit H,(x,y)=y, H,(x,y)=—pxy. Hi(x)=0,
H. (x. v)=p; Hs(x) =%, HatX) =%, R{XS V50005 Pk Tys sra s T )=

e dr i
=—px 2 ¥, |1= 2z C=0
It

j= =1

wdhlen, so gewinnen wir jeweils gerade die klassische Liesche Ableitung des betrachte-
ten geometrischen Objektes als einen Spezialfall der allgemeinsten Form der Diffe-
rentialkomitante des betrachteten Objektes beziiglich des kontravarianten Vektor-
feldes {v'}.

Zum Schluss spreche ich Herrn Professor J. Aczii und Herrn Professor
S. Goras fiir ihre wertvollen Ratschldge auch an dieser Stelle meinen besten Dank
aus.
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