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Linienelementriaume mit nicht-symmetrischem Fundamentaltensor

Von ARTHUR MOOR (Szeged)

Herrn Professor A. Rapcsak mit bester Freundschaft
zu seinem 50 Geburtstag gewidmet

§ 1. Einleitung

In mehreren Arbeiten wurde schon die Theorie und die geometrische Struktur
eines, durch einen Fundamentaltensor g;; — der in i, j symmetrisch vorausgesetzt
wurde — bestimmten Linienelementraumes ¥, untersucht, von denen wir jetzt nur
auf die Arbeiten [5], [6] und [8] verweisen wollen'). Die Ubertragungsparameter

des invarianten Differentials geniigen in den zitierten Untersuchungen der Forderung,
dal sie metrisch sind, d. h. das invariante Differential des metrischen Fundamental-
tensors ist identisch Null. Diese Forderung definiert aber noch nicht die Ubertragungs-
parameter ecindeutig, es konnen nidmlich zu den symmetrischen Ubertragungspara-
metern des Raumes zwei weitere, in 7,/ schiefsymmetrische Tensoren: a;;, bzw.
ftim addiert werden (vgl. [5]. Formel (2. 24) und [6], (3.9)), so daB die metrische
Eigenschaft des invarianten Differentials, d. h.:

(1. 1) Dg;;=0

unverdndert bleibt. Die Tensoren o, und p;;, konnen somit auch als die geomet-
rische Struktur des ¢,-Raumes bestimmenden Fundamentaltensoren betrachtet
werden.

Im folgenden wollen wir eine Ubertragungstheorie der Linienelementriume
entwickeln, deren Fundamentaltensor g;,(x, v) in i, j nicht-symmetrisch ist, fiir den
aber (1. 1) gilt. Eine derartige Ubertragung wurde in Punktriumen von V. HLAVATY
und L. P. EiSeNHART (vgl. [2], (3] und [4]%)), bzw. in Linienelementriumen von
V. Bliznikas entwickelt (vgl. [1]). Unsere Methode, die wir bei der Entwicklung
beniitzen wollen, ist aber von der von V. BLizNikAs verwandte fundamental ver-
schieden, denn er beniitzte dic Laptewsche Methode, wihrend wir im vorliegenden
Aufsatz die Resultate unserer Arbeiten [5] und [6] unmittelbar verwenden. Am
Ende ist unser Hauptziel die Bestimmung jener Fundamentalgleichungssysteme, die
die in 7, j schiefsymmetrischen Tensoren 6, und p;;,, definieren, ausgedriickt durch
den schiefsymmetrischen Teil des nicht-symmetrischen Fundamentaltensors g;;.

') Vgl die Literatur am Ende unseres Aufsatzes.
*) In der Arbeit [4] ist die Gleichung. die unserer Relation (1.1) entspricht, die Gleichung
(16.1a). nicht aber (2.1).
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Im zwei bzw, dreidimensionalen Fall werden wir die Losbarkeit dieser Fundamental-
gleichungssysteme, bzw. die Eindeutigkeit der Losungen eingehend untersuchen
(vel. §3.).

Letztens untersuchen wir im §4 die Lie-Ableitung des allgemeinen nicht-
symmetrischen Fundamentaltensors und wir werden hinreichende Integrabilitiits-
bedingungen fiir 4g;; =0 bestimmen.

§ 2. Grundformeln der Ubertragungstheorie

¢ sei eine Mannigfaltigkeit der Linienelemente (x, v) in der die Zentren x
der Linienelemente eine n-dimensionale Punktmannigfaltigkeit bilden. Als Linien-
elementmannigfaltigkeit ist also ¢ (2n — 1)-dimensional. Die geometrische Struktur
von ¢5 sei durch einen in i, j nicht-symmetrischen Tensor g;,(x,v) und durch ein
lineares invariantes Differential von der Form

2.1 D& = d&i+ M, & dvk + L\ & dx*

festgelegt, wo die Ubertragungsparameter M, und L/, so beschaffen sind, daB
die Formel (I.1) fiir den nicht-symmetrischen Fundamentaltensor g;; giiltig ist
und auBerdem - wie das in den affinzusammenhingenden Linienelementriumen
immer gefordert wird:

Afjikl:k:[}

ist. Selbstverstindlich ist durch (2. 1) das invariante Differential fiir beliebige Ten-
soren in der gewdhnlichen Weise definiert. Diese Linienelementriume in denen
also der Fundamentaltensor g;; in , j nicht-symmetrisch ist, werden wir im folgenden
immer durch ¥} bezeichnen, wiithrend ¢, die Rdume mit symmetrischem Funda-
mentaltensor bezeichnet.

Auf Grund von (1.1) ist die geometrische Struktur im Wesentlichen allein
durch g;; bestimmt; im folgenden miissen wir somit den Zusammenhang der Uber-
tragungsparameter L/, und M/, mit g;; bestimmen. Vorher werden wir aber (2. 1)
umformen; wir driicken ndmlich (2. 1) mit Hilfe der fundamentalen kovarianten
Ableitungen aus.

Bezeichnen wir mit ®'(d) das invariante Differential des Einheitsvektors

.. o of \f——
f'=};_, Fey g viv?

und mit V, bzw. V, die fundamentalen kovarianten Ableitungen. so wird aus
2. 1)

2.9 D& =V, & dvm 4V, Eom(d),
wo
(2.3a) Vil S0, 8 = S Lo+ L8, N = Fye,

der Index o die Uberschiebung mit /,

®

(2. 3b) V& L&+ M, ENT
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bedeuten (vgl. [6] § 3, insbesondere die Formeln (3. 3)—(3. 4b)) und
L;im &t L.iim = ‘J”;ir La’m" "”_;i! = ﬁ'_{!j";}r
‘ﬁj‘ir =FM fi = l;gub-l'""'h M,

ist. Der Tensor J*., ist durch das Gleichungssystem

m om
- ("lj-

(2.4) (8 + M, )J*
festgelegt, wobei wir immer bedingen wollen. dafl (2. 4) auf J*{ eindeutig lsbar
ist. d. h.

(2. 4a) Det (8 + M,';) # 0

besteht. Aus (2. 2)—(2. 3b) folgt, daB3 es fiir die Festlegung von DE' hinreichend
ist statt LJ,, M/, die gréen L*/ , M*J, zu bestimmen.

Wir wollen bemerken, dafl unsere Formeln (2. 1)—(2. 4) in die entsprechenden
Formeln unserer Arbeit [5] iibergehen, falls

¥ = 8 — M,";
ist. Dies ist aber nur im Falle
(2 5) ﬁ?nij l"_fomf — 0

méglich. Ist (2. 5) nicht giiltig, so kann J*{" nicht in expliziter Form durch M,
ausgedriickt werden; es wird sich aber zeigen, dall im folgenden das nicht notwendig
ist: die eindeutige [osbarkeit von (2. 4) wird schon hinreichend sein.

Bezeichnen wir mit 4;; bzw. k;; den symmetrischen, bzw. schiefsymmetrischen

Teil von g;; d. h.:
d del

"
hi;=8apn> ki;=8un>

so folgt auf Grund von (1. 1), daB das invariante Differential von /;; bzw. k;; identisch
Null ist. Beachten wir nun die Zerlegung (2. 2) des invarianten Differentials nach
den kovarianten Ableitungen, so sicht man, daB} (1. 1) mit den Formeln

(2. 6a) V,.h;=0, (2. 6b) Vuki;=0

t:’l- Ta) bmha‘j e 0? (2' ?b} emkij :0

dquivalent ist. Der Tensor /;; spielt also die Rolle des Malitensors in unserem ¥; -
Raum.

Aus der Bedingungsgleichung (2. 6a) bekommt man fiir die Ubertragungs-
parameter Lj‘, dieselbe Form, wie in unserer Arbeit [5] (vgl. [5]. (2. 24). bzw.
Gleichungen (2. 17)—(2.24)) d. h.:

{2- 8} L:j-u s rrjm i Aier: o'a'm g T jim
wo a;;, einen in 7, j schiefsymmetrischen, sonst aber noch beliebigen Tensor bedeutet,
J; ist die Losung des Gleichungssystems

(0s + Ao s)Jy = &,
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ferner, es ist

or 1
Ai;rd 4 _2 hij”r'

Das Herauf- bzw. Herunterziehen der Indizes wird immer mit dem Maftensor h'/
bzw. h;; durchgefiihrt. Fiir die Eindeutigkeit von J7 mul} noch

Det (6; + 4,,) # 0
bedingt werden und auBerdem soll noch die Relation
def :
h fu— DE[ (hu) < 0

bestehen, die die Eindeutigkeit des kontravarianten Maltensors /" sichert. 7},
ist in der Formel (2. 8) der allein aus /;; gebildete in i, m symmetrische Ubertragungs-
parameter; die explizite Formel von I}, in (2. 8) befindet sich in [5] in den Formeln
(2. 18) und (2. 21).

Da nach (2. 4) und (2. 4a) auch

Det (J*])# 0
ist, folgt aus (2. 7a):

(2- 9) "'d.‘;m = Armr Um‘

WO t;;,, einen in 7, j schiefsymmetrischen Tensor bedeutet (vgl. [6]. Formel (3.9),
insbesondere Satz 2), der aber der Relation p;;,, =0 geniigen mul.

Der symmetrische Teil des Fundamentaltensors g;; bestimmt also die Uber-
tragungsparameter bis auf die in 7, j schiefsymmetrischen Tensoren a;;, und u;;,.
Die Relationen (2. 6b) und (2. 7b) bestimmen nun je }n?(n—1) Gleichungen fiir
die ebensoviel Komponenten der Tensoren &, und pu;;,. Mit der Bezeichung

Bi’jm 2 -,' kr‘j”m

kann (2. 6b). bzw. (2. 7b) in der Form

(2 |0E.l) ‘-mkl‘j_'zgl'jr L:rm T Litrmk L:rmk - 0
bzw.
(2 lOb} 2ijm oo ".’!: m*{r; Ei ’er;‘lr =0

angegeben werden. Beachten wir jetzt fiir die Ubertragungsparameter die Formeln
(2. 8), bzw. (2. 9), ferner die schiefe Symmetrie von k;; in 7, j, so bekommt man aus
den beiden letzten Gleichungen:

/] =4 i r 5 @ g a =r r 5 l
{2. I]El) G'.;.‘m(f)”k[]h '_; Ar \J.ﬁ ‘,}[rjl'}l\-l‘].r_'_}I B:‘jr{ob S l4u $Jh ’) s B Vl!l’(l—'_}.‘

bzw.

| T
2.11b) I ;r|m|k;]l- = 3 Vukijs



Linienelementriume mit nicht-symmetrischem Fundamentaltensor 249

wo V,, die mit I'77,, gebildete und (2. 3a) entsprechende kovariante Ableitung, bzw.
V., eine weitere kovariante Ableitung, undzwar

v.’mki R” mn AI mk i m;‘
bedeutet. Es gilt:
V k ,‘i_,"‘ku:rro m ri m"‘r; r_p ml‘ ire

m

Aus (2. 6b) und (2. 7b) folgen also die Gleichungen (2. 11a) und (2. 11b). Aber
es gilt auch die Umkehrung: aus den Gleichungen (2. 11a) und (2. 11b) folgen auch
die Relationen (2. 10a) (2. 10b) die im Wesentlichen mit (2. 6b) und (2. 7b) identisch
sind.

Unsere bisherige Resultate konnen wir im folgenden Satz zusammenfassen:

Hauptsatz. Notwendig und hinreichend fiir die Giiltigkeit der Relation (1. 1) fiir
einen nicht symmetrischen Fundamentaltensor g,; ist die Lisbarkeit der Gleichungs-
systeme (2. 11a) und (2. 11b) auf

: defl
F.
Gi'm

i =% i del
frjral.fm L b" W. o“! m ;J !‘Irﬂf :
WO Gy bzW. Wi, in @, r schiefsymmetrische Tensoren sein sollen, p;.,, noch der Rela-
tion w;.,=0 geniigen soll und

: . defl def
h‘rhi_‘.zog. h,‘j=g“‘j,- kuigl,”.

Man kann fiir das Gleichungssystem (2. 11a) auch die folgende &dquivalente
Form beniitzen:
|

(2. l2) o-“.'un{()'" h] J-‘“"!‘“]An!}Q}ri = .) Vl'llkl'j
mit
(2. 12a) QFi = o;kif +1'Bij.

Die Identitdt der Gleichungssysteme (2. 11a) und (2. 12) kann unmittelbar verifi-
ziert werden, falls man die Relationen

defl def
sb &€ Lbr |3 ] J‘u
J®=h Jr‘- Gam h G ism

und die schiefe Symmetrie von a,,, in a, s beachtet.

§ 3. Untersuchung der zwei und dreidimensionalen Fille

Nehmen wir jetzt an. daBl in unserem ¢y -Raum ./, =0 gilt. Die Ubertragungs-
parameter L{/, haben jetzt nach (2. 8) die Form:
‘Li-jm - !W:J‘m T O0i'm- Jlij]lll - 0' o-njm = 0'

Die Gleichungen (2. 11a) und (2. 11b) haben jetzt dieselbe Form. undzwar:

G. 1) AT Y TR

4)1 TR
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wo X, den Tensor ¢.,, bzw. ut, bedeutet und entsprechend @, =V, k,;,
bzw. @, =¢',,,kq gesetzt werden soll. @, ist also in beiden Fillen ein in /, j schief-
symmetrischer Tensor.

Schreiben wir jetzt (3. 1) in der Form:

.=

(3. 2) Xahméi'jkl'j — 2_ q)l'jur-

beachten wir ferner die schiefe Symmetrie in i, j und nehmen wir noch an, daB
die Dimension des Raumes =2 ist, so bekommt man in cinem ¥3-Raum?);

(3.3) XIZm(k22+k11):¢Ilm* ”f:I,Z.

Bei der Herleitung dieser Formel haben wir auch
Xahm pre s Xbam

beachtet, die offenbar giiltig ist, da a,,,, und g, in den Indexen «. b schiefsymme-
trisch sind, und X, eben diese Tensoren representiert.
Wegen
ki'+ky* = hik;; =0,

verschwindet aber der Koeffizient von X,,,, in (3. 3), somit ist (3. 3) nur im Falle
@, =0 l0sbar. Ist aber @,;, =0, so ist offenbar X,,, in (3. 3) beliebig wihlbar.
Dieses Resultat beweist den folgenden

-

Satz 1. Die Relation (1. 1) ist in einem ¥5-Raum nur im Falle
- u ] -
('3- 4) mGfj B ) Vm(gr'j_‘gﬂ} =0
erfiillbar. Soll noch in dem Ubertragungsparameter (2. 8) @', =0 sein, so nufi auch

o
V.-.(Ri,_gﬁ) =0

(3.5) V.ki; = 5

gelten,
Gilt aber die Relation (3.4), so kann der in i, j schiefsymmetrische Tensor u,;,,
aufler der Bedingung p,;, =0 beliebig gewdhlt werden.

Bemerkung. Die Relation (3. 5) folgt wegen der Bedingung ¢,/,, =0 auch un-
mittelbar nach (2. 11a), da im Falle: n=2

— 41 i S
Fao,ﬂ'm " dl}'m"' e 7 aljm[ = 0,

woraus wegen v' #0, v? =0 und wegen

Opim =022 =0

) Ein vi-Raum ist als Linienelementmannigfaltigkeit 3-dimensional. nur die Zentren der
Linienelemente bilden einen 2-dimensionalen Raum.
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auch ¢, =0 folgt. Es kann ndmlich nur j=1, oder j=2 sein. Im Falle n -2 folgt
aus o,/,=0 die Formel (3. 5) noch nicht. —

Jetzt gehen wir zur Untersuchung des dreidimensionalen Falles iiber. Wegen
der schiefen Symmetrie von X, in a, b hat dieser Tensor die Komponenten:

Xllm- XI3M’X23m) f”-'-:],z, 3.

Alle iibrige Komponenten sind entweder Null, oder aber unterscheiden sich von
den angegebenen Komponenten nur im Vorzeichen.

Nehmen wir jetzt in (3. 2) fiir (/, i) die Zahlenpaare: (1, 2), (1, 3) und (2, 3),
so bekommen wir das Gleichungssystem:

Xllm(kl' 4_!"33)+X13mk.23_X!Jmklj i —¢Ilm

(3.6) Xiamks?+ Xyamlky ' +k32) + Xa3uk 2 = = Py 3,
o Xlka.'\! T Xl.'ime! T Xz_am”"z! T !"J-‘) T ¢.‘.3m
m=1,223.

Beachten wir die Relation

k' = k' +k2 +ky? =0,

die aus der schiefen Symmetrie von k;; unmittelbar folgt, so bekommen wir aus
(3. 6) den folgenden

Hilfssatz. Norwending und hinreichend fiir die Lisbarkeit des Gleichungssystems

(3.6) ist:
I'_ks“‘ k.’.a ”'k13 — Do "k33 ”":3 "k13
(3.7) Rang k32 —ki? k] = Rang| —Piam k3?2 —k? k2
—ky! ka! —ky! — @Prym —Ky' k3' —kg*
m=1,23.

Aus diesem Hilfssatz bekommt man unmittelbar die Bedingungen fir die
Existenz eines schiefsymmetrischen Tensors k;; der den Gleichungen (2. 6b) und
und (2.7b) geniigt, d.h. (1. 1) bestehen wird. Nach der Ubereinstimmung der
Gleichungen (2. 11a) falls 6., =0 — (2. 11b) und (3. 6) folgt nimlich der fol-
gende

Satz 2. Norwendig und hinreichend fiir die Existenz der Ubertragungsparameter
(2.8) — mit 6,0, =0 — und (2.9) im Falle n =3, so, daff (1. 1) giiltig sei, sind die
Relationen (3. 7), wenn man in diese Relationen

(3- B) ¢ﬂbm = vm kab ] h:“; ¢nhm = V-"m kah
substituiert.

Wegen seiner moglichen Anwendungen in den physikalischen Feldtheorien,
wollen wir noch den vierdimensionalen Fall behandeln. Die Unbekannten des
Gleichungssystems (3. 2) sind wegen der schiefen Symmetrie von X, in a, b:

almn
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Xiz2m> X13ms X1am> X23ms X24m» X3am- Das Gleichungssystem (3.2) ist nun auf-
losbar auf X, falls der Rang der Matrix

Qi +R%) k3 ky* —k,3 — k¢ 0
=Py 3m ki? (ky' +k3°) ks* ky? 0 —k,*
M —~ @1t ky? ki*  (kit4k®) O ky? ky?
P — k! k' 0 (k2 +k3?)  ky* —k,*
—Poram —ka! 0 k! ks® (k2? + ky*) ky?
~ Py 0 7y ks =5y ky? (k3 + k%)

m=1,23.4.

mit dem Rang der Matrix M,, libereinstimmt, wenn M, diejenige Matrix bedeutet.
die aus M,, durch Weglassen der Spalte — @,,,, entsteht.

Der dem Satze 2 entsprechende Satz ist nun:

Satz 2a. Notwendig und hinreichend fiir die Existenz der Ubertragungsparameter
(2.8) — mit 6,0, =0 — und (2.9) im Falle n=4, so, daff (1. 1) giiltig sei sind die
Relationen

Rang M,, = Rang M,,. m=1,2 3,4,

wenn @, die Griofen (3. 8) bedeutet.

Der Fall der Punktridume sind in unseren Resultaten enthalten. Wir wollen
auch diesen Fall kurz besprechen. In Punktriaumen sind alle charakteristische Gréflen
nur vom Orte x' abhidngig und von der Richtung ¢' unabhidngig. AuBerdem ist

."1;.)1 :_:0.. ‘Bljk 5.50. ,u,'jk EO.

Aus dem ¢,', bestimmenden Gleichungssystem (2. 11a) wird:
. 1
(3' 9) Gahm‘)[jki]h — 2 mGij-

Dieses Gleichungssystem stimmt aber vollstindig mit dem Gleichungssystem (3. 2)

tiberein, falls X, =04, und @, =V, k., gesetzt wird; jetzt ist dic Bedingung
ol =0 nicht ndtig dafiir, da3 die Gleichung von o, die Form (3. 2) habe. Der
den Sétzen 1 und 2 entsprechende Satz lautet jetzt:

Satz 3. Notwendig und hinreichend fiir (1. 1) ist in Punkitrdumen im Falle n=2:

mGszo'
und im Falle n=3 die Bedingungsgleichung (3. 7) mit &, :V,,,ku.
Bemerkung. In Punktrdumen ist V, eben die durch die aus /;; gebildeten
Christoffelschen Symbole bestimmte kovariante Ableitung.

im
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§ 4. Lie-Ableitung des Fundamentaltensors g;;

Die Transformation

|

nennen wir eine infinitesimale Transformation der Linienelemente, falls in (4. 1)
or infinitesimal ist. Die Lie-Ableitung eines geometrischen Objektums Q beziiglich
der Transformation (4. 1) definieren wir durch die Formel:

' = xf4-§'(x)ot
d = p'+ v, ot

|

(4.2) 408 fim 2. 0) — QX v)

_ B0 ot
(vel. [5] §9.). e Tl _ T

Im folgenden bendtigen wir einige Identititen der Lie-Ableitung (vgl. [5] § 9
und § 10), undzwar:

(4. 3) Any; = §0,My+ 0" 0, &M 0pmti;+ 056,84 1, 0,8,
wo 1;; einen beliebigen rein kovarianten Tensor zweiter Stufe bedeutet:
(4.4) ALY, = VVi& + Ry & + LN, (V, & + 2957, &) +
+26rV, Q5+ 2V, 8 Q1

wo

QL R 2@ Liy'n— LYl L'+ L' Li'n)
bedeutet: ferner
(4.5) A(Vumi)) = Vi(dnip) = =i ALY p— ;ALY — myjl, ' AL,
(4. 6) OpmAN;;— A0,mn;; = 0.

Die kovarianten Ableitungen geniigen den Vertauschungsformeln:
(40 ?) vlm (ﬁv‘ ’h;) = Ev’(vmni;‘) = Ev‘ L:rm (6:"0' + 6; Nir + Ut(":v“ ql’j)'

Die Lie-Ableitung von g;; geniigt auf Grund der Definitionsformel (4. 2) der
Relation:

(4. 8) ag,; = Ahy+ Ak,;.
Nehmen wir jetzt an, dal

gilt. Auf Grund der Definition der Tensoren von 4;; und k;; folgt aus der Relation
(4.9), daB3 auch

bestehen. Gilt nun fiir eine Transformationsgruppe (4. 9), so kann diese Transfor-
mationsgruppe als eine verallgemeinerte Bewegung betrachtet werden, da aus (4.9)
folgt die Relation (4. 10a) und der Tensor /;; ist im wesentlichen der metrische
Fundamentaltensor unseres ¥;-Raumes. Durch (4. 10a) sind aber eben die Bewe-
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gungen eines metrischen Linienelementraumes charakterisiert (vgl. [5], Gleichung
(10. 1)).

Die Integrabilititsbedingungen von (4. 9) bestehen also aus den Integrabilitéts-
bedingungen von (4. 10a) und (4. 10b). Statt der Integrabilititsbedingungen von
(4. 9) werden wir aber die Integrabilitdtsbedingungen von

@.11) ALY, =0

mit den Nebenbedingungen (4. 9) bestimmen. Dadurch erhalten wir offenbar hin-
reichende Bedingungen fiir 4g;;=0, die aber nicht umbedingt notwendig sind, da
fir die Giltigkeit von (4. 9) die Relation (4. 11) nicht umbedingt bestehen muf.
Die Relation (4. 9) werden wir durch die beiden mit (4. 9) dquivalenten Relationen
(4. 10a) und (4. 10b) ersetzen; wir werden also die Integrabilitdtsbedingungen von
(4. 11) mit den Nebenbedingungen (4. 10a) und (4. 10b) bestimmen.

Wir wollen noch darauf hinweisen, daB die bestimmenden Integrabilitits-
bedingungen des Systems (4.11) und (4. 10a), (4. 10b) die bisherigen in dieser
Richtung durchgefiihrten verallgemeinern und daB sie auch notwendig sind, falls
aus (4. 10a) und (4. 10b) auch die Relation (4. 11) folgt, wie z. B. im Finslerschen
Raum (vgl. [7], Kap. VL. § 1, insbesondere S. 220), der durch die Relationen

kij=0, hy= %&%HFI, LV =TIt
charakterisiert werden kann. Es sind in den gesuchten Integrabilititsbedingungen
die Resultate des § 10 unserer Arbeit [5] — d. h. die Integrabilitdtsbedingungen des
aus (4. 11) und (4. 10a) bestehenden Systems — auch enthalten,

Um die Integrabilititsbedingungen von (4.11) mit den Nebenbedingungen
von (4.10a) und (4. 10b) zu bekommen, miissen wir auf Grund von (4.4) und
(4. 11) fir den Vektor & die Vertauschungsformeln der partiellen bzw. kovarianten
Ableitungen bilden, und die in dieser Weise bekommenen Tensorrelationen zusammen
mit (4. 10a) und (4. 10b) weiter differenzieren.

Aus dem Differentialgleichungssystem (4. 11) und (4. 10a) erhalten wir nun
die lange Reihe der Integrabilititsbedingungen, die wir schon in unserer Arbeit
[5] im Theorem B auf S. 110 angegeben hatten, neuere Integrabilitdtsbedingungen
erhalten wir also durch die verschiedenen kovarianten Ableitungen®) von (4. 10b).
— Statt partieller Ableitungen nach x* kénnen wir sofort die kovarianten Ableitungen
V, beniitzen, um die Bedingungen sofort in tensorieller Form zu bekommen. —

Aus (4. 10b) folgt:

(4. ]2) deku-:().

Substituiren wir aber in die Formel (4. 5) n;;=k;;, beachten wir ferner die Relation
(2. 6b), so wird im Hinblick auf (4. 12):

V, dki; = ki ALY+ kyy ALY o+ kil It ALY .«

Aus dieser Formel folgt, daB (4. 12) auf Grund von (4. 11) immer identisch erfiillt
ist. Aus (4. 12) bekommt man also keine weitere Integrabilititsbedingungen.

4) Die partielle Ableitung nach v* kann auch als eine Art der kovarianten Ableitungen betrach-
tet werden.
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Die ldentititen (4. 5) und (4. 6), die auf beliebige Tensoren erweitert werden
konnen, zeigen, daB fiir Tensoren die kovariante Ableitung V,, und die partielle
Ableitung 0,» mit der Lie-Ableitung A vertauschbar sind, falls (4. 11) gilt. Somit
bekommt man nach partiellen Ableitungen von (4. 10b) auf Grund von (4. 11)

(4,13) A0ym, ki; = 0, ..., A0y, ... Opm, Kty = 0s
Die Integrabilititsbedingungen von der Form:
4. 14) V,40.k; =0

sind in den bisherigen schon enthalten, da wenn man in die Identitit (4. 7) n;; =k,;
substituiert, (2. 6b) beachtet und auf beide Seiten die Lie-Ableitung anwendet, so
wird :

(4. 15) :.1Vmﬁv|ku - A{av.L:'m(afk,j+6}k,—,+v'5.;ku)},

wenn wir jetzt noch die Vertauschbarkeit der Lie-Ableitung mit den Operationen
V.. und ¢, beachten, die fiir Tensoren — wie wir es schon bemerkt haben — auf
Grund von (4. 11) immer erfiillt ist, so wird nach der leicht beweisbaren Identititen
(vgl. [5). Formel (10.12)):

0.1 5 0 AL, 4v'=0,

die Formel (4. 15) eben in (4. 14) iibergehen. Es gilt somit der

Satz 4. Hinreichende Integrabilititsbedingungen fiir (4. 9) sind aufer den Integra-
bilitiitsbedingungen von (4. 11) und (4. 10a)’) die Gleichungen (4. 13).

Wir gehen jetzt zur Untersuchung der Existenzfragen der Transformations-
gruppen iiber. Beziiglich der Existenz von Transformationsgruppen, fiir die (4. 9)
gilt, beweisen wir den folgenden

Satz 5. Gilt fiir eine einparametrige Transformationsgruppe die Relation Ag;; =0,
so existiert ein geeignetes Koordinatensystem in dem é,.g;;=0 besteht. Umgekehrt:
ist 0,.8;;=0, so bestimmt die Gruppe

(4. 16) X = xi+ 041t
eine Transformationsgruppe, fiir die Ag;;=0.

Beweis. In einem geeigneten Koordinatensystem wird der Fundamentalvektor
&' der infinitesimalen Transformation die Komponenten &' =4 haben. Fiir n,;=g;;
und & =4, bekommt man aus (4. 3) im Hinblick auf (4.9) eben die beweisende
Relation

a.ﬂguzo'
Aus (4. 16) und (4. 3) folgt nun
Agij=ax‘gijn

woraus die zweite Behauptung des Satzes folgt.

5) Die lange Reihe der Integrabilitiitsbedingungen des Systems (4. 11) und (4. 10a) s. etwa in
[5] im Theorem B) auf S. 110.
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Aus dem Satz 5 folgt noch auch fiir die verallgemeinerten Bewegungen die
in ¥, - und ¥7-Rdumen fiir gewdhnliche Bewegungen (die mit 44;; =0 charakteri-
siert sind) wohlbekannte Behauptung:

Existiert im ¥y -Raum eine infinitesimale verallgemeinerte Bewegung, so existiert
in ¥y auch eine einparametrige verallgemeinerte Bewegungsgruppe. die von der infini-
tesimalen verallgemeinerten Bewegung erzeugt wird.
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