Uber eine Verallgemeinerung des Entropiebegriffs
der maflitreuen Abbildungen

Von Z. DAROCZY (Debrecen)

Einleitung. Wie bekannt, wurde in der Ergodentheorie eine neue invariante
GréBe einer maBtreuen Abbildung 7. die sogennante Entropie von 7, gefunden
(KoLMOGOROFF [7], [8], SiNar [12]). Die grundlegenden Ergebnisse dieser Theorie
sind in den Arbeiten von HaLmos ([5]) und von RocHLIN ([11]) dargelegt. Einen
eleganten Beweis der Eigenschaften der Entropie kann man in der Arbeit von BROWN
([3]) finden.

In der vorliegenden Arbeit wollen wir einen allgemeineren Begriff der Entropie
einer maBtreuen Abbildung angeben. und wir werden uns mit einigen Eigenschaften
des neuen Entropiebegriffs beschéftigen.

1. Essei(X, S, u)ein MalBlraum mit dem normierten MaB u(X') = 1. Es bezeichne
I' die Gruppe der invertierbaren maltreuen Abbildungen von X auf sich. Zwei
Abbildungen 7 und S aus I' werden wir konjugiert nennen, wenn es eine Abbildung
Rel gibt derart, daB S = RTR-! erfiillt ist. (HAimos [5]). Wir wollen
sagen. daB eine auf I' definierte Funktion #(7) invariant ist. wenn bei beliebigen
ReTI die Gleichung #(RTR')=x(T) gilt.

Es sei 2 eine endliche Zerlegung des MaBiraumes X, d. h.

n
A={A4,€S5,4,NA4;=0 (i%j), U A;=X},
i=1

und es bezeichne Z die Menge aller endlichen Zerlegungen von X. Sind 2 und 8
zwei Zerlegungen aus Z, so bezeichne AVY die Vereinigung von A und B, d. h.
AVY = {ANB|AcA,BcB}. Ist TEr beliebig und A€ Z, so ist TA =
= {TA| AU} €Z. Offenbar gilt T(AVB) = TAVTH.

2. Es sei G(py,pa,....p,) eine Funktion, die fiir alle natiirlichen Zahlen n
und alle reellen Zahlen p,, p;, ..., p, definiert ist, fiir welche p, =0 (k =1, 2, ..., n),

n

> py=1. Die Funktion G heiBt eine Grundfunktion. wenn sie die folgenden
k=1
Eigenschaften hat:

1” die Funktion G(py, p,, .... p,) ist symmetrisch in p;, P, .... P’
2" G(pysP2s s Pus 0) =GPy, P2y oes Po)-
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Nun sei A={A4,i=1,2,....n} eine Zerlegung von X aus Z. Die Entropie
von A beziiglich der Grundfunktion G bezeichnen wir mit H ():

(1) Hg(AN)=Glu(A,), u(4,), .... u(4,)].

Beispiel 1. Es sei
{—rlogr fir 7€(0,1]
=1 0o fur r=o0.

Die mit der Grundfunktion

n

) Gi(P1.P2s 00 = 2 9 (D)

gebildete Entropie von 9 wird die Shannonsche Entropie einer Zerlegung genannt.
(S. [3] und die Arbeiten [1]. [5], [7], [9]. [10]. [11].) Der Ausgangspunkt bei der
Konstruktion der Entropie einer maltreuen Abbildung war eben der Begriff der
Shannonschen Entropie einer Zerlegung. (Vgl. [7]. [8], [12].)

Beispiel 2. Es sei

1 <
@) Go(P1sP2s s ) = {5 log 2 1,

wo o=0 und x#1 ist. Die mit dieser Grundfunktion definierte Entropie nennen
wir die Rényische Entropie von 2. (S. [9], [10]. [1].)

3. Die Entropie von T¢I beziiglich der Zerlegung ? und der Grundfunktion
G erkldren wir durch die Grof3e

4 ho(N, T) = hm sup Hc.[ V T"‘l]

Nun definieren wir die Entropie von 7 beziiglich der Grundfunktion G folgen-
dermaBen:

(5) he(T) = iulz) he A T).

(Vel. [12], [11]. [3].)
Es gilt der folgende

Satz 1. Die Funktion hy(T) ist eine invariante Grofle einer Abbildung T¢I,
d. h. fiir jedes RcT gilt
ho(RTRY) =he(T).
BEwEis. In der Tat gilt:

he(A, RTR ') = limsup — H(,[V (RTR ‘)“‘[]

n=>on

1
= lim sup — l HG( V RT'R '“[] = lim sup — : HG[ V T‘(R"‘)I)] = h(R-1¥%,T),
=0

n—3ce n—te=
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woraus folgt:
hg(RTR~ 1) = sup hg(A, RTR~1) = sup hg(R2UA, T) = he(T),
HNeZ NeZ

was zu beweisen war.

4. Die mit der Grundfunktion (2) gebildete Entropie kg (7T)=h(T) eciner
maltreuen Abbildung heiBt die Shannonsche Entropie von 7. Aus den informations-
theoretischen Ergebnissen kann man einige grundlegende Eigenschaften der
Shannonschen Entropie 4,(7) erhalten, die bei der Anwendung des Entropiebe-
griffs in der Ergodentheorie eine wichtige Rolle spielen. Zunichst wollen wir beweisen,
dal3 die Beziehung

h(T*) = |k|h(T)

(k eine beliebige ganze Zahl) gilt. Sie folgt aus einer bekannten Ungleichung fiir
die Shannonsche Entropie ciner Zerlegung.

Es seien [ und ¥V zwei Zerlegungen von X. Man sagt dann, daBB ¥ eine Unter-
zerlegung von B ist, wenn zu jedem A <9 eine Mengenfolge B, ..., B, aus U exis-

I
tiert, derart, dal 4 = |J B, gilt. Man schreibt dafiir A — W, Nun gilt fiir die Shannon-
i=1
sche Entropie H; = H, die Ungleichung

H,(A)=H, (),
wenn A<V ist.
Wir fithren jetzt den Begriff einer monotonen Grundfunktion ein. Man sagt,
daB eine Grundfunktion G monoton ist. wenn aus der Beziehung A —

(©) Hy(N) = Hg(Y)

folgt. Offenbar ist G; eine monotone Grundfunktion (S. [3]). Wir beweisen den
folgenden

Satz 2. Ist G eine monotone Grundfunktion, so gilt die Beziehung

(7) ha(TX) = (k| hg(T)
Sfiir alle ganzen Zahlen k.

BEwers. Der Beweis des Satzes 2 zerfillt in mehrere aufeinanderfolgende
Schritte.

a) Ist A=WV, so gilt he(A, T)=he(B, 7).

In der Tat folgt aus A=Y

n—1 n—-1

V Mic V Ty,
i=0 i=0

n—1 n-1
d. h. wegen der Monotonitdt von G gilt HG‘ V. T ‘Z'l] =Hql V T‘.‘B),womus sich
i=0 i=0

die Behauptung ergibt.
b) Es sei k eine natiirliche Zahl, dann gilt hg(, T*) = khg(U, T).
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k=1
Ist A eine Zerlegung von X, so gilt A= \/ 71U fiir beliebige natiirliche Zahlen
j=0
k. Dann erhalten wir nach a):

k
VT, T“] = lim sup - : H, VI(T"'J‘[ \/1 TJ"J[” e
i=0 j=0

n—e=

he(A, T = A, ‘

Jj=

nk-— 1

= k lim sup lk G V T"‘I] = khg(A, T),

n—oc

was zu beweisen war.

¢) Ist k eine beliebige ganze Zahl, so gilt hg(A, T*) = |k|hg(U, T).

Diese Behauptung ist fiir positive k& mit dem Ergebnis b) gleichwertig. Wir
zeigen zuerst, daB die Behauptung auch fir £ =0 glll Da T°=1 ist, wo mit [/ die

indentische Abbildung bczelchnct wird, gilt H(,[ V !“‘l] Hg (), und folglich ist
hg(A, 1) = lim sup —,]; HG( V I")l] =0, Ist k = —] so erhalten wir die Beziehung

n1 n—1 n—1
HG[V T“)[] = HG[T" YT ":‘l] —u|'V T""‘JI]
i=0 i=0 i=0

und folglich ist Ag(U, T)=hy(A, T-'). Nun betrachten wir den allgemeinen Fall
k=—1 (I=0). Es gilt hg(U, T*) = he(A, T-") = he(A, (TH~?) = he(NA, T") =
= lha(A, T)= k| ha(A, T) und damit ist der Beweis von c) gefiihrt.
d) Ist k eine natiirliche Zahl, so gilt ho(T*)=kh(T).
Offenbar ist
kn--1

"V vy er Ti 91] VT
i=0 i=0

i=0
und daraus folgt

1 n—1 =1 1 k-1
L[V o [V o = L [ 7o)
i=0 i=0 kn i=0

Also gilt
k-1

(8) khe(A, T) = hﬁ[ V T, T’"] = h (T*).
i=0

Andererseits erhalten wir aus b)
9) ho(A, TV = khg(U, T)=khe(T).

Aus (8) bzw. (9) folgt khg(T) = ho(T*) bzw. ho(TY) =kh(T), d. h. h(T*) = kh(T),
was zu beweisen war.

Endlich betrachten wir den Fall &k =~/ (/=0). Im Beweis von ¢) haben wir
geschen, daB 52, T)=hg(A, T-') gilt, und daraus folgt h(T)=hy(T-1). Im
allgemeinen Fall bekommen wir (wegen d)) die Gleichung

h(T) = he(T=") = he((T) =) = ho(T") = lhe(T) = |k |he(T),

womit wir unseren Satz restlos bewiesen haben.
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Der Satz 2 zeigt: wenn eine Abbildung T<T eine endliche von Null verschiedene,
mit einer monotonen Grundfunktion gebildete Entropie hy(T) besitzt, so sind die
Abbildungen T* und T7 fiir |k| #|j| nicht konjugiert.

5. Wir betrachten jetzt spezielle Grundfunktionen, die fir die informations-
theoretischen Entropiefunktionen in Frage kommen. Wir wollen zeigen, daB eine
wichtige Klasse dieser Entropiefunktionen zu monotonen Grundfunktionen gehort.
Die Entropiefunktion von 2 der Ordnung (p, ¢) wird mit

1
(10) H, () = —log[ % ,u(A)"’*‘?/ B 4 ,u(A)"]p p#0
Acd Ac
bzw.
(11) Hy (M) =IlimH, (M) =-2 ,u(A)"log;t(A)/ > u(A)y
p=0 Ac Acd

bezeichnet, wo die Parameterwerte p und ¢ beliebig sein kénnen. Man kann leicht
schen, daBl die Shannonsche Entropie eine solche von der Ordnung (0, 1) und die
Rényische Entropie eine der Ordnung (p,1) mit p+1 = «=0 (x#1) ist. Die
Entropiefunktionen (10) und (11) wurden in der Arbeit [2] eingefiihrt (Vgl. [4]).

Satz 3. Es sei A —B. Ferner sei p+q =1 und 0=qg=1 oder q=1 und
0=p+g=1. Dann gilt die folgende Ungleichung:

H, )= H, ().

Mit anderen Worten: Ist p+q = 1 und 0 =g =1 oder =1 und 0=p+q = 1,
so ist die Funktion H,, eine monotone Grundfunktion.

Bemerkung. Man kann leicht sehen, daB die Rényische Entropie der Ordnung
=0 (x=1 ist die Shannonsche Entropie) eine monotone Grundfunktion ist.

Beweis. Wir fiihren den Beweis des Satzes nur im Falle p+¢=1 und 0 =¢=1
durch, da der Beweis im Falle =1 und 0 =p+¢ = 1 dhnlich ist. Ist f(z) im Inter-
vall [0, 1] konvex und f(0) =0, so gilt fir beliebige x, y, x + y € [0, 1] die Ungleichung

(12) fx+y) = f(X)+1(»).

Wir bemerken noch, dal im Falle einer konkaven Funktion eine entsprechende
Ungleichung f(x +y) = f(x)+f(y) gilt. (S. [6], Seite 132.)

Nun sei A={A4,, 4,, ..., A,}. Wegen der Voraussetzung U = B existieren zu
jeder Menge A€ (i=1,2,....n) endlich viele Mengen B;€8 (/j durchliuft
eine endliche Indexmenge), so daB A;= (J B;; ist, woraus, u(4;)= > p(B;;) folgt.

J J

Wir fithren die folgenden Bezeichnungen ein:

u(Ad) = x; [I =si=n 2x=1 und ¥ 20]
i=1

(13)
H(By)) = yy [l =i=n 2 y;=1 und y,»j?_—{)].

im]l J
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Offenbar ist
'(14_) Xi = Z_]r'” (i ---],2, ....n).

J
1
Nun sei F(r) =—logt?. Diese Funktion ist wegen p=0 abnehmend. Da r7*¢
(p+q = 1) eine konvexe und ¢ (0<g=1) eine konkave Funktion im Intervall
[0, 1] ist (im Punkt =0 verschwinden beide Funktionen). gilt die folgende Un-
gleichung
1

P
2 .\N(Ai)q] e
1

n
Hp.q(‘)l) - _IOg I S “(AEVH-Q/
i=1

= F ‘S'_ IH"I'/‘A\”-' '\:\‘] = F

I':l

n n
2 [Z}'ij]““' b [Z."U]" =
is1\7 i=1\5

zrlj(z‘}:‘ﬁ" (2 u]]:

-loglf 2!1(&;)*’**/} ; ;:(B‘,)q] = H, (D),

i=1 Jj

‘was zu beweisen war.

6. Wir werden uns nun mit folgendem Problem beschiftigen. Wir suchen jene
Entropiefunktionen H, (), die die folgenden Eigenschaften besitzen:

1* H,, ist eine monotone Grundfunktion:
2* leq?:Hu_l=Hl.

Es ist bekannt (S. [4], Satz 5), daB H, , eine abnehmende Funktion von p und
q ist. Daraus folgt, daB H,  die Elgenschaf't 7% im Falle p =0 und ¢ = | besitzt. Wegen
des Satzes 3 hat also H,,_,, im Falle p=0 und ¢=1 die Eigenschaften 1* und 2%,
Es gilt der

Satz 4. Fiir die Entropie h(T) einer Abh:ldmrg Tel, die mit Hilfe der Rényi-
schen monotonen Entropiefunktion der Ordnung » =1 gebildet ist, gilt die Ungleichung

(15) 0=h(T)=h,(T).

BEwErs. Mit der Bezeichnung o = p 41 sehen wir, dall H, im Falle =1 die
Eigenschaften 1* und 2* besitzt. Nach 2* gilt

H,(A)= H,(A)

fir beliebige A< Z, und daraus folgt (15).
Aus diesem Satz folgt ein fiir die Anwendungen wichtiges

Korollar. Es sei TeT', und T soll die folgenden Eigenschaften haben:
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(i) Es existiert die Shannonsche Entropie h(T), fiir welche

0-::’,]]( T)==
gilt;
(ii) es existiert eine Zerlegung N < Z. fiir die
h(. T)=0,
wo a=1 ist.

Dann gilt
0<h(T)=h(T) ===

7. Die Zerlegungen A und B nennt man unabhingig. wenn die Gleichung
UAB) = u(A)u(B) (AU, BeY) erfiillt ist. Die grundlegende Eigenschaft der
Shannonschen Entropie H,() ist die der sogenannten Additivitit, d. h. fiir belie-
bige unabhiingige Zerlegungen 2 und ¥V gilt

(S. [0, [10]. [1], [2].) Man kann leicht zeigen, daB die Entropic H,, fir beliebige
p und ¢ auch additiv ist. (S. [2]. [4].) Wir betrachten jetzt nur die Rényische Entropie
H,(A), wo «=0, fur die also

(16) H,(AVB) = H, )+ Hy(B) d

gilt, wenn 2 und B unabhingig sind.
Nun wollen wir ein Beispiel behandeln.
Es sei Y eine aus endlich vielen Punkten y,, y,. .... 3, bestechende Menge mit
k

der Grundverteilung pu(y) = p;=0 (i=1.2,...,k; > p;=1). Es sei
i=1

0

X=MNY. Y.=Y (=0, £1, +2, -..)
das kartesische Produkt von unendlich vielen Exemplaren von Y. Die Elemente
von X sind also die Folgen {x,} ={....x_,, x¢, X, ...} mit x;€Y. Wir definieren
jetzt die Bernoullische Abbildung 7 von X folgendermaBen:

T{x,} ={}h wo af =x.1.

KormoGororr ([7], [8] vel. [12], [11], [5), [3]) hat bewiesen, daB die Shannonsche
Entropie von T von der Gestalt

k
h(@)=- ‘.5?! pilogp;

ist. d. h. A,(T) endlich und positiv ist. Aus diesem Satz folgt, daB} die Rényische
Entropie /,(T) fiir x =1 eine endliche GroBe ist. Nun wollen wir zeigen, dald h(7T)
fiir = 1 positiv ist. Auf Grund des Korollars geniigt es zu zeigen, dal3 es eine Zer-
legung A gibt, fir die

h,A, T)=0
ist. Nun betrachten wir die Menge

(I?) A‘:{{.\'”}I.to :J"I} (i:[. 2, sesy k).
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Offenbar ist A={A4,li=1, 2, ..., k| eine Zerlegung von X. Aus der Definition des
Produktmales kann man sehen, da3 bei der Bernoullischen Abbildung 7 die Zer-
legungen 2, 79, ..., 7™, ... unabhiingig sind, d. h. wegen (16) gilt

n—1
(18) H,[ V T*"J[] P S H TN = nH, (),
I=0 =
WO
] k
H,() = ——log > pi=0
I-'i i=1

ist. Aus (18) bekommen wir:

1 ! 1 S
(19) h, (A, T) = lim sup H, V T = H,N) = T log ZP?»
1=+ i=0 oo i=1
Es zeigt sich, daB 9 eine derartige Zerlegung von X ist, fiir die h,(2. 7)=0 gilt.
also ist
1 : S
0-::—I o= log pr = h(T) =- Zp,-logp;,
i=1 =1

wenn x> 1.

Aus dem Satz 2 folgt, daB die Abbildungen 7* und 77 fiir k| |j| =0 nicht
konjugiert sind. Aus (19) folgt die folgende Behauptung: Ist 0 =2 <1 und p; # l/k
fur i=1,2,.... k, so gilt die Ungleichung

k k
Y 1 o
(T) = = 2 pilogpi<— log 2, pi = h(T),

d. h. h(T)#h(T) fiir 2€(0,1). Ist a=1 und p,=1/k fiir i=1,2, ...k, so gilt
hy(T)=h(T).

8. Die Probleme, die in der Arbeit [11] von ROCHLIN fiir die Shannonsche
Entropie h,(T) formuliert wurden, kénnen auch im Falle h(7) (oder hg(T)) auf-
treten. Es ist daher verstindlich, daB wir hier nur wenige weitere offene Fragen
formulieren wollen.

I. Es sei T die Bernoullische Abbildung mit der Grundverteilung p,. p,, .... py.
Man bestimme die Funktion h(T)=q(p,, P2y ... P0)-

II. Es sei 7 eine malitreue Abbildung, fiir welche h(T)= -=. Existiert dann
ein =1 derart, daBl O </h(T) < - ist, oder nicht?

I1I. Es seien 7 und S zwei Abbildungen aus I' mit h(7T)=h(S). Gilt dann
h(T)=h,(S), oder nicht?
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