Uber die Funktionalgleichung der Funktion Arccosinus I.
Die lokalen Losungen

Von £. GOLAB (Krakow) und L. LOSONCZI (Debrecen)

Einleitung

Die bekannte Funktionalgleichung der Funktion Arccos x ([1], S. 74)

(1) () +g () = gly—V1=x2V1-)?]

wurde Gegenstand der Forschung seitens verschiedener Verfasser, u. a. auch seitens
M. GHERMANESCU ([2]). Die bisher angegebenen Ergebnisse sind aber — jedenfalls
wenn wir keine mehrdeutigen Funktionen in Betracht ziechen — nicht exakt, teil-
weise wegen der Nichtbeachtung des Zeichens in der Formel sin x = +}1—cos? x,
teilweise wegen der Nichtbeachtung der fundamentalen Tatsache, daB man iiber
eine Losung der Funktionalgleichung nur dann sprechen kann, wenn der Definitions-
bereich der Gleichung erklirt ist ([3]).

Die Bemerkung, daB die Funktionalgleichung (1) nur die triviale Losung
¢(x)=0 zuldBt, falls sie im ganzen Quadrat

—l=x=+1
(2) Q:{

—-l=y=+1

erfiillt sein soll, hat den ersten Verfasser zu einer genaueren Untersuchung veran-
laBt. Die entsprechenden Resultate, die auf der Hilfsidentitit

(3) arc sin x+arc sin y = sgn (x + y) arc sin [.\'y —V1=x2 I’FW] +Q
mit
3 fir x+y=0
= n
o fir x+y=0

basierten, wurden auf der zweiten Konferenz tiber Funktionalgleichungen in Saros-
patak (Mai 1963) vorgetragen. Der zweite Verfasser bemerkte danach, daBl sich
das ganze Verfahren wesentlich vereinfachen 1dBt. indem man eine Transformation
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der Variabeln ausfithrt, und so erscheinen diese Ergebnisse in einfacherer Form
als eine gemeinsame Arbeit. Die Zuriickfithrung des Problems auf die Gleichung

(4) g(x)+qg(y) = glax+by +c¢)

hat es gleichzeitig ermdglicht die urspriingliche Regularitidtsvoraussetzung (stiick-
weise Differenzierbarkeit der Losung) wesentlich abzuschwichen.
Die Gleichung (4) gehort zu dem bekannten Typus

(3) Ag(x)+ By(y)+C = glax+by+c)

(sieche die Monographie von J. AczfL [1], Seiten 68 und folgende). Sie wurde aber
bisher unter der (stillschweigenden) Annahme gelost, daB sie auf der ganzen Ebene
(x, y) erfiillt sein soll. Bei uns ist dies nun nicht der Fall und folglich spielt der
folgende Hilfssatz bei unserer Methode eine grundlegende Rolle.

§ l.
Hilfssatz. Es sei die Funktionalgleichung
(4) g(xX)+g(y) = glax+by+c)

gegeben, wo a =0, b#0. ¢ drei gegebene reelle Zahlen sind. wéihrend ¢ die gesuchte
Funktion einer Verdnderlichen ist. Es sei D ein offener, zusammenhdngender Bereich
der (x, y)-Ebene. Es bezeichne ferner D, und D, entsprechend die orthogonale Pro-
jektion des Bereiches D auf die x-Achse bzw. y-Achse und es sei D. der Wertbereich
der Funktion

z=ax+by+c
wenn (x,y) in D variiert.

Alle stetigen') Lisungen ¢(u) der Gleichung (4), die sie in D erfiillen®), haben
die Form
.AIM'FB]_ fﬁr u€D.\'

b g
©) ) = EA;:H-BZ fiir uéD,

Et- Aju+ B, + B, — ; Ae fir webD,
wo Ay, B, B, beliebige Konstanten sind. falls die Mengen D,, D,, D_ keine gemein-

samen Punkte haben. In anderen Fillen bestehen zwischen diesen Konstanten gewisse
Relationen und zwar

) Man konnte etwas weniger voraussetzen, aber ohne irgendwelche Regularititsannahmen
tiber ¢ kann man nicht auskommen.

?) Die Aussage, daBl die Funktion ¢ in D die Funktionalgleichung (4) erfiillt, bedeutet, daB
sie in der Menge 4=D. U D, U D, definiert ist und daB fiir jeden Punkt (x, »)c D die Gleichung
{4) erfiillt ist (vergl. [3]).
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I. Ist der Durchschnitt von D, und D, nicht leer, so ist B, =B, und dariiber
hinaus A, =0 falls a #b.

2. Ist der Durchschnitt von D, und D. nicht leer, so ist B, = -‘:—' ¢ und dariiber
hinaus A, =0 falls a #1.

3. Ist der Durchschnitt von D, und D, nicht leer, so ist B, = -%1— ¢ und dariiber
hinaus Ay =0 falls b#1.

Daraus folgt insbesondere, daB im Falle, wenn alle drei Mengen D,, D,, D,
gemeinsame Punkte haben, die Relationen B, =B, :AT:-('. wobei A, beliebig ist,

dann und nur dann bestehen, wenn ¢=»5b=1 ist. Sonst mull 4, gleich Null sein.

Bewris. Wir werden erstens zeigen, daB D, ein offenes Intervall sein mubB.
D. ist gewill zusammenhidngend, da D zusammenhidngend ist und die Funktion
ax + by + ¢ stetig ist. Nehmen wir an, daB z,€D.. Es sei z, = ax,+ by, +c¢. Die
Funktion ax+by+c¢ (a#0,b#0) nimmt in der Umgebung des Punktes (xg. )
sowohl groBere als auch kleinere Werte als z, an. Daraus folgt, daB eine ganze
Umgebung des Punktes (x,.)0) zu D. gehort, und damit ist unsere Behauptung
bewiesen.

Nehmen wir ein solches Rechteck x;, <=x<=x,,y, =y=y,, das ganz in D
liegt *) und integrieren wir die Gleichung (4) beiderseits beziiglich x iiber ein in
(x,,x,) liegendes Intervall [x{, x3]. Wir erhalten dann

fz‘! (x)dx+ f’q (y)dx = fzq (ax+ by + ¢) dx

oder, wenn wir mit ¢ das unsbestimmte Integral von ¢

P(x) :fq (x)dx

bezeichnen,

P(x2)—P(x))+q(¥)(x2—x1) = ;lr [@(ax3+ by + ) — @ (axi + by + )]

Wir differenzieren diese ldentitdt beiderseits in bezug auf y (was unter unseren
Annahmen erlaubt ist) und erhalten auf diese Weise

’ 3 ’ ’ b ’ ’
¢ (MNxz2—x1) = z ¢ (ax2+by+c¢)—q(axi+ by + o).
Auf Grund der Funktionalgleichung (4) ist aber die rechte Seite gleich

s & . Bt sl
g (@xi+by+ ) — g (axi +by+0) = - [p(x3) — p(xi)]

*) Ein solches Rechteck existiert sicher, weil D offen ist.

D 11
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Es gilt folglich
b q(x2)—qp(x1)
a X3 —X{

¢ () = fir y,<y<y,.
Da die rechte Seite von y nicht abhdngt, folgt, daB ¢ () in (y,, »,) linear sein muB,
d. h. q{f) - A2I+Bz fi:“' IE(}'I.}lz).

Jetzt zeigen wir, daB ¢ auch in D, =(a, f) linear ist. Es sei

(7) pre sup {y:g() = Azt+ B, V1€(, )}
ye(z, f)

(B* ist also der groBte y-Wert derart, daBB ¢(r) = A,r+ B, im ganzen Intervall
(»y,») gilt). Wenn f* €(y,, f) wire, dann gibe es zwei Zahlen x*, & (=0) so, daB
(x*, B*)€ D und sogar U (x*, f*)* {(x, y):|x —x*| <&, |y— f*| =&} in D enthalten
sein wiirde. Auf Grund dessen was oben gezeigt wurde, wiirde ¢(r) = A3t+ B3
fiir 7€(B* —e, f* +¢&) mit A, = A3, B, = B3 wegen der Relation (f*—g, f*+¢)[)
C1(yy, B*) = (max {f*—&, y,}. p*) gelten. Dies wiirde bedeuten, daB

q(t) = A,t+ B, fir t€(y,, p*+2),

was wegen (7) unmdoglich ist. Es gilt also f*=p. Ebenso kann man beweisen, dal}
2 inf {p:q(t) = A0+ B, ¥ tE(y, p)} gleich  ist. Daraus folgt ¢ (1) = A,t+ B,
fir r€D,. Die Richtigkeit der Formel ¢(f) = A7+ B, fiir €D, kann dhnlich
bewiesen werden.

Nach der Funktionalgleichung (4) ergibt sich

glax+by+c) = Ayx+ B, +A;y+ B,

fir x€D,, y€D,, oder mit z = ax+by+céD, (bzw. - =;:—‘—1b§_—-—c bzw.
y g :—a_\'—_c)
PR -

A, b _ ¢
(8) f;(-'-)—}:—~+(A2—A1;;]y+311-32 Alas
bzw.

A a c
9 ‘f"(:):TZ:‘P[Al—Az},']xﬂLBH'Bz*Az3‘

b

Da die linken Seiten nur von z abhingen. miissen die Relationen A4, — A4, -
a

=A1"'A3b

0 bestehen, was zu 4, = A,—ﬁ—fi.'lhrt und folglich gilt

o Al = Al iz s
7(2) = 2 z+ B, + B, = o 2eh..
So haben wir die Richtigkeit der Formel (6) bewiesen.
Die Formeln fiir die Spezialfille 1., 2., 3. ergeben sich sofort durch Vergleichung
der entsprechenden Formeln. Damit sind wir mit dem Beweis des Hilfssatzes fertig.
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§i

Wir gehen zu der Funktionalgleichung (1) iiber, und vollziehen dort die Trans-
formation der Verinderlichen mit Hilfe der Relationen
Xx=cosu O0=su=n
(10) {y:cosv O=v=m.
Dadurch geht die Gleichung (1) in
(11) ¢ (cos u)+ q(cosv) = g(cosucosv— 1 —cos>uVT—cos v)

iiber. Fiir den (. v)-Bereich erhalten wir das Quadrat

O=su=n
(12) Q’I{

O=v=n
und da dort
V1—cos?u = Jsinu = |sinu| = sinu

¥1—cos?v = Vsin2 v = [sinv| = sinv
ist, so erhalten wir
gp(cos u) + g(cos r) = ¢[cos (u+r)]
oder — wenn kurz
Y() <= g(cosu) fiir wuel0, ]
gesetzt wird —

Y+ (o) = Y(u+o).

Die Schwierigkeit aber liegt darin, dal w+v¢ aus dem Intervall [0, z] austreten
kann, falls («, v) das Quadrat Q* durchlduft. so daB wir zwei Fille unterschei-
den miissen.

Fiir «+v [0, n] haben wir

(13) )+ () = Ylu+v),
fiir u+vé€[n, 2] dagegen
(14) W(u) +y(r) = Yicos 2n —(u+v)l} = ¢ [2n—(u+v)).

Auf diese Weise zerfillt das Quadrat Q* in zwei Dreiecke Di. D3 und in die
Strecke D>

O=u=mn,
(15) Di:{0=v=m,
ut+v<m,
O=u=mn,
(16) D3:10=v=n,
ut+v=mn,
O=u=mn,
(17) Diy:10=v=m,
u+4ov=mn,
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und die gesuchte Funktion y erfiillt die Gleichung (13) in Dj, und die Gleichung
(14) in D3. Auf der Strecke D7, sind beide Gleichungen (13), (14) erfiillt, aber eben
dort fallen die rechten Seiten von (13) und (14) zusammen. Statt dessen kdnnen
wir sagen, daB  die einzige Funktionalgleichung

(18) V() +y(v) = ylolu )]

erfiillt, wo die Funktion @(w, r) folgenderweise definiert ist:

u+v fir Osu+v=n,
2n—(u+v) fir n=ut+v=2n

(19) o(u, v) 2{

o kann auch einheitlich folgendermaBen definiert werden:
(20) w(u,v) = n—|u+v—mnl.

Es sei weiter D ein offener zusammenhingender Unterbereich von Q (vgl. (2))
und ¢ erfiille die Gleichung (1) in D. Die Abbildung (10) bildet Q auf Q*. D auf
irgendeinen Bereich D* eineindeutig ab. Man kann einsehen, daBl D* ein offener
zusammenhdngender Unterbereich von Q ist, und wie wir geschen haben. erfiillt
Y die Gleichung (18) in D*. Es bezeichne D; bzw. D; die Projektion von D* auf
die u-Achse bzw. die t-Achse. D}, definieren wir als den Wertbereich der Funktion
w(u, v) im Bereiche D*. Wir bemerken, dal3l D7, ein Intervall ist und dal

Dy < (0, =]
gilt.
Setzen wir nun voraus, dal
(21) D DY
gilt. Da in diesem Fall
W =u+v

ist, so haben wir a=b=1, ¢ =0, und D, ist ein offenes Intervall #). Die allgemeine
stetige Losung der Gleichung fiir ¢ lautet nach (6)

A t+ B, fir t€Dy,

A,t+ B, + B, fir teDg.

A,, B,, B, sind beliebig wihlbar, falls D;. D;, D}, keine gemeinsamen Punkte
besitzen.

Ist DX\ D¥ = 0 aber DN\ DY # 0, so ist
4 E—
v () At fiir t¢Df.

4) Dies liBt sich genau so beweisen, wie fiir D, am Anfang des Beweises des Hilfssatzes.
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Im symmetrischen Fall D} D; =0, D; D} +#0 bestehen die Formeln

At fir t€D},
Y(r) = " =1 | Iy
A, t+ B, fur t€(D;\UD;).

Ist D1 Df#0 und D; 1 D5=0, D; (D=0, so haben wir B, = B, und folghch

A t+ B, fir te(D}UDy)
Y =14,1+2B, fir 1€D:.
Endlich gilt im Falle D; (' D5 = 0, Di (1 D}, # 0(der auch den Spezialfall
DN DN DY # 0 enthilt)
y(t)=At fiur 1€(DF\UD;\JD3).

Als niichsten Fall setzen wir
(23) D* D}
voraus. In diesem Fall haben wir

w = 21 —(u+v)

und somit ¢ = 2n.a = b = —1. D} wird wieder ecin offenes Intervall sein. Die
allgemeine stetige Ldsung fiir (r) lautet

(24) Y(r) =y Ayt+ B, iir t€Dy,
—Ay(t—2n)+ B, + B, fir t€Dj.
Die Konstanten A4,, B,. B, sind frei wihlbar, falls alle drei Mengen Dj, Dy, D}
fremd sind.
Ist Dy D} = 0, dagegen D; 1D} # 0, so haben wir

B, fiur t€(D;')D3)
Y(t) = . gt
0 fir reD;.

Fir DD} = 0 und DN DL # 0 haben wir

{32 fir 1€(D:UDL)
YO =10 fur reD?

und im Falle D, D} = 0, D3\ D} # 0 erhalten wir endlich
y(r)=0 fir r€(D;'\JD;\UD}).

Es bleibt noch der Fall zu erledigen, wo
(25) D*NDi, #0
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ist. Setzen wir b’ = D*(1Df, dann sind II)* (= DY) zusammenhiingende offene
Bereiche und nach (22), (24) haben wir

rA,r+B, fir 1¢D;,

(26) () = A,t+B, fir t€Dy,

E 1+ C, fir 1€D;,
V() =1 Ei+C, fir r€D;,
|~E,(t—-21)+C,+C, fir teDy,

i i
wo i)ﬁ,i):’ die entsprechenden Projektionen von D*, und D;, den Wertbereich
der Funktion @(w, v) in D* bedeuten. Man kann leicht sehen, dall die Relationen

1 2 1 2 1 2 1 2
DiNDE # 0 und DN D; # 0 bestehen. Da D} (D}, D\ D} offene Intervalle
sind, haben wir wegen (26)

(27) £1:Al’ ClzBl" Cz-_—Bz.
Wir behaupten nun, dal der Durchschnitt D} D}, nicht leer sein kann. In der
Tat sei (uy,1,) ein Punkt der Geraden w+v = =m, der in D* liegt. Nehmen wir

die Zahl £¢=0 so klein an, daBl die Punkte (v, —¢, vy —e), (uy + €. 0o +¢€) noch in
D* liegen. Wir haben dann

w(Ug—&,Ug—E) = Ug+Vog—26 = T—28

o(ug+evy+e) = 2n—(ug+e+vy+€) = n—2e.
Es gilt also

(rr-—Zs)Ell);i und (n—2.=:)€52.
und so ist wirklich D5 D% # 0. Folglich miissen wir (wegen der Existenz von
1 2
inneren Punkten des Durchschnittes D\ DY)

Ait+B;+B, =—A,(t—2n)+ B, + B,
haben, was zu

Al =0
fiihrt. Wir haben also wegen (27):
B, fir t€(Df U DY)
v(r) =1 B, fiur re(D; U DY)

B,+B, fir tc(D5U D).
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Beriicksichtigen wir, dal3

2

Di = DiUD: Df=D{UD: D%i=DiUD:U {n)
gilt und daB die Funktion ¥(7) (im Punkt m) stetig ist, dann ist
B, fir reDy,
(28) w(r) = B: fir reDj,
B,+ B, fir r€D;.

Die Funktion ¢ sieht also folgendermaBen aus, je nachdem die Mengen D;. D,
Dj, gemeinsame Punkte besitzen oder nicht besitzen:

Falls D\ D; = D, D}, = D;( D}, = 0ist. so kénnen die Konstanten B, , B}
beliebig gewiihlt werden.

Ist DN\ D§ # 0, aber DN D; = D;N D, = 0 sind, so ist B,=B, und

B, fir te(DyUDp),
i) - {23, fir 1€ D
Falls D} D}, # 0 und Dy "D} = D; D}, = 0 gilt, so haben wir
B, fur 1e(D;UD3),
V@) = {n fir r€D;
und im symmetrischen Fall D} (D5 # 0 mit D; 1Dy = Dy D5 =0
0 fir €Dy,
"’“)"{BZ fiir 1€(D;\UD3).
Endlich erhalten wir falls DD} # 0 ist, und entweder DD} # 0 oder

DN D # 0 gilt,
Y1) =0 fir te(DiUDIUDy).

§3.

Nun kehren wir zu der Funktion ¢ zuriick. Vor allem wollen wir die folgenden
Bezeichnungen einfithren. Das Quadrat Q (vgl. (2)) zerfillt in zwei Dreiecke D, , D,
und in die Strecke D,,.

[—1=x=1
(29) D;:1—-1=y=1
x+y=0
[—1=x=1
(30) D,: {-1=ys1
x+y=<0

—1=x=1
31 Dy,:{—1=sy=1
x+y=0
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(D1, D3. D}; sind die Bilder von D,, D,, D,, mit Hilfe der Transformation (10)).
Es bezeichne D,. D, entsprechend die Projektion von D auf die x-Achse bzw. die
y-Achse und D, den Wertbereich der Funktion

(32) F(x,y) = xy—V1-x2V1-)2
wenn (x, y) den Bereich D durchlduft. Da die Abbildung (10) die Mengen D, D,, Dy
eineindeutig auf die Mengen Dj. D}, D}, abbildet, konnen die Ldsungen ¢ der

Gleichung (1) aus den Losungen der Gleichung (5) erhalten werden.
Wir setzen

(33) 40ED.ND,, A=D ND;, 4,%<D,ND;
und unterscheiden die folgenden funf Unterfélle

a) dog=4,=4,=0,
b) A(_ 7"0. Al =A2:0a
C) A‘#O. AU=A2=O Odel' A27ﬁ0q AU=A|=0,

(34) 1 d) Eine der Mengen 4; ist leer, die zwei librigen dagegen sind nicht-
lesr,
e) Keine der Mengen 4; ist leer, d. h. D, D,. D; haben gemeinsame
Punkte.

Nun koénnen wir nach den Ergebnissen des vorigen Paragraphen die folgende
Tabelle aufstellen, die die allgemeine stetige Lésung von (1) in einzelnen Fillen
ergibt (arc cos x bezeichnet den Hauptwert der Funktion arc cos).

I Fall DcD,.

Unterfall a):

Carccosx+ A fir x€D,.
(35) g(x) =y Carccosx+ B fir x€D,,
Carccosx+ A+ B fir x€Dg.

Unterfall b):

e Carccosx+A4 fir xe€(D,liD)),
(36) g(x) =1 -
Carccosx+2A4 fir x€Dg.
Unterfall ¢):

- Carccosx+ A fiur xe(D,U Dy),
eh) 7™ = carccos x fir x€D,.

bzw.

. Carccosx fir xeD,,

) Al g T arccosx+A fiir x€(D,U D).

Unterfille d) und e):
(38) g(x)=Carccos x fir xe(D.,UD,UDpg).
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Il Fall D<D,.
Unterfall a):
Carccosx+ A fir xeD,,
(39) g(x) =1 Carccosx+ B fir xeD,,
—Carccosx+ A+ B+2nC fir x€Dpg.

Unterfall b):

Carccosx+ A fir xe(D.UD,),
(40) 7(x) = . T
—Carccosx+2A4+2nC fir x€Dg.
Unterfall ¢):
- : A fir xe(D,U D),
(41a) Y™=10 fir xeD,
bzw.
alh { fir x€D,,
ki PO =14 fur xe,UDp.
Unterfille d) und e):
(42) ¢(x)=0 fir x&(D,UD,U Dy).
”] F'cl” Dr‘:D|3 7'0.
Unterfall a):
A fir xeD,,
(43) g(x) =18 fir x<€D,,
A+ B fir Xx€Dg.
Unterfall b):
” A fir xe(D,UD,),
(44) pix) = 24 fiir x€Dg.
Unterfall ¢):
45, . A fir xe(D,')Dy),
s’ =10 fur xeD,
bzw.
A5 { fir xeD,,
(45b) g (x) = A fir- x€(D,UDy).
Unterfille d) und e):
(46) p(x)=0 firr xec(D,'UD,UDy).

Die in dieser Tabelle auftretenden Konstanten sind beliebig. Aus der Tabelle
ist ersichtlich, daB es entweder keine nichttriviale (von Null verschiedene) Losung
gibt oder, daB es einparametrige bzw. zweiparametrige bzw. dreiparametrige
Scharen von Losungen gibt. Darunter kann man auch halbtriviale Losungen unter-
scheiden, die stiickweise konstant sind.
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§ 4.

Jetzt wollen wir zeigen, daB tatsidchtlich alle Fille und dabei auch simtliche
Unterfille auftreten kénnen. Wir geben fiir jeden Fall und fiir jeden Unterfall je
ein Beispiel fiir den entsprechenden Bereich an. Diese Angabe ldBt sich in bezug
auf den Bereich Q* viel leichter bewerkstelligen, da dort die Funktion w(u, v) viel
einfacher aussicht als die Funktion F(x, y), die zu dem Bereich Q und zu der
Funktionalgleichung (1) gehort. Die auftretenden Bereiche D* werden (offene)
Dreiecke bilden, die durch Angabe der Scheitelkoordinaten bestimmt werden. &
wird im folgenden eine hinreichend kleine positive Zahl bedeuten.

1 (321 (30 (3ee0)

* E _n. !r: 1!= n gl E
D,—[z.zfe:]. =08 D [248, +2a].

2
‘J_IE..}.E _E__i.. E+8 .E]
" Rhti” i il Y E S

n b4
1b): [z"a

Ic): (x—¢,0), (z—¢,8), (m0).

Di=(n—-en), D;= (0,8, Dis=(n—e¢,n).

& € n 4 nT =
ld) [i',ﬂ—il, ['2_“8.'2"'—3], [2-.2_']

A L Y B s S,
D"_[Z’Z]’ D [2 ET 2], Dy = (n—2e, n).

Ie): (0,0), (0,2), (g, e¢).

Df =(0.¢), Df=(0,¢), Di=(0,2).

e LY cx. ] (2%
1L a): [2 3.2 a]. [2.2+e], 2.2].
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I1b):

Il c):

11d):

Ile):

111 a):

111 b):

11 ¢):

111 d):

111 e):

(n—e,n—e), (n—emn), (mn).
D= (rn—¢e,n), D;=(rn—¢n), Dy=(0,2).

(n—ee) (me), (n0).
={x—=2%), Dj=1,8), Ds= (@i x)

[4n 61:] [ ][8:: 6:1]

«_ |4 8n «_[27 67) L. _ (6n
"‘["1‘0"10]‘ D""[IO’IOI' D‘"d('o’n]'
[%%] [%n] (n, m).

=[;-,n]. D.T=[;.Jt], D3 = (0, ).

(e, m—2¢), (e,n—¢), (26, m—¢).

Dy = (e,2), D;=(n—2¢,7n—¢), D= (n—e¢,n]
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0,0, (r, 7)., (n,0).
=0=x, D=0713%), D=2

-+a] D"’-[;I a,;+a], D} = (n—2¢, n).
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Wir kehren zum Unterfall I d), e) zuriick, wo die Gleichung nichttriviale Lésun-
gen zuldBt und die Gesamtheit der Losungen sehr einfach aussieht. Abgesehen
von der multiplikativen Konstante besitzt die Gleichung die einzige Losung

(47) ¢ (x) =arc cos x.

Es handelt sich jetzt um die folgenden zwei Fragen:

1. Wie siecht der umfassendste Bereich D aus, fir welchen die Formel (47)
besteht?

2. Ist ein innerer Punkt (x,.y,) des Dreiecks D, gegeben, wann sind dann
in der Umgebung U(x,, y,) des Punktes (x,, y,) die Bedingungen d) bzw. e) erfillt?

Auf die erste Frage ist die Antwort sehr einfach. Niamlich erfillt das ganze
Dreieck 3) (D,) die Bedingungen des Unterfalls e). In der Tat, wenn D =(D,), gilt,
so ist Dy=D,=D; = (=1, 1), wir haben also mit dem Unterfall I ¢) zu tun und
es besteht fiir D =(D,) die Formel (47) fur die allgemeine stetige Losung der Gleichung
(1), falls von der multiplikativen Konstanten abgesehen wird. Anderseits ist es
klar, daB dic Formel (47) nicht bestehen kann, falls D gréBer ist als (D).

Um die zweite Frage beantworten zu kénnen nehmen wir im Dreieck D7 einen
inneren Punkt (u,. v) und betrachten eine hinreichend kleine kreisformige Umgebung
dieses Punktes

(u—1y)? + (0 =1y)* =82,

die ginzlich in Df liegt. Es handelt sich darum, zu entscheiden, wann (bei hinreichend
kleinem d) von den Mengen

A% = DRIVDS; Al = DD, A% = 31105
hochstens eine leer sein kann. Es ist in diesem Fall w(w.v) = u+v und folglich
sehen die Intervalle D}, D}. D} folgendermaBlen aus:
Dy = (uy— 90, uy+9)
D; = (vg—9, vy+ 0)
Di = (ug+ vo—0V2, ug+rv,+56Y2).
Daraus ist zu ersehen, daB
aus u, =0 (bei hinreichend kleinem ) 47 =0
aus ty, =0 (bei hinreichend kleinem d) 43 =0
folgt. Da weder u, noch v, gleich Null sein kann ((#,. g) soll ein innerer Punkt
von Dj sein). so ist (bei hinreichend kleinem ) 47 =0 und 4% =0 und folglich
kann der Fall d) bzw. e) nicht vorkommen. Selbstverstindlich kann bei hinreichend
groBem & der Fall I d) bzw. I e) auftreten. Dieses Resultat kénnen wir etwa so aus-
driicken:

Ist D ein in D, enthaltener hinreichend kleiner Bereich, so besitzt die Gleichung
(1) in D eine wenigstens zweiparametrige Schar von nichttrivialen Liosungen.

!-)_-(lil_) -bczeichnel die Menge der inneren Punkte von D;.
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In diesem letzten Paragraph wollen wir noch das folgende Problem erortern.
Es kann vorkommen. daB der Bereich D so beschaffen ist, daB zwei (oder sogar
alle drei) von den Intervallen D,, D, Dy fremde, aber tangierende Intervalle bilden.
In diesem Fall kann man statt D die abgeschlossene Menge D = D'J F(D) betrachten
und man kann verlangen, dall ¢ auch im Punkt, wo diese zwei Intervalle zusammen-
stoBen stetig sein soll. Die Derivierbarkeit der Losung wird im allgemeinen in diesem
Punkt verloren gehen. Wir wollen hier keineswegs alle solche Losungen finden.
Wir zeigen nur an zwei Beispiclen die Existenz solcher Losungen. die in einem
bzw. in zwei Punkten stetig aber nicht differenzierbar sind.

Beispiel 1. Als D nehmen wir das offene Dreieck mit den Scheitel L(0, —1),
M5, —1), N(O, —1+4d), wo J eine positive, hinreichend kleine Zahl ist. Es ist
also D= D,. Es ist offenbar

D, =(0,0), D, =(—1, —1+9).
Eine leichte, aber ziemlich lange Rechnung zeigt, daB
DF -_— (_8. 0)

ist, wo &=} 28. Wir haben folglich (wenn d hinreichend klein ist) mit dem Unterfall
Il a) zu tun. Die allgemeine stetige Losung lautet also folgendermalien

Carccosx+ A fir x€D,,
(48) ¢(x) =7 Carccosx+B fir x€D,,
—Carccosx+ A+ B+2rnC fir x€Dg.

Die Intervalle D, und Dy beriithren sich im Punkte x =0. Wir kOnnen aber D, als
Intervall [0, ) betrachten, wo die Null zu D, gehort (es geniigt zu diesem Zweck
die Seite LN dem Dreieck D zu zurechnen). Wenn wir nun die Stetigkeit der Ldsung
@(x) im Punkte x =0 verlangen, so haben wir laut der ersten und der dritten der
Formeln (48)

Carccos0+A4 =—Carccos 0+ A4+ B+ 2rC,

oder
B =—Cn,
was zu
Carccosx+ A4 fur xeD,,
(49) p(x) = Carccosx—Cn fir x€D,,

—Carccosx+A+Cn fir x€Dg
fiihrt (eine nur zweiparametrige Schar von Losungen!). Auf Grund von
¥4 _
— fir x€(D,.UD,),
(50) @' (x) =
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sind fiir x=0 die einseitigen Ableitungen gleich — C bzw. + C, also (fiir C#0)
voneinander verschieden, woraus die Nichtdifferenzierbarkeit der Losung ¢(x) in
x =0 ersichtlich ist.

Beispiel 2. Im Dreieck D des vorigen Beispiels wihlen wir die Zahl é so, daB

—l4+6=—e= —1'26
ausfdllt, also
6 =9, =2—V3.
Fiir diesen Wert von 6 beriihren sich auch die Intervalle D, und D; im Punkt
Xy = 1—V3. Wird jetzt D als abgeschlossenes Dreieck genommen und die Stetig-
keit der Losung ¢(x) auch im Punkt x, verlangt, so erhalten wir die Relation

Carccos xo—Cn =—Carccos xg+A4A+Cn
oder
A = C(2 arc cos xo —2n)

und so erhalten wir nur eine einparametrige (mit einer multiplikativen Konstante
versehene) Schar von stetigen Ldsungen

C( arccosx+2arccosx,—2n) fiur x€D,,
g(x) =1C( arccosx—m) fur xeD,,
C(—arccos x + 2 arc cos x,) fir x€Dg,

die im Intervall (— 1,2} 3) definiert sind. wobei jede Losung in beiden Punkten
xo und 0 nichidifferenzierbar ist.
Weitere Arbeiten dieser Schriftenfolge wollen sich mit der alternativen Gleichung

(51) ¢+ = glxy—e, DVT=x2VT1-32]  (e(x,)? = 1)

sowie mit mehrdeutigen Losungen der Gleichungen (1) und (51) beschiiftigen.
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