Uber einen Aquivalenzsatz

Von LASZLO LEINDLER (Szeged)

Einleitung

Es sei {¢.(x)} ein im Grundintervall (a, b) orthonormiertes, vollstindiges
Funktionensystem. Bezeichne E,=E/(f) den im Sinne der Metrik des Raumes
L*(a, b) erreichbaren besten Annidherungsgrad von f{x) mit Linearformen

n—1
> digi(x).
k=1

Nach einem bekannten Satz von Gram ([1]) ist

B2 =] lf(.r)— El Gqi(x)] dx = S’c,f mit ¢, =ff(-\')‘{k(-f) dx.
k=1

= k-=u
a

Mehrere Ergebnisse sind bekannt, die ihre Behauptungen aus Bedingungen
von der Form

(1 Z’-] E, <o

erhalten. Z. B.: ist {¢,(x)} das trigonometrische System, dann folgt aus (1) im Falle

J,=Vn. daB, die Fourierentwicklung von f(x) absolut konvergiert (STETSCHKIN
[8]); im Falle 4,=n(log n)* folgt, daB die Reihe

a — .
_29 4 Z + (a, cos nx + b, sin nx)
n=1

bei fast allen Vorzeichenverteilungen gleichmiBig konvergiert (SALEM und ZYGMUND
[7]). Ohne Spezialisierung von {¢,(x)} folgt aus (1) im Falle i, =n, daB die Ent-
wicklung

) £(x) ~ 2 eag(x)
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fast tiberall unbedingt, d. h. bei jeder Anordnung ihrer Glieder fast iiberall konver-
giert (LEINDLER [3]) bzw. |C, }[-summierbar ist ') (LEINDLER [2]); usw.

Wir haben in [4] bewiesen, daB die Bedingung (1) fiir die Fourierreihen im
Falle 4, =n(log n)* damit gleichwertig ist, daB es eine positive, monoton wachsende
Zahlenfolge {r,} gibt, mit den Eigenschaften:

) S @+bdr,<= und -
n=1 n= 1!"‘

Im Zusammenhang mit diesem Ergebnis hat sich die Frage gestellt, mit welchem
Ungleichungspaar von der Form (3) Bedingung (1) im allgemeinen dquivalent ist.
Ein solcher allgemeiner Aquivalentzsatz wiire deswcgen niitzlich, weil wir daraus
mehrere neue Koeffizientenbedingungen fiir gewisse Konvergenz- bzw. Summations-
eigenschaften verschiedener Reihen nach den bekannten Ergebnissen sofort be-
kommen konnten.

Wir bekommen aus dem Hilfssatz von §1 beziiglich der Zahlenreihen mit
p=1,y=2 und %, =|¢;| den folgenden

Satz 1. Seien {4,} eine positive Zahlenfolge und A, = 2 AzY. Dann ist die

Bedingung (1) gleichwertig damit, daff es eine positive, monoron nichtabnehmende
Zahlenfolge {u,} mit den Eigenschaften

”_2‘11 "3 e
und
P
- Aﬂﬂﬂ g
gibt.

Aus dem Satz 1 ergibt sich unmittelbar

Folgerung 1. Die Bedingung (1) ist im Falle 4, =n* mit

= o 1
@ 2 city<e und 2 e (0= py = fiy+1),
im Falle 7,=n mit
() Fidpcw g TR
nel = ny,
im Falle 2, =nVlogn mit
(6) 2 €2ty < oo b

) Die Orlhogonalreihe (2) heiBt im Intervall (a, b) fast iiberall |C, x|-summierbar, wenn in

(a, b) fast iiberall 2|G(”|(!‘} ol x)| = = gilt, wobei a{*’ (x) das n-te (C, z)-Mittel der Reihe (2)
n=1

bezeichnet.
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im Falle /,=n"*% (=1 <=2<1) mit

(7) Zr‘ fy<eo und Q-

gleichwertig.
Nach den schon erwiihnten Ergebnissen erhalten wir aus der Folgerung I:

n23 .Hfl

Folgerung II. Unter der Bedingung (4) mir ¢} = a} + b} konvergiert die Fourier-
entwicklung von f(x) absolut.

Folgerung 111. Unter der Bedingung (5) konvergiert die Reihe (2) fast iiberall
unbedingt; bzw. unter (S) ist die Reihe (2) fast iiberall |C, ¥ |-summierbar.

Die Bedingungen (5) sind den wohlbekannten Orliczschen Bedingungen
bezuigiich der unbedingten Konvergenz fast gleich, aber sie fordern etwas weniger
als diec Bedingungen von Orlicz (s. [6] und [5]).

Folgerung IV. Unter der Bedingung (6) bzw. (7) ist die Reihe (2) fast iiberall
\C. 2= 1[- bzw. |C, — | <o <1|-summierbar. (S. [2])

Endlich geben wir eine weitere Anwendung des Satzes I. Sei /, eine konvexe

Folge positiver monoton gegen Null strebender Zahlen mit > /, = -=. Eine Borelsche
n=1

Menge B aus [0. 2] heiBt von positiver konvexer Kapazitit beziiglich der Folge

{7,!. wenn tiber [0, 2] ein totaladditives Mal p existiert mit u(B)=1 und wenn

, Q(r, x—y, Ddu(y) fir r—1-0 gleichmidBig beschrinkt in x ist, wobei

or,x, 1) =31, + Z‘ " [, cos x, sonst sagt man, daB dic konvexe Kapazitit der
Menge B bczugl:ch der Folge {/,} Null ist.

Temko [(9]) hat den folgenden Satz bewiesen:
Sei Wi(n) ecine monoton gegen Unendlich wachsende Zahlenfolge mit

o

1 1
p PN S PP T S

SinWm) TN G

S (a2 + b2) W(n) < o=,
n=1
dann kann die Reihe
gy

(8) 2 +B

Wr

(a, cos nx+ b, sin nx)

nur auf einer solchen Menge divergieren, deren konvexe Kapazitit beziiglich der

. . 1 )
Folge {I,} Null ist, wobei l,,_k%'m ailt.
Wir beweisen den
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Satz 11. Sind

- i ‘
(9) “;'2 - (]_(;g_ ,_’_JI.T Eﬂ =<eco und 2

(log n)* A
so kann die Reihe (8) nur auf einer solchen Menge divergieren, deren konvexe Kapazitdit
beziiglich der Folge {l,} Null ist, wobei

“ E,
b= 2, Kilog
ist.

BEWEIS. Aus (9) folgt nach der Folgerung I mit 4, =n(log n)*, daB die Beziehung
(6) besteht. Ferner raum es aus dem Beweis des Hilfssatzes gesehen werden, daB

: I 3 s g : g
man g, in (6) zu @_iﬂ)__ withlen kann. Somit sind die Bedingungen des Satzes
von Temko im Falle W(n)=py, _(loi;li erfillt. Also folgt die Behauptung des

Satzes 11 aus dem Temkoschen Satz.

§. 1 Hilfssatz

Hilfssatz. Sei {4,] eine positive, monotone Zahienfo!ge. y <P positive Zahlen,

{o, eine nichtnegative Zahlenfolge, und sei A,= Z Ay Y. Dann ist die Bedingung

v o Bly
(1. 1) zfighﬂ -

gleichwertig damit, dap es eine positive, monoton nichtabnehmende Zahlenfolge {y,}
mit den Eigenschaften

(1.2) > oty < o0
und e
5 _A
(1.3) p )__g-;_m o
gibt.
BEwEIs., Zuerst zeigen wir, daB (1. 1) aus (1. 2) und (1. 3) folgt Ist ; Azl
so ist unsere Behauptung offenbar. Wir nehmen an, daB "' ¥ Lt o l1sl Dann

n= I
definieren wir eine Indexfolge {p,,} durch vollstindige Induktion folgenderweise:
seien p, =0 und p, =2. Ist m=2, dann sei p, die kleinste natiirliche Zahl, fiir die

1 Pm-1 i
A” = 4 ; ’ J;.”
=P+ 1 n=py-2+1

m
-

N‘
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besteht, und sei
Pm = Max (p-1+1, pm—1).

Dann bekommen wir mit einfacher Rechnung

- o By = Pm+1 = Py+1
(1.4 > L34q =3 3 .Lz[ S | =
n=p+1 Ay \k=n m=1n=pu+1 %gv=am\k=p,+1

= v 8y

42 [ ] 2w,

=1 n=py- |+1)

Durch Anwendung der Holderschen Ungleichung ergibt sich
Pv+1

IIA

k= pv+l

i
L

4 By
o1 = Zl “k] Hpo+1 Hpo+1
n=p,-1+1
o By =a Pyl ] 7/(y—B) i ,{ -1/ ;
N i =7
> auf (3| 3 e
=pv-1+1 Ay

k=p)+1 y=1 b=
Nach der Definition von {p,| gilt
Pe+1 Agll(}l—ﬂl

Py | y=8)
31 ] EO(I) Z e 2 ]

(1.5)

n=1 n Ly

n-'p:_-"lﬂf'-n n=pe-1+1
somit ist nach (1. 5)
.r'.-:Tl Aﬂ"h‘-ﬂ) (7=8)v
(1. 6) .—-0(1){2 ] W} =
vzl \B=pye |+1 u:p.-+l H'auf’v"“l
= Bliy—M o Pyt Bity—P) Y-8y
g An 5 An
30(1){2 Sio=h + 2 Bl m} :
A T v=1n=py+1 )mupv*l-l

... die Indizes m(=1), fir die p,,,, =pm+1

Wir bezeichnen mit i, =i, =... =i, <...
ist, und mit j, =j, =...=j,=... die ibrigen Indizes. Nach (1. 3) und der Definition
von {p,} ist die letzte Summe in (1. 6) kleiner als

o8 115-'1';—)"} - P oy —
pi +I Z j ﬂ(f ﬂ}
ﬂt; B) e

Bi(y— ﬂ)
s=1 /p,- +1Mp; 41 r=1k=pj ,+1 /aﬂ

Daraus und aus (1. 4)—(1. 6) folgt die Ungleichung (1. 1).
Nun beweisen wir folgendes: wenn die Ungleichung (1. 1) besteht, so kann

eine positive, monoton nichtabnehmende Zahlenfolge {u,} angegeben werden, fiir
die (1. 2) und (1. 3) erfiillt sind. Wir setzen der Abkiirzung halber

Hn:A"Rf-?, Rn:[zia;c]
k=n
Durch Abelsche Umformung ergibt sich

Sau= AR 3 1= 3 SdH

b7
(1.7) &
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Nun definieren wir eine Indexfolge {g,} folgenderweise: seien ¢, =1 und g, =2.
Ist m=2, dann sei ¢, die kleinste ganze Zahl, fiir die

4R,’ <R

besteht, und sei o
qm = max (qm—l +l- qr:l'_l)
Dann gilt nach (1.7)

4»1-!“'"1 ]

- < & G o
(1.8) Zoam= 2 2 2 CN 2 wR
"= n=gqy

k=qm k v=m

Nach der Definition von {g,} besteht
Z Rﬁv = CZ (ﬁ' }.) R‘fm‘

somit ist nach (1. 1), (1. 8) und nach der Definition von {g,}

= gmet—1 ] = gm+1—1 I

2 hsCEN 2 2 Z—Rﬁm = C8.7) 2 2 = R o=
n=1 m=0 k k

=Gm m=0 k=qm “k
o
= Cy((B.7) % o Ra,

woraus die Beziehung (1. 2) nach (1. 1) folgt.
Der Beweis der Implikation (1. 1)=>(1. 3) ist sehr einfach, ndmlich ergibt sich

nach (1. 1) mit u,= AR~ " sofort:

on r—5 =
Ane s 1 o
= T e n == oo,
n=1 /_npﬁl{' " ne=1l "‘ﬂ

Damit haben wir den Hilfssatz vollstindig bewiesen.
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