Kleine Ideale, Radikale und die Eins in Ringen

Von GERHARD MICHLER (Frankfurt/M.)

Unter einem kleinen Rechtsideal eines Ringes R versteht man ein Rechtsideal
K von R derart, daB R das einzige R = K + U erfiillende Rechtsideal U von R ist.
Analog wird ein kleines Linksideal und ein kleines zweiseitiges Ideal von R erklirt.
In ([2]. S. 7) hat R. BAER u. a. bewiesen, daB ein Ring dann und nur dann eine Links-
eins besitzt, wenn in R/J, wobei J das Jacobson-Radikal von R ist, die Eins existiert,
J ein kleines Rechtsideal ist, und x€ R stets zu Rx gehort. Dieser Satz zeigt, daB
zwischen den Radikalen, den kleinen Rechtsidealen und der Existenz eines Eins-
elementes enge Beziehungen bestehen, die in der vorliegenden Arbeit hauptsichlich
fiir Ringe mit abgeschwiichten Kettenbedingungen untersucht werden. In § 1 werden
Eigenschaften kleiner Elemente von vollstindigen Verbdnden angegeben, die in den
Beweisen der Kriterien fiir die Existenz von Einselementen in §2, §3 und §4 bendtigt
werden und zum groBen Teil in [3] schon von R. BAiR fiir kleine Normalteiler von
Gruppen bewiesen worden sind. Der §2 befaBt sich mit Beziehungen zwischen
dem oberen Nilradikal N, dem Brown—McCoy’schen Radikal G und dem Vor-
handensein einer Linkseins in Ringen R mit Minimalbedingung fiir potente Haupt-
rechtsideale, wobei ein Rechtsideal potent heit, wenn es mindestens ein nicht-
nilpotentes Element besitzt. In §3 wird gezeigt, daB die Summen DR, D'R und
D'R aller kleinen Ideale, aller kleinen Rechtsideale, bzw. aller kleinen Linksideale
Radikale auf der Klasse aller assoziativen Ringe R definieren, fiir die DR=G,
D'R=J und D'R=J gilt.

Bekanntlich (vgl. BAer [1], S. 637) gibt es sogar endliche Ringe R mit R,=
=(x& R/ xR=0)=0, die keine Rechtseins besitzen. Fordert man aber noch zusitz-
lich, dall (R/K),=0 fiir alle nilpotenten Ideale K gilt, dann hat R eine Rechtseins:
hierzu wird dann noch nicht einmal die volle Minimalbedingung fiir Rechtsideale
bendtigt, wie in §4 gezeigt wird. Aus diesem notwendigen und hinreichenden
Kriterium fiir die Existenz einer Rechtseins in einem Artinschen Ring ergibt sich
als Korollar der folgende Satz von F. SzAsz ([12], S. 352): Jeder torsionsfreie Ring
mit Minimalbedingung fiir Rechtsideale besitzt eine Rechtseins.

Ich mdchte meinen herzlichen Dank Herrn Professor Dr. R. BAER fiir seine
zahlreichen wertvollen Anregungen aussprechen. Herrn Professor Dr. F. KAsCH
danke ich fiir seine vielen Hinweise.
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Bezeichnungen

Mit R wird stets ein assoziativer Ring bezeichnet. Die Verbandsoperationen
Schnitt und Verbindung, werden durch A und V dargestellt, wihrend () und |J
nur fiir den mengentheoretischen Durchschnitt und die mengentheoretische Vereini-
gung stehen. Ist ¥ eine Familie von Mengen X, die beziiglich der mengentheore-
tischen Enthaltenseinsbezichung einen vollstindigen Verband bildet, dann wird
mit (x) das von x€ |J X erzeugte Element des Verbandes U bezeichnet.

Xed

(x) =das von xR crzeugte Hauptideal von R,

(x)g =das von x€ R erzeugte Hauptrechtsideal von R,

(x), =das von x¢€ R erzeugte Hauptlinksideal von R,

K,={xc RIKx=0) ist der Rechtsannihilator der Teilmenge K von R.
A+ B = dic direkte Summe der R-Moduln A4 und B.

Wenn e ein Idempotent von R ist, dann ist (I —¢e)R = (r—er|rc R). Radikale des
Ringes R: B=unteres Nilradikal von Baer, L = Levitzki-Radikal, N =oberes Nil-
radikal, J=Jacobson-Radikal. G = Brown-McCoy’sches Radikal,

DR = Durchschnitt aller maximalen zweiseitigen Ideale von R,

DR bzw. D'R = Durchschnitt aller maximalen Rechts- bzw. Linksideale von R

Beziiglich der Terminologie verweise ich auf G. SzAsz [13], JacossoN (8],
Fucns [6] und F. SzAsz [10].

§ 1. Kleine Elemente in Verbiinden

Das duale Gegenstiick eines groBen oder wesentlichen R-Untermoduls eines
R-Moduls (Vgl. ECKkMANN und ScHoPF [5]), bzw. eines groBen Rechtsideals eines
Ringes ist ein kleiner R-Untermodul bzw. ein kleines Rechtsideal. Allgemein ist ein
Element A eines beschrinkten Verbandes U, in dem 0 das kleinste und 1 das groBte
Element ist, ein kleines Element von ¥, wenn 1 das einzige 1 = AV B erfiillende
Element B von U ist. Stets ist 0 ein kleines Element von U, withrend | niemals
klein in W ist, wenn 1 #0.

In diesem Abschnitt méchte ich nun Eigenschaften kleiner Elemente von 8
angeben, die zum groBen Teil schon von BAER fiir kleine Normalteiler in [3] bewiesen
worden sind.

Hilfssatz 1. 1. Sei 0 ein beschrinkter Verband, dann gilt:

(a) Wenn A ein kleines Element von X\ und B= A ist, dann ist B ein kleines
Element von 1.

(b) Die Menge aller kieinen Elemente von R bildet einen Teilverband N von 8,
in dem 0 das kleinste Element ist.

(c) Wenn Z ein nach oben beschrinkter Teilverband von N ist, dann gibt es ein
griftes Element S in Z, das ein kleines Element von L ist, und S ist die Verbindung
aller Elemente von Z.

(d) N hat dann und nur dann ein maximales Element, wenn jede (beliebig mdchtige )
Verbindung von kleinen Elementen von X in N enthalten ist.
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Beweis. Erfiillt XU die Gleichung 1 = BV X, dann gilt wegen B=A auch
1 = AV X, woraus X =1 folgt., weil A4 klein in ¥ ist, womit (a) bewiesen ist.

Seien 4 und B kleine Elemente von U; sei X €1 so gewiihlt, daB 1 = (4VB)VX
gilt. Aus der Kleinheit von 4 und B und aus der Assoziativitit von V folgt X =1;
also ist N wegen (a) ein Verband, in dem 0 das kleinste Element ist.

Wenn Z ein Teilverband von )i mit maximalen Elementen ist, dann gibt es
nach SzAsz ([13], S. 55) ein groBtes Element S in . Da S€N, ist S ein kleines
Element von 2. Wiire S nicht gleich der Verbindung aller Elemente von Z, dann
giibe es ein kleines, in £ enthaltenes Element Q von ¥ mit Q£ S. Also wire S SV
VQeZ, und S wire nicht maximal in 2. Aus diesem Widerspruch folgt (¢) Die
Aussage (d) ist eine Folge von (b) und (¢), womit der Hilfssatz bewiesen ist.

Bemerkung 1.2. Dal eine Verbindung unendlich vieler kleiner Elemente von
B im allgemeinen kein kleines Elemert von ¥ ist, zeigt der Untergruppenverband
einer abelschen Gruppe vom Priiferschen Typ p~. (Siche Baer [3]. S. 152.) Also
ist die Voraussetzung der Existenz maximaler Elemente in N nicht nur notwendig,
sondern auch unentbehrlich dafiir, daB3 jede beliebig miichtige Verbindung kleiner
Elemente von U klcin ist.

Definition. Ein Verbandsepimorphismus pu des vollstindigen Verbandes U,
dessen Schrankenelemente 0 und 1 sind, auf einen Verband 0~ heilt wnitdr, wenn 1
das einzige A" =1* erfiilllende Element 4 von ¥, das gréBer als die Verbindung
K(p) aller Elemente des Kerns von g ist, und 1* das groBte Element von U* ist.

Hilfssatz 1. 3. Ist B ein vollstindiger Verband, dann bilden unitdire Verbands-
epimorphismen p kleine Elemente von B auf kleine Elemente von V" ab.

BEWEIS. Sei u ein unitir Verbandsepimorphismus mit Kern Q von U auf 0
und A ein kleines Element von 8. Sei K(u)= V X. Ist X* ein 1*= A*V X* erfiillen-
B,

des Element von B, dann existiert in ¥ ein Element X = K(u) mit X* = X*. Hieraus
folgt 1* = A"V X" = (AVX)". Da AVX = K(u) und p unitir ist, folgt 1 = AVX,
weshalb X =1 wegen der Kleinheit von 4 und somit X'* = X*=1* ist, also ist A*
ein kleines Element von Uu,

Bemerkung 1. 4. In Hilfssatz 1. 3. ist die Voraussetzung, daB die Verbands-
epimorphismen u unitir sind, unentbehrlich dafiir, daB K" in 0* klein ist, wenn
K cin kleines Element von U ist, wie folgendes Beispiel zeigt. Sei ¥ die Kette:
0 <=4 <1und ¥ dic Kette: 0* < 1*, dann ist die Abbildung g mit 0" =0*, A* =1*=1*
ein Verbandsepimorphismus von ¥ auf ¥*. A4 ist ein kleines Element von ¥, aber
A* ist nicht klein in ¥*. obwohl ¢ vollstindig ist.

Hilfssatz 1. 5. Die folgenden Eigenschaften eines Elementes K eines vollstindigen
Verbandes 2 sind dquivalent :

(1) K ist ein kleines Element von .

(2) Es gibt unitire Verbandsepimorphismen p von ¥ mit Kern Q(p) derart, daff
Q(u)= \ =K ist, und fiir jedes solches p ist K* in V" und Q(n) in B klein.

Xe Qi

(3) Es gibt einen unitdren Verbandsepimorphismus p von 8 mit Kern Q.(p) derart,

daff Q= \ X=K. Q ein kleines Element in X und K" ein kleines Element von B+
X¢Qem)

ist.
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Beweis. Gilt (1), dann ist der identische Automorphismus ein Verbandsepi-
morphismus. dessen Kern 0= K ist, da U ein vollstindiger Verband ist. Ist u irgend-
ein unitirer Verbandsepimorphismus von B mit Kern Q(u) derart, daB Q(p) =
=\ X =K ist, dann ist Q(u) nach Hilfssatz 1. 1. ein kleines Element von 1. Da

X<eCQip)
w unitidr und K ein kleines Element ist, ist K* nach Hilfssatz 1. 3. ein kleines Element
von B, Also folgt (2) aus (1). (3) ist eine Abschwiichung von (2). Es gelte (3), und
X e erfiille 1 =KV X. Hieraus folgt: 1* =1*=(KVX)*=K*\ X, also ist X*=1*,
da Ku in B* klein ist. Nun ist auch 1* =Q*VX*=(QVX)*, weshalb 1=0VX
ist, weil p unitédr ist. Aus der Kleinheit von Q folgt X' =1, d. h. ist klein in 0.

Hilfssatz 1.6. In einem vollstindigen Verband 1 ist jedes kleine Element

K= A X, wobei W die Menge aller dualen Atome von ‘U ist.
Xcm

Beweis. Da U vollstindig ist, ist D= A X ein Element von 8. Giibe es ein
X
kleines Element K in ¥ mit K= D, dann existierte ein X €9 mit K= X, also wiire
X<=KVX, woraus 1 = KV X folgt, weil X ein duales Atom von ¥ ist. Aus der
Kleinheit von K ergibt sich X'=1, und X ist kein duales Atom, was X< wider-
spricht.

Eine Familie B3 von Mengen X, die beziiglich der mengentheoretischen Ent-
haltenseinbezichung einen vollstindigen Verband bildet. heiBt ein Zorn'scher Ver-
band, wenn die Verbindung 7 in ¥ von allen Elementen eines Turms I, der aus
Elementen X3 mit x4 X besteht, auch x4 U T erfiillt.

Hilfssatz 1. 7. Sei U ein Zorn’scher Verband und D = A X, wobei )i die Menge
Xem
aller dualen Atome von U ist, dann ist {x) fiir jedes x< | D ein kleines Element

von B.

Bewers. Giibe es ein x € |J D derart, daB (x) kein kleines Element von ¥ wiire,
dann gibe e;3 ein YEX mit Y#1 und 1 = (x)V Y. Sei N dic Menge aller Z¢c}
mit 1 = (x)VZ und Z # 1. dann ist ) nicht leer, weil Y €N, Wire x¢ | Z fiir ein
ZeN, dann wire (x)=Z, und so Z=1, was Z # 1 widerspricht. Sei T ein Turm
von Elementen Z € ), dann gilt fiir die Verbindung 7' in X aller Elemente von :x4 T,
weil 8 ein Zorn'scher Verband ist. Hieraus folgt 7+ 1. Wegen Z =T fiir alle Z¢ 3
ist 1 = (x)VT7, also ist Ted. Nach dem Maximum-Prinzip der Mengenlehre
existiert dann in )i ein maximales Element M. Wiire M kein duales Atom von B,
dann giibe es ein M = N - | erfullendes Element N von ¥, weshalb wegen 1 = (x)V M
auch 1 = (x)VN und wegen N#1 x¢ |UN wire, d. h. Ne)N, und M wire nicht

maximal in ). Aus diesem Widerspruch folgt x¢ A X=M.d. h. 1 = (X)VM = M,
XeMm
was M #1 widerspricht, womit Hilfssatz 1. 7. bewiesen ist.

Folgerung 1.8. In einem Zorn'schen Verband ¥ gilt:

(a) Die Verbindung S aller kleinen Elemente von ¥ ist gleich dem Schnitt
DX aller dualen Atonme von .
(b) Wenn u ein unitdrer Verbandsepimorphismus von L auf einen vollstindigen
Verband V" ist, dann gilt:
(D) = DR,
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BewEls. Da U vollstindig ist, sind S und DX wohlbestimmte Elemente von
AV. Wegen Hilfssatz 1. 6. ist S® =D, und nach Hilfssatz 1. 7. ist DY eine Teil-
menge von S, womit (a) bewiesen ist.

Ist x¢ DX, dann ist (x) nach Hilfssatz 1. 7. ein kleines Element von ¥,
folglich ist {x)* wegen Hilfssatz 1. 3. cin kleines Element von ¥, also ist {x)* = DX*
fiir alle x€ U DR nach Hilfssatz 1. 6., d. h. (DR)*= DR+,

Bemerkung 1.9. Es ist unmoglich, in Folgerung 1.8.(b) die Ungleichung
durch eine Gleichheit zu ersetzen, wie BAer ([3], S. 157) fiir den Untergruppen-
verband einer freien abelschen Gruppe abzihlbar unendlichen Ranges gezeigt hat.

Ein Element X eines Zorn’schen Verbandes U ist endlich erzeugt, wenn es

endlich viele Elemente x;€ |J X (i=1,2,....,n) gibt derart, daB X= \/ (x,).
Xeu i=1

i

Satz 1. 10. Fiir einen Zorn'schen Verband ¥, in dem der Verband )N der kleinen
Elemente der Kern eines unitidren Verbandsepinmorphismus yp von ¥ auf einen voll-
standigen Verband B* ist, sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) Das grofte Element 1 von B ist endlich erzeugt.

(2) Der Schnitt DX aller dualen Atome von L ist ein kleines Element von ¥,
und es gibr endlich viele (i=1, 2, ..., n) Elemente x;¢ l_J X derart, dafp das grofre
Element 1* von ¥* die Form 1* = g/(.\',-}“ hat. -

Bewris. Aus (1) folgt die ig;istcnz von x;€ U X ((=1,2,...,n) mit
l:_\"(l(x,j, woraus 1* :i\"/l(,\',-}" folgt. e

Wire die Verbindung S¥ aller kleinen Elemente von ¥ kein kleines Element
von B, dann existierte ein YeW mit Y1 und 1 = SVV Y. Sei N die Menge aller
Z ¥ mit den Bedingungen:

¥ Y=2Z,

#* % mindestens ein Erzeugendes x; der | ist fir jedes Z&N nicht in U Z
enthalten. ~

Dann ist ) nicht leer, da Y €i: denn wiren alle x;€ U Y, dann wiire V (x;)=Y

i=1

und so wiire Y =1, was Y # 1 widerspricht. Da ¥ ein Zorn’scher Verband ist, gibt
es nach dem Maximum-Prinzip der Mengenlehre in 2 ein maximales Element
M von ). das den Forderungen % und % % geniigt und deshalb ein duales Atom
von M ist. Die Bedingung x impliziert 1 = SBV M, woraus M =1 nach Hilfs-
satz 1. 6. folgt. was der Bedingung * x widerspricht. Aus Folgerung 1. 8. folgt
SV = DY, weshalb (2) aus (1) folgt.

Gilt (2), dannist 1* = \/ {x;)* fiir endlich viele geeignete x; € UzX (Eml 2 i m)
i=1 Xewn
woraus 1* = |/ (xp*V DB* folgt, weil DV ein Element des Kerns von g ist. Da u
i=1

unitdr ist, gilt 1 = V (x,)V DR, weshalb sich (1) wegen der Kleinheit von D%
i=1
aus (2) ergibt.



236 Gerhard Michler

Folgerung 1. 11. Ist W ein Zornscher Verband, in dem der Verband N der klei-
nen Elemente von B der Kern eines unitdren Verbandsepimorphismus p von L auf

einen vollstindigen Verband V" ist, der N\ X" =(DR), wobei B die Menge aller
Xes
dualen Atome X von ¥ ist, erfiillt, dann ist 0 das einzige kleine Element von W*.

BEwEIS. Angenommen, K* ist ein kleines Element von ¥#, dann ist K*= DU
nach Hilfssatz 1. 6. Ist X ein duales Atom von ¥, dann ist X* ein duales Atom von
B, weil u ein unitirer Verbandsepimorphismus von ¥ auf V* ist. Hieraus folgt
D¥"= A X", wobei 8 die Menge aller dualen Atome von L ist. Also gilt wegen

AR

Xed
Folgerung 1.8
Kr=D%r= A Xr=( A X)=(DB)*=0,
Xen Xen

weil ¥ und V* vollstindig sind, und N der Kern von p ist.
Hat ¥ keine dualen Atome, dann erzeugt nach Hilfssatz 1.7 jedes Element
x< |J X ein kleines Element (x) von ¥, weshalb
Xcl

4]

I=V{(x), xeUX, Xe%9,

woraus B* =0 folgt. Hiermit ist Folgerung 1. 11 bewiesen.

Beispiele. Der Verband aller Normalteiler einer Gruppe G, der Verband aller
zweiseitigen ldeale eines Ringes R und der Verband aller R-Rechtsuntermoduln
eines R-Rechtsmoduls M sind Verbidnde, die die Voraussetzungen von Satz 1. 10
und Folgerung 1. 11 erfiillen.

Bemerkung 1.12. Da in beschrinkten und in vollstindigen Verbidnden das
Dualitdtsprinzip gilt, sind auch die dualen Aussagen der Hilfssdtze 1.1 und 1.6
fir groBe Elemente richtig, wobei X ein grolles Element eines beschrinkten Ver-
bandes ¥ ist, wenn 0 das einzige 0 = X/ A erfiillende Element 4 von ¥ ist. Wegen
Hilfssatz 1. 6 gilt dann insbesondere: In einem vollstindigen Verband ¥ ist die
Verbindung aller Atome in dem Schnitt aller groBen Elemente enthalten.

§ 2. Das Radikal von Brown—McCoy und das obere Nilradikal

In diesem Abschnitt soll ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir
das Zusammenfallen des Radikals G von Brown—McCoy mit dem oberen Nil-
radikal N eines assoziativen Ringes R bewiesen werden, das in den néichsten Ab-
schnitten bendtigt wird. Ein Rechtsideal K von R heiBt potent, wenn K mindestens
ein nicht-nilpotentes Element besitzt,

Hilfssatz 2. 1. Ist K ein potentes Rechitsideal eines Ringes R, der die Minimal-
bedingung fiir alle potenten Hauptrechtsideale von R erfiillt, die in K liegen, dann
enthdlt K minimale potente Rechtsideale von R.

Der BEWEIS ist trivial.

Hilfssatz 2.2. In jedem minimalen potenten Rechtsideal M eines Ringes R
existiert ein Idempotent e =0 derart, dafp M =eR gilt.
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BEweis. Da M potent ist, gibt es ein y €M derart, dal3 keine Potenz von y
ein Nilelement ist. Wegen y?€yM, ist yM ein potentes, in M enthaltenes Rechts-
ideal von R, woraus M =yM folgt, weil M ein minimales potentes Rechtsideal
von R ist. Also existiert ein x € M mit y = yx, weshalb x> —x €y, (1 M. Da y =yx #0,
ist x4 y,, und so ist y,[ 1 M < M; folglich ist y,[ 1 M ein Nilrechtsideal von R, weil
M ein minimales potentes Rechtsideal von R ist. Hieraus folgt die Existenz einer
kleinsten (x? —x)" = 0 erfiillenden natiirlichen Zahl n: x? — x ist ein Element des
Jacobson-Radikals J von R.

Wiire x€J, dann wire M=yM=yxM=yJ. Also ist y=yxcyJ, weil y ein
Element von M ist, woraus nach Hilfssatz 1 von Baer ([2]. S. 4) x=0 folgt. Aus
diesem Widerspruch ergibt sich, x¢.J. Also gilt:

¥ x2=x20 mod J,
* K (x2—x)y = 0.

Die Bedingung * % impliziert nach HersTeIN ([7], S. 15, Lemma 1.12), daB
entweder x ein Nilelement ist, oder in M ein Idempotent e =0 existiert. Wire fiir
eine natiirliche Zahl m, x™ =0, dann wire wegen

x=x2=...=x"=0 mod J,

was aber x#0 mod J widerspricht. Also gibt es in M ein Idempotent e # 0. Da
eR=M, und e kein Nilelement ist, ist eR ein potentes Rechtsideal von R. woraus
M =eR wegen der Minimalitit von M folgt.

Bezeichnung. Wenn e; (i=1,2,....n) Elemente von R sind. dann werde mit

l—(l—e,)(1—€,_;)..(1—€3)(1—¢e,)
das Element

eptep_1+...+e+¢e ‘—‘((,’,'f',l_ 1 T€ 82+ . +€6, 1€, 7+ ... +€2€1)+ et
+(—1)"*1le,e,_y...05€4

bezeichnet; in Ringen R mit Einselement 1 sind beide Elemente identisch.

Hilfssatz 2. 3. Ist I eine abzdhlbare Menge idempotenter Elemente e;7#0
(i=1,2....) eines Ringes R derart. daf ee, =0 fiir i<k fiir alle e; W gilt, dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) 2 ist endlich.

(2) Die Kette der Hauptrechtsideale (1—(1—e)(1—e;_,)...(1—e,))g von R hat
nur endlich viele Glieder.

Bewers. Wenn i eine unendliche, abzdhlbare Menge Idempotenter e; # 0 ist.
die der Voraussetzung von Hilfssatz 2. 3 geniigen, dann gibt es zu jeder natiirlichen
Zahl i ein ¢;#0 von Y. Hat M nur k& Elemente e;#0 (i=1.2...., k), dann
wird ¢, ,=0 fiir alle s=1, 2, ... gesetzt. Sei

I(n) = (1-(1—e)(1—e,_,)...(1—e;)(1—ey))x
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fir jede natiirliche Zahl n, dann ist y = 1—(1—¢,.;)(I1—¢,)...(1—¢,)(1—¢,) cin
Element von I(n+1). Es gilt die Gleichung:

- y=1=(l—e,)..(1—e)(1—e;)+e,.(1—e,)...(1 —e;)(1—ey).

Mit y ist auch ye,., = e,., €l(n+ 1), woraus sich wegen % ergibt:
1—(1—e,)...(1—e))(1—e,)cl(n+1), d. h. I(n) = I(n+1) fir alle nat. Zahlen n.

Wire I(n) = I(n+1) fir eine natiirliche Zahl »n, dann wire y = 1—
—(1—e,.)(1—e,)...(1—e,)€I(n), weshalb eine ganz-rationale Zahl ¢ und ein
Element r€ R existierten so, dal}

y =4q[l—=(1—e,)...(1—€))(1—e)]+[1—-(1—e,)...(1—€;)(1—ey)]r
wiire, woraus folgte, dal3

Ylpiry = €44y = [l_(l__en)‘“(]_ez)tl_el)]ren+l'
Hieraus folgt

Cpt1 = "54-1 = eys1[l—(1—¢)(1—e,-,)...(1—¢))]re,4y =0

wegen e, = 0 fir i<=k. Aus diesem Widerspruch folgt /(n)<=1I(n+1).

Gilt nun (1), dann gilt erst recht (2). Ist (2) efiillt, dann ist 2 nicht unendlich,
denn sonst wiire /(1)< 1(2)=... wegen I(n) <= I(n+ 1) fiir alle natiirlichen Zahlen
n eine unendliche Kette, was (2) widerspricht, womit Hilfssatz 2. 3 bewiesen ist.

Hilfssatz 2. 4. Fiir einen Ring R sind dquivalent:

(2) Wenn acJ kein Nilelement ist, dann hat die Kette (a)g =(a*)g=... nur
endlich viele verschiedene Glieder.

Beweis. Wenn (1) erfiillt ist, enthédlt J nur Nilelemente, weshalb (2) aus (1)
folgt. Es gelte (2). widre dann J# N, dann giibe es mindestens ein nicht-nilpotentes
Element ¢ in J. Da die Kette (a)g =(a?)g = ... abricht, existiert eine natiirliche Zahl
n mit der Eigenschaft, daB (¢")g =(a"*')g und n=2 gilt. Also ist ¢" = ga"*' +
+a"*1bh, wobei g ganz-rational und b€ R ist. Ist ¢ = ga+ab, dann ist ¢€J, und
so gilt a"=a"cca"J, woraus nach BAER ([2], S. 4) a"=0 folgt. Demnach wire a
ein Nilelement. Aus diesem Widerspruch folgt (1).

Bemerkung 2.5. Es ist ein ungeldstes Problem, ob das obere Nilradikal N
eines beliebigen Ringes R alle einseitigen Nilideale enthdlt. Aus Hilfssatz 2. 4 folgt,
daBl in Ringen R mit Minimalbedingung fiir potente sternregulire Hauptrechts-
ideale alle einseitigen Nilideale in der Summe aller zweiseitigen Nilideale enthalten
sind; dabei heiBt ein Rechtsideal sternreguldr, wenn alle seine Elemente quasi-
rechtsreguldr sind.

Hilfssatz 2. 6. Ist H ein potentes Ideal eines Ringes R derart, daff J < H, und
in H kein Idempotent e =0 existiert, das in H/N eine Linkseins reprdsentiert. Die
Minimalbedingung gelie fiir die Menge der potenten Haupirechtsideale von R, die
in H enthalten sind.
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Dann gibt es eine abzdhlbar unendliche Menge Y von Idempotenten e;, wobei
eo=0und i=0,1,2, ... ist, des Ideals H und potente Rechtsideale Y; von R, die den
folgenden Bedingungen geniigen:

(1) Jedes e; #0 erzeugt ein in H liegendes minimales potentes Rechtsideal
J‘!;:eIR von R.

(2) Yo=Y, =...=Y,... ist eine echt absteigende Kette von potenten Rechts-
idealen ron R.

(3) Fiir jede natiirliche Zahl j=0, 1, 2, ... gilt:

a) H = EIR'E-EZR-;-,..';'EJR-F YJ"

b) Eit’k :0 _fif'r Oéf': k -::‘_""'..

c) ¢,Y;=0 fiir 0=i=j,

d) e, €Y, fiir 0=i+1=j, wenn j#0.

Bewers. Hilfssatz 2. 6. wird mittels vollstindiger Induktion nach j bewiesen.
Fiir j=0 ist nichts zu beweisen. Angenommen, die Behauptung sei fiir alle natir-
lichen Zahlen j=n gezeigt. Da Y, ein potentes, in / liegendes Rechtsideal von R
ist, enthilt es wegen der Minimalbedingung fiir alle potenten in / enthaltenen
Hauptrechtsideale von R nach Hilfssatz 2. 1 ein minimales potentes Rechtsideal
M, ., von R, das nach Hilfssatz 2. 2 von einem ldempotent e, ., #0 erzeugt wird.
Zu dem Idempotent e,,,; von Y, gehort die Zerlegung:

YN =£’,,+|R-;'(l—€',,+l)yn.
Ist Y, sq =(1—e,.()Y,, dann pilt:
‘:l') M= e,R+€2R-§-...+en41R-i- Yn+|,

c) e;Y,.;=0fiir 0=i=n+1, was aus ¢,,,Y,+; =0, ¥4, <Y, und ¢,Y,=0
fiir 0=i=n folgt,

d’) e,+,€Y,, woraus sich dann
b’) e;e, =0 fir 0=i<k=n-+1 wegen der Induktionsannahme ergibt.

Wiire Y,., ein Nilrechtsideal von R, so wire es im Jacobson-Radikal J von
R enthalten. Wegen J=H und der Minimalbedingung fiir alle in A enthaltenen
potenten Hauptrechtsideale von R folgte dann aus Hilfssatz 2. 4: J= N, weshalb
Y,+1 =N wire. Bildet man nun das Element

€ = ell+l +en+"‘+e?.+el+
+(—1)(ey+1€p+Cpns1€y—g1+ ot €€y—1+... +€38)+ ... +(—1)"*2e,.,e,...5¢,
-— l_(]_en+|)(lw‘e¢|)°-~(l_-_e2)(}_el)e

das in H liegt, dann ist e;=ee; fiir j = 0, 1,2, n+ 1 wegen der Bedingung e;e, =0
fiir 0=i—=k=n-+ 1. Hieraus folgte, e #0 wiire ein Idempotent von H, das in H/N
eine Linkseins reprisentierte, was der Voraussetzung von Hilfssatz 2.5 wider-
spriache. Also ist Y,,, ein potentes Rechtsideal von R.

Nach Induktionsannahme ist Y,= Y,= Y,= ...=> Y, eine echt absteigende
Kette von potenten Rechtsidealen von R. Da Y, = ¢,. | R+(1—e,.:,)Y,.€,:1€Y,.
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abere,,,4Y,., wegen Y,,, = (1—e,.,)Y, ist, gilt ¥, <Y,,,. Hieraus folgt dann
(b"). Hiermit ist der Hilfssatz 2. 6 bewiesen.

Satz 2. 7. Fiir einen Ring R sind folgende Eigenschaften dquivalent :

(1) G=N.

(2) Die Minimal- und die Maximalbedingung ist fiir alle potenten Hauptrechts
ideale von R. die in G enthalten sind, erfiillt.

(3) Die Minimalbedingung gilt fiir alle in G enthaltenen potenten Hauptrechis-
ideale von R, und jede abzdhlbare Menge YN idempotenter Elemente e; #0 von G so,
dap ee, =0 fiir i<k fiir alle e; M ist. ist endlich.

(4) Die Minimalbedingung gilt fiir alle potenten, in G enthaltenen Rechisideale
ron R.

Beweis. Es ist klar, dall (2) aus (1) folgt. Es gelte (2), und 9N sei eine abziihl-
bare Menge idempotenter Elemente e; #0 von G derart, daB e;e, =0 fiir i =k fiir
alle e;¢M (j=1,2,...) ist. dann sind die Hauptrechtsideale (e,)g.(1—(1—e;)
(l—e,))R. ... von R alle in G enthalten und potent, denn fiir jede natiirliche Zahl
n gilt: [1—(1—e,)(1—e,_,)...(1—ey)(1—e,)]e, = e,. weshalb e, ecin Element von
(1—=(1—eg,)...(1—e;)(1—e,))g ist. Wegen der Maximalbedingung fiir potente Haupt-
rechtsideale bricht dann die Kette (e;)g =(1—(1—e;)(1—e,))g =... nach endlich
vielen Gliedern ab, woraus nach Hilfssatz 2. 3 die Endlichkeit von i folgt; mit
(2) gilt also auch (3).

Sei (3) erfiillt und G = N: giibe es in G kein Idempotent ¢ # 0, das in G/N eine
Linkseins reprisentiert. dann wiiren wegen N =G die Voraussetzungen von Hilfs-
satz 2. 6 crfiilit, weshalb in G eine abzihlbar unendliche Menge )i von [dempoten-
ten e;#0 (i=1, 2, ...) existierte derart, dall e;e, =0 fir i =k wire, was wegen (3)
unmoglich ist. Also existiert in G/N die Eins. Da G/N das Brown—McCoy’sche
Radikal von R/N ist, folgt hieraus nach BRowN—McCoy ([4], S. 51): G=N: dem-
nach ist (1) eine Folge von (3).

Aus der Giiltigkeit von (1) folgt die von (4). Aus (4) und G # N folgte unter
der Annahme der Nichtexistenz eines Idempotent e #0 in G, das in G/N eine Links-
eins reprisentiert, nach Hilfssatz 2. 6, dall in G unendlich viele Rechtsideale Y;
(i=0,1,2,...) von R existieren derart, daB} Y,= Y,= Y, ... eine echt absteigende
Kette von potenten Rechtsidealen von R ist, was der Bedingung (4) widerspricht.
Also existiert in G/N die Eins, woraus wiederum G = N folgt. Hiermit ist der Satz 2. 6
bewiesen.

Bemerkung 2. 8. Ist R der cinfache Ring aller 8, &, Matrizen mit endlich
vielen Spalten- und Zeilenvektoren, die vom Nullvektor verschieden sind, iiber dem
Korper der rationalen Zahlen (Vgl. F. SzAsz [11]. S. 431). dann hat R kein Eins-
element und ist so nach BRowN und McCoy ([4], S. 51) ein G-radikaler Ring, wiithrend
er N-halbeinfach ist, obwohl R sogar die Minimalbedingung fiir alle Hauptrechts-
und Hauptlinksideale nach F. SzAsz ([10], S. 64) erfiillt. Dieses Beispiel zeigt, daB die
Maximalbedingung fiir potente, in G enthaltene Hauptrechtsideale von R in Ringen
mit Minimalbedingung fiir Hauptrechtsideale nicht nur notwendig, sondern auch
unentbehrlich fiir die Aussage G = N ist.

Hilfssatz 2. 9. R sei ein potenter Ring mit Minimalbedingung fiir alle potenten
Hauptrechisideale. Wenn jede abzihlbare Menge W idempotenter Elemente e; #0



Kleine Ideale, Radikale und die Eins in Ringen 241

von R derart, daff e;e, =0 fiir i <k fiir alle e, gilt, endlich ist, dann existiert in R
ein Idempotent e #0 so, daff (1—- e)R ein Nilrechtsideal von R ist.

BEwEels. Angenommen, Hilfssatz 2. 9 ist falsch. Dann folgt durch vollstindige
Induktion nach n mittels der Hilfssitze 2. 1 und 2. 2, daB in R abzdhlbar unendlich
viele Idempotente e; #0 existieren derart, daB fiir jede natiirliche Zahl » gilt:

a) R = e,R+e,(1—e,)R+...+e(l—e,_,)...(1—e,)R+
+(1—e)(1—e,_;)...(1—¢€,)R,

b) e;€(1—e;-)(1—e;-3)...(1—ey)R fiir i=1, wobei e, =0 ist.

c¢) (1—e)(l—e,-¢)...(1—e;) R ist ein potentes Rechtsideal von R.

Aus b) ergibt sich: e;e, =0 fiir i =k. Also existierte in R eine unendliche Menge
Wt idempotenter Elemente e; #0 mit e;e, =0 fiir i<k, was der Voraussetzung
widerspricht.

Satz 2. 10. Fiir einen Ring R0 mit Minimalbedingung fiir alle potenten Haupt-
rechtsideale sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) In R existiert eine Linkseins.

(2) Jede abzdhlbare Menge i idempotenter Elemente e, #0 von R mit e,e, =0
fiir i<k ist endlich, und jedes Nilrechtsideal ist ein kleines Rechitsideal von R.

(3) In R/G existiert die Eins, jedes Nilrechtsideal ist ein kleines Rechisideal,
und jede abzdhlbare Menge I von in G enthaltenen Idempotenten e; mit ee, =0 fiir
i=k ist endlich.

BeEwEis. Aus der Existenz einer Linkseins folgt nach BAEr ([2], S. 4), daB das
Jacobson-Radikal J von R ein kleines Rechtsideal von R ist, weshalb nach Hilfs-
satz 1. 1 (a) alle Nilrechtsideale kleine Rechtsideale von R sind. Angenommen, I
wire eine unendliche, abziihlbare Menge idempotenter Elemente e; # 0 mit e;e, =0
fiir i = k. Ist e eine Linkseins von R, dann gilt fiir jede natiirliche Zahl n, fiir die e,
definiert ist:

(1—e)(1—e,—y)...(1—))R = ((1—e,)(1—e,—y)...(1—ey) e)r;
denn es ist stets

(1—e)(1—¢,-y)...(1—¢))R = (1 —e, ) (1 —e,-y).--(l —e;)eR =

= ((1—e)(1—e,-)...(1 —e))e)g.
Ist
x€((1—e)(1—e,—)...(1—e)e)g,
dann ist
x =4g(l—e)(l—e,-y)...(1—e))e+(1—¢,)(1—e,-1)...(1—e))er

fiir eine geeignete ganz-rationale Zahl ¢ und ein r€ R. Da e eine Linkseins von R
ist. gilt:

X =(l=e)(l—e,_,)...1—e))(ge+er) = (1—e)(1—e,_;)...(1 —e,)e(qe +er),;
also ist xe(l—e)(1—e,_;)...(1—e,)eR, weil ge +erc R ist. Zu dem lIdempotent

D 16
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e, gehort die Zerlegung: R = e,R+(1—e,)eR. Angenommen, es wire schon
bewiesen, dal

R=e,R+e)(1—e)eR+...+e(l—e,_,)..(1—e))eR+(1—e, )]l —e,_;)...(1—e,)eR,
(1—e;—y)(1—e;-3)...(1—€5)eR = (1—e)(1—e;_y)...(1—e,)eR

fir alle i=n und (1—¢,)(1—e,_,)...(1—e;)eR ein potentes Rechtsideal von R
ist. Dann hat das Element e,,, die Form

C+1 = €yryt+e(l—ey)ers+...+
+e(l—e,—y)...(1—eper,+(1—e )1 —e,_,)...(1—e))er, .,
fur geeignete r;€ R (i=1,2,....,n+1), woraus wegen e;e, =0 fiir alle i =k folgt:
1 = (1—e)(1—e,—y)...(1—e)r s €E(1—¢)(1—e,-4)...(1—e;)eR
Zu dem ldempotenten e, gehort die Zerlegung:
(1—e,)(1—e,—y)...(1—€y)eR =
= e,+q(1—e,)...(1 —e;)eR+(1—e,,,)(1—e,)...(1—e,)eR,

weshalb (1—¢,)(1—¢e,-)...(1—¢€;)eR = (1—e¢,.,)(1—e¢,)...(1 —e,)eR ist. Nach dem
Prinzip der vollstindigen Induktion folgt, daB

(l—el)eR}“——ez)(l*—E']](’R:» aaa
> (1—e)(1—e,-y)...(1—ey)eR> (1—e€,4+4)...(1—&;)eR

eine unendliche, echt absteigende Kette von potenten Hauptrechtsidealen von R
ist, was der Minimalbedingung fiir potente Hauptrechtsideale von R widerspricht.
Also folgt (2) aus (1).

Gilt (2), dann ist R ein potenter Ring, denn sonst wire R =0, weil alle Nil-
rechtsideale kleine Rechtsideale von R sind. Da die Voraussetzungen von Hilfssatz
2. 9 erfiillt sind, existiert in R ein Idempotent e derart, daB (1—e)R ein Nilrechts-
ideal von R ist. Wegen R = eR+(1—e)R und der Kleinheit von (1—e)R folgt
R=eR, weshalb e eine Linkseins von R ist. Ist eine der dquivalenten Bedingungen
(1) und (2) erfiillt, dann existiert in R/G die Eins, und wegen (2) ist jede abzihlbare
Menge i von in G enthaltenen Idempotenten e; #0 mit e;e, =0 fiir i <k endlich.
Also folgt (3) aus (1). Mit (3) sind die Voraussetzungen von Satz 2. 7 erfiillt, woraus
G = N folgt, was J= N impliziert, und so ist J ¢in kleines Rechtsideal von R. Da
J ein Nilideal ist, folgt aus Rx = Nx nach BAer ([2]. S. 9), daB x ein Nilelement
von R ist. Nach BAEr ([2]. S. 7) existiert dann in R eine Linkseins. Hiermit ist Satz
2. 10 bewiesen.

§ 3. Kleine Ideale und Radikale

Allgemein ist ein Radikal eine eindeutige Zuordnungsvorschrift f, die jedem
Ring R ein Ideal fR von R zuordnet so, daB

(fRY' =R
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fiir jedem Epimorphismus ;¢ von R auf R* ist, und
A(R/fR)=0
ist. Beispiele hierfiir sind die Radikale von BAER, BROWN—McCoy und JACOBSON.
Hilfssatz 3. 1. Die Zuordnungsvorschriften :
a) D: R—+DR,
d) D': R—-D'R,
¢) D': R+D'R
sind auf der Klasse aller assoziativen Ringe R Radikale.

Bewels. Nach Folgerung 1. 8 gilt: DR ist die Summe aller kleinen zweiseitigen
Ideale von R: D"R ist die Summe aller kleinen Rechtsideale von R.

Es ist klar, daBB D'R ein Rechtsideal von R ist. Ist K ein kleines Rechtsideal
von R, dann ist K auch ein kleiner R-Rechtsuntermodul des R-Rechtsmoduls R.
Wegen Hilfssatz 1.3 ist xK ein kleiner R-Rechtsmodul des R-Rechtsmoduls xR
fir jedes x<R. Ist X ein R = xK+ X ecifiillendes Rechtsideal von R, dann folgt
aus dem Dedekind'schen Modulsatz:

xR = xK+ (xRN X),
weshalb
X=xRMNX = xRe=xK

ist, weil xK ein kleiner R-Rechtsuntermodul von xR ist. Hieraus folgt R=X, und
daher ist xK ein kleines Rechtsideal von R. Also ist xK = D'R fiir alle xR, d. h.
D'R ist ein zweiseitiges ldeal von R.

Ist p ein Epimorphismus von R auf R“, dann ist

(DR)*=DR* und (D'R)y=D'R"

eine Folge von Folgerung 1. 8.

Da der Verband aller zweiseitigen Ideale eines Ringes R und der Verband aller
Rechtsideale von R die Voraussetzungen von Folgerung 1. 11 erfiillen, gibt es in
R/DR keine kleinen zweiseitigen Ideale X #0, bzw. keine kleinen Rechtsideale
Y#0 in R/D'R. Also gilt nach Folgerung 1.8

D(R/DR)=0=D'(R/D'R),
womit Hilfssatz 3. 1 bewiesen ist.

Bemerkung. Den Beweis dafiir, daB D'R ein zweiseitiges Ideal des Ringes R
ist, verdanke ich Herrn Professor KASCH.

Folgerung 3. 2. (a) Das Nullideal ist das einzige kleine zweiseitige Ideal von
RIIIDR.

(b) Das Nullideal ist das einzige kleine Rechtsideal von R/D"R.

(¢) DR ist der Durchschnitt aller Ideale I von R so. daff in R/I das Nullideal
das einzige kleine Ideal ist.
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(d) D'R ist der Durchschnitt aller Ideale Y von R derart, daf in R/Y das Null-
ideal das einzige kleine Rechisideal ist.

(¢) Der Ring R ist als Ideal dann und nur dann endlich erzeugt, wenn die Summe
DR aller kleinen Ideale von R in R klein ist, und R/DR als Ideal endlich erzeugt ist.

(f) Der Ring R ist als Rechtsideal von R dann und dann endlich erzeugt, wenn
die Summe aller kleinen Rechtsideale von R ein kleines Rechisideal von R ist, und
R/D"R als Rechisideal endlich erzeugt ist.

Der Beweis folgt sofort aus Hilfssatz 3. 1, Satz 1. 10, Folgerung 1. 8 und Fol-
gerung 1. 11.

KEGEL hat in ([9]. S. 104) den Hyperannihilator eines Ringes R definiert, &hnlich
1aBt sich auch der obere Rechtsannihilator R" eines Ringes R Konstrieren:

Definition. Die Rechtsannihilatorkette des Ringes R wird definiert durch:

L. R, =0

2. R, ist das eindeutig bestimmte, R,, , enthaltende Ideal von R, das
R, 4/R, 51 =[R/R, 5], erfilllt, wenn f keine Limeszahl ist.

3. Ist f eine Limeszahl, dann ist

rﬂ‘—erp

n<f

Da R cine Menge ist, existiert eine (kleinste) Ordnungszahl = derart, daB R, , =
=R, .., ist. R"= R, , heillt der obere Rechtsannihilator des Ringes R. Analog definiert
man den oberen Linksannihilator R'.

Hilfssatz 3. 3. In jedem Ring R gilt:

(a) (R/R"),=0=(R/R").
(b) R’ ist die Summe aller Ideale I von R mit der Eigenschaft, daff es zu jedem
Epimorphismus pvon R auf R* mit " #0 in I' ein Ideal K #0 von R* mit R*'K=0 gibi.
(c) R"= ) X, wobei M die Menge aller Ideale X von R mit (R/X),=0 ist.
Xewm
(d) R" ist im unteren Nilradikal B des Ringes R erhalten.

Beweis. (a) folgt sofort aus der Definition des oberen Rechisannihilators des
Ringes R.

Ein Ideal 7 des Ringes R heilit ¢-Ideal, wenn fir jeden Epimorphismus g von
R mit 7*#0 in /" ein Ideal K#0 von R“ existiert mit (R*) K=0. Die Summe S
aller ¢e-ldeale von R ist ein e-lIdeal. Wire S=£ R", dann gibe es ein in (S+ R")/R"
enthaltenes Ideal K#0 von R/R* mit (R/R")K=0, was wegen (a) unmdglich ist.
Also ist S=R".

Wiire R" kein ¢-Ideal von R, dann existierte cine erste Ordnungszahl f. fiir die

kein e-ldeal ist. Nach der Definition einer Rechtsannihilatorkette von R folgt
dann daBl p keine Limeszahl ist, also ist R, ;_, ein e-lIdeal von R. Hieraus folgt
die Existenz ecines Epimorphismus ¢ von R mit Kern K so, daB (R, ;+ K)/K#0,
aber (R9) V=0 fir alle in (R,,;+ K)/K enthaltenen Ideale V'#0 von R‘. Wire
R, ;- 1=K, dann wire O?f(R,ﬂ ,+K)/K (R, + K)/K, und daher existierte ein
Ideal V#0 von R/K in (R,;_,+K)/K mit (R/K)V =0, weil R,,_, ein e-Ideal
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von R ist. Also ist R,,_, =K. Nach Definition von R,, gilt:
(R/'Rr.ﬂ—1)(Rr.ﬁ/Rr.8-l)=01

0 = [(R/R, s- VKR, s IR, s+ K)/R, s )/(K/R, s )],

woraus

folgt, und so ist
(RIK)((R,; + K)/K] = 0,

weshalb R,; ein e¢-Ideal von R ist, was unmdoglich ist. Hiermit ist (b) bewiesen.

(c) ist eine Folge der Aussagen (a) und (b). Das untere Nilradikal B des Ringes
R ist nach JacossoN ([8]. S. 196, Theorem 1) der Durchschnitt aller Primideale
von R. Ist P ein Primideal von R, dann ist (R/P),=0, da R/P ein Primring ist. Aus
(c) folgt daher (d).

Bemerkung 3.4. Dall man in Hilfssatz 3.3 die Ungleichung R"=BR 1. a.
nicht durch die Gleichung R" = BR ersetzen kann — noch nicht einmal fiir endliche
Ringe —. zeigt folgendes Beispiel: Ist R der Ring aller Matrizen der Form

a0
h 00
c de

wobei a. b, c. d, e Elemente eines endlichen Korpers F sind, dann ist R nach BAER
([1], S. 637) ein endlicher Ring mit R,=0=R,. Das Jacobson-Radikal fillt in R
mit BR zusammen und besteht aus allen Matrizen der Form

000

b 0 0.

c do0
Also ist 0= R, # BR.

Ein R-Rechtsmodul M heilBt trivial, wenn Mr=0 fiir alle Elemente » des R
Ringes R gilt.

Hilfssatz 3. 5. Fiir jeden Ring R gilt:

(a) Alle kleinen Rechtsideale von R sind im Jacobson-Radikal J enthalten.

(b) Alle kleinen zweiseitigen Ideale von R liegen im Brown— McCoy'schen
Radikal G.

(¢c) Wenn R sich nicht epimorph auf einen einfachen Zeroring abbilden lift,
ist das untere Nilradikal B in der Summe DR aller kleinen zweiseitigen Ideale enthalten.

(d) Wenn R sich als R-Rechtsmodul nicht epimorph auf einen einfachen, trivialen

R-Rechtsmodul abbilden lift, dann ist der obere Linksannihilator R' von R in der
Summe aller kleinen Rechitsideale enthalten.

BeEweEls. Das Jacobson-Radikal J ist bekanntlich der Durchschnitt aller modu-
laren, maximalen Rechtsideale (bzw. Linksideale) von R, weshalb der Durchschnitt
aller maximalen Rechtsideale von R in J enthalten ist. Aus Hilfssatz 1. 6 folgt
dann (a).
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Das Radikal G von Brown—McCoy des Ringes R ist nach BRownN-—-McCoy
([4). S. 52, Theorem 7) der Durchschnitt aller modularen, maximalen Ideale von R.
Also enthilt G den Durchschnitt aller maximalen Ideale von R und wegen Hilfs-
satz 1. 6 auch alle kleinen zweiseitigen Ideale von R.

Das untere Nilradikal B ist nach JacoBsoN ([8], S. 196, Theorem 1) der Durch-
schnitt aller Primideale. Jedes maximale ldeal von R ist ein Primideal, wenn R
sich nicht epimorph auf einen einfachen Zeroring abbilden ldt. Aus Hilfssatz 1. 6
folgt, daB B in der Summe aller kleinen Ideale von R liegt.

Wenn R keine maximalen Rechtsideale besitzt, dann ist R=D'R. weshalb
in diesem Fall (d) gilt. Hat R maximale Rechtsideale., dann wird (d) mittels
transfiniter Induktion bewiesen. Es ist klar, daB R,, in D'R enthalten ist. Es sei
gezeigt, dall R, ;= D'R fiir alle ff=u. Wenn pu eine Limeszahl ist. dann ist

R, = ZR,_,, = IFR,
F<n

Wenn pu keine Limeszahl ist, dann ist R;, ,=D"R nach Induktionsannahme.
Wire R, ,=D'R. dann existierte ein maximales Rechtsideal M von R mit R =
= Ry, + M. Ist X€ R/M, dann ist X = r+ M, wobei reR,,. Ist y€R, dann ist
Xy =ry+M. Da ryeR,,R=R,,_.,=D'R=M nach Definition von R,, ist,
gilt: Xy =0, d. h. R/M ist ein einfacher trivialer R-Rechtsmodul, was der Voraus-
setzung widerspricht. Also ist R, , = D"R. Durch transfinite Induktion folgt R'= D"R.

Hilfssatz 3. 6. Ist R ein Ring mit Minimalbedingung fiir potente sternreguliire
Hauptrechtsideale derart. daff R als R-Rechtsmodul sich nicht epimorph auf einen
einfachen, trivialen R-Rechtsmodul abbilden ldft. Wenn in R/J #0 die Eins existiert,
dann gilt:

(a) Es gibt ein die Eins in R/J représentierendes Idempotent e #0 in R derart,
daff R(1—e)=D'R;
(b) In R/D'R existiert eine Rechtseins.

BewEers. Wegen der Minimalbedingung fiir potente sternregulire Hauptrechts-
ideale ist das Jacobson-Radikal J nach Hilfssatz 2. 4 ein Nilideal von R. Da in
R/J die Eins existiert, gibt es in R nach BAEr ([2]. S. 8) ein Idempotent e =0, das
in R/J die Eins repriisentiert.

Ist M ein maximales Rechtsideal von R, dann gilt

R=M+U

fiir jedes Rechtsideal U von Rmit U= M. Istk € R. aber k¢ M.dannist R = M + (k).
Wiire nicht sJ = M fiir alle s €(k)g., dann wire R = M + s/ fiir ein geeignetes s < (k)g.
Also gilt: s = m + s/ fiir geeignete me M, jeJ. Da j sternreguldr ist, gilt j = jl—1
fiir ein gewisses /€J. Hieraus folgt: s = m+sjl—sl = m+(s—m)l—sl = m -
—~ml€M, woraus sJ=M, und so R=M folgte. Aus diesem Widerspruch ergibt
sich: sJ= M fir alle s(k)g, d. h. (k) =M. Da J+e die Eins von R/J ist, gilt
R= eR+ J. Wire (k)ge = M, dann wiire (k)gR = (k)g(eR+J)=(k)geR +(k)g /=M,
und R/M wiire ein trivialer, einfacher R-Rechtsmodul, der ein epimorphes Bild
von R wiire, was der Voraussetzung widerspricht. Also ist (k)ge== M. Fiir alle r€R
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gilt: re — er € J, weil e eine zweiseitige Eins in R/J reprisentiert. Hieraus folgt fur alle
reR:

[th)pe + M]r=(k)ger+ M =
= (k)p(re —(re —er))+ M = (k)gre + (k)g(re —er) + M = (k)pe + M,

da (k)g ein Rechtsideal von R, re —er€J und (k)gJ =M ist. Also ist (k)ge + M
ein Rechtsideal von R, das echt gréBer als M ist, d. h. R = (k)ge+ M. Ist reR,
dann ist r = g’ke+kr'e+m’, wobei ¢ ganz-rational, "€ R und m" € M ist. Dann
ist re = q’ke+kr'e+m'e und so r—re = m’—m'ec M fir alle r¢R. Da M ein
beliecbiges maximales Rechtsideal von R ist, gilt: R(l1—e)= D"R. Hieraus folgt
ve.en R = Re+ R(1—e). daB in R/D"R eine Rechtseins existiert.

Satz 3. 7. Fiir einen Ring R sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) R besitzt eine Rechiseins, und J ist ein Nilideal.

(2) a) R erfiillt die M nimalbedingung fiir potente sternregulire Haupitrechis-
deale von R.
b) R lift sich als R-Rechismodul nicht epimorph auf einen einfachen, trivialen
R-Rechtsmodul abbilden.
¢) Die Summe D'R aller kleinen Rechisideale ist ein kleines Linksideal
ron R.
d) In R/J existiert die Eins.
(3) a) Ein Linksideal K von R ist dann und nur dann ein kleines Linksideal von R,
wenn es ein Nillinksideal ist.

b) Es gibt ein Nilideal V von R derart. daff R/V eine Rechtseins besitzt.
(4) a) Jedes lokal-nilpotente Linksideal ist ein kleines Linksideal von R.

b) In R/R" existiert die Eins.

¢) J ist ein Nilideual.

Bewess. Gilt (1), dann ist das Jacobson-Radikal J von R nach BAER ([2], S. 7,
Satz 2) ein kieines Linksideal. Da J alle Nillinksideale von R enthiilt, folgt aus
Hilfssatz 1. 1, daB jedes Nillinksideal ein kleines Linksideal von R ist. Ist K ein
kleines Linksideal, dann ist es nach Hilfssatz 3.5 im Jacobson-Radikal J von R
enthalten, und somit wegen (1) ein Nillinksideal von R. Da in R/J die Eins existiert,
folgt (3) aus (1).

Wenn (3) erfiillt ist, dann ist V' =J und J/V das Jacobson-Radikal des Ringes
R/V, weil V als Nilideal in J enthalten ist. Aus der Existenz einer Rechtseins in
R/V folgt D'(R/V)=J/V nach Satz 1 von BAEr ([2], S. 4), und somit ist J/¥ nach
Satz 1. 10 ein kleines Linksideal von R/V. Da V ein kleines Linksideal von R ist,
i:t J nach Hilfssatz 1. 5 ein kleines Linksideal von R. Aus (3) folgt, J ist ein Nilideal,
und in R/J existiert die Eins. weshalb nach Baer ([2], S. 7, Satz 2 u. S. 9) R e¢ine
Rechtseins hat, d. h. (1) und (3) sind dquivalent.

Es wird nun angenommen, daB3 R der Bedingung (1) geniigt. Ist J ein Nilideal,
dann erfillt R nach Hilfssatz 2. 4 und Bemerkung 2. 5 die Minimalbedingung fiir
potente sternreguldre Hauptrechtsideale. Aus der Existenz einer Rechtseins in R
folgt die Existenz der Eins in R/J. Da (1) und (3) dquivalent sind, und J ein Nilideal
15t, ist J ein kleines Linksideal von R. Nach Hilfssatz 3. 5 gilt D"R =J; wegen Hilfs-



248 Gerhard Michler

satz 3. | ist D’ R ein Ideal von R, weshalb nach Hilfssatz 1. | die Summe aller kleinen
Rechtsideale ein kleines Linksideal von R ist. Also ergibt sich (2) aus (1). Ist anderer-
seits (2) erfiillt, dann existiert nach Hilfssatz 3. 6 in R/D" R eine Rechtseins. weshalb
J/D'R ein kleines Linksideal von R/D'R ist. und so ist J wegen Hilfssatz 1.5 ein
kleines Linksideal von R. Wegen der Minimalbedingung fiir potente sternregulire
Hauptrechtsideale ist J nach Hilfssatz 2. 4 ein Nilideal. Also existiert nach Satz 2
von Baer ([2]. S. 7 u. S. 9) in R eine Rechtseins, d. h. (1) und (2) sind dquivalent.

Unter der Annahme von (1) sind wegen L=/ nach Hilfssatz 1.1 alle lokal-
nilpotenten Linksideale kleine Linksideale von R. Da in R/R’ eine Rechtseins exis-
tiert, und nach Hilfssatz 3. 3 [R/R"], =0 ist, existiert in R/R" die Eins. Gilt anderer-
seits (4), dann ist J/R" das Jacobson-Radikal von R/R’, weil nach Hilfssatz 3.3
R" =B und stets B=J ist. Mit B ist auch R" ein lokal-nilpotentes Ideal von R:
wegen Hilfssatz 1. 5 ist J dann ein kleines Linksideal in R. Da J ein Nilideal ist, und
in R/J die Eins existiert, ist x stets ein Nilelement, wenn xR = xJ/ gilt. Nach Satz 2
von BAER ([2], S. 7) gibt es dann in R eine Rechtseins, womit Satz 3. 7 bewiesen ist.

Folgerung 3. 8. Fiir einen Ring R =0 mit Minimalbedingung fiir alle potenten
Hauptrechtsideale sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) R besitzt eine Linkseins.

(2) Jede abzihlbare Menge i idempotenter Elemente e; =0 von R mit ee, =0
fiir i<k ist endlich, und jedes Nilrechtsideal ist ein kleines Rechtsideal von R.

(3) In R/G existiert die Eins, jedes Nilrechtsideal ist ein kleines Rechtsideal,
und jede abzihlbare Menge W von in G enthaltenen Idempotenten e; #0 mit e, =0
fiir i<k ist endlich.

(4) R lapr sich als R-Linksmodul nicht epimorph auf einen einfachen, trivialen,
R-Linksmodul abbilden, die Sunime D'R aller kleinen Linksideale ist ein kleines
Rechtsideal von R, und jede abzihlbare Menge M idempotenter Elemente e; #0 mit
e.e, =0 fiir i =k ist endlich.

(5) Ein Rechtsideal ist dann und nur dann ein kleines Rechisideal von R, wenn
es in J enthalten ist. und es gibt ein Nilideal V von R derart, daf in R/V eine Rechtseins
existiert.

(6) Jedes lokal-nilpotente Rechtsideal ist ein kleines Rechtsideal von R, und in
R/R" existiert die Eins.

BEwEIS. Die ﬁquivalc—nz von (1). (2) und (3) besagt Satz 2. 10. Dal} (1), (5)
und (6) gleichwertig sind, folgt aus Hilfssatz 2. 4 und Satz 3. 7. Es ist also nur noch
die Aquivalenz von (1) und (4) zu zeigen. Unter der Annahme von (1) folgt aus
Satz 3. 7, daBB R als R-Linksmodul sich nicht epimorph auf einen einfachen, trivialen
R-Linksmodul abbilden 1dBt, und daB D'R ein kleines Rechtsideal von R ist. Da mit
(1) auch (2) gilt. ergibt sich (4) aus (1).

Es gelte (4). Wire R ein Nilring, dann enthidlt R maximale Linksideale, denn
sonst wire R=D'R, woraus R=0 folgte. Ist M ein maximales Linksideal von R
und k€ R mit k¢ M, dann wire R = M -+ Rs, wenn es ein s€(k), mit Rs=E M gibe.
Hieraus folgt fiir geeignete me M, reé R: s = m+rs. Da R ein Nilring ist, gibt es
einfée Rmitr = tr—t,weshalbs = m+(tr—1)s = m+1(s—m)—1ts = m—tmec M,
und so Rs= M wire. Aus diesem Widerspruch ergibt sich: Rs= M fir alle s<(k),,
d. h. R(k), = M. Also wiire R/M ein einfacher, trivialer R-Linksmodul, was wegen



Kleine Ideale, Radikale und die Eins in Ringen 249

(4) unmdglich ist. Hieraus folgt, daB R ein potenter Ring ist, weshalb nach Hilfs-
satz 2.9 in R ein Idempotent e #0 existiert derart, daBl (1—e)R ein Nilrechtsideal
ist, woraus die Existenz der Eins in R/J folgt. Nach Satz 3.7 hat R dann eine
Linkseins, womit Folgerung 3. 8 bewiesen ist.

§ 4. Einselemente in Artinschen Ringen

Eine wichtige Rolle fiir die Existenz einer Rechtseins in Ringen R mit Minimal-
bedingung fiir Rechtsideale spielen die Linksannihilatorideale von Faktorringen
von R nach nilpotenten zweiseitigen ldealen, wie in diesem Abschnitt gezeigt wird.

Hilfssatz 4. 1. Die minimalen nilpotenten Ideale eines Ringes R sind kleine
Linksideale von R oder in R, enthalten.

BEwEis. Ist K ein minimales, nilpotentes, zweiseitiges Ideal von R, dann ist
K?=0. Ist K= R,. dann ist KR= K, weil K ein minimales Ideal von R ist. Ist / ein
R = K-+ erfillendes Linksideal von R, dann gilt:

K = KR = K(K+1I) = KI = KN,

weshalb K=/, und so R=1 ist, d. h. K ist ein kleines Linksideal von R.

Hilfssatz 4. 2. Ist R ein Ring derart, daf fiir jedes Ildeal K von R mit K=B
der Ring R/K minimale nilpotente Ideale enthdlt und (R/K),=0 erfiillt, dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(1) Das untere Nilradikal B ist ein kleines Linksideal von R.

(2) Unter den in B enthaltenen, kleinen Linksidealen von R gibt es maximale,

Bewels. Es ist klar, daB (2) aus (1) folgt. Gilt (2), dann ist diec Summe aller
in B enthaltenen, kleinen Linksideale von R nach Hilfssatz 1. 1 (¢) ein kleines Links-
ideal von R. weshalb nach Hilfssatz 1. 1 (a) jede beliebige Summe in B enthaltener,
kleiner Linksideale von R ein kleines Linksideal ist.

Sei S, =0: wenn S, definiert ist fiir alle Ordinalzahlen ff = u, dann sei S, = > S,
B<n

wenn u eine Limeszahl ist. Ist p keine Limeszahl, dann sei S, das Ideal 71=S5,_,
von R. fiir das //S,_, die Summe aller nilpotenten, minimalen, zweiseitigen Ideale
des Ringes R/S,_, ist. Da R eine Menge ist, existiert eine kleinste Ordinalzahl n
mit S,=3S,,,. Sei §=35,.

Offenbar ist S, ein kleines Linksideal von R, das in B liegt. Angenommen,
alle S; mit fi < u seien in B enthaltene, kleine Linksideale von R. Wenn y eine Limes-
zahl ist, dann ist S, ein Linksideal von R mit S, = B. Ist u keine Limeszahl, dann
ist nach Voraussetzung (R/S,_,),=0, weshalb S,/S,_, nach Hilfssatz 4.1 ein
kleines Linksideal von R/S,_, ist. Wegen der Linkskleinheit von S,_, in R ist dann
S, ein kleines Linksideal von R nach Hilfssatz 1. 5. Durch transfinite Induktion
folgt, dalB S= B und ein kleines Linksideal von R ist. Gibe es in R/S nilpotente
Ideale, dann folgte unter der Beriicksichtigung von Hilfssatz 4. 1 und der Voraus-
setzung, daB S,<S,,, wire. Also ist R/S halbprim, woraus nach JAcoBsoN ([8],
S. 196) B=S folgt.
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Hilfssatz 4.3. Der Ring R erfiille die Minimal- und Maximalbedingung fiir
nilpotente, zweiseitige Ideale. Fiir alle in B enthaltenen Ideale K von R gelte (R/K),=0.
dann ist das untere Nilradikal B ein kleines Linksideal von R, das nilpotent ist.

BeEwEls., Wegen der Maximalbedingung fur nilpotente Ideale ist B nilpotent,
und die im Beweis von Hilfssatz 4. 2 definierte Folge von Idealen S, ist endlich.
Mittels Hilfssatz 4. 1 und Hilfssatz 1.1 (b) zeigt man unter Benutzung, daB alle
kleinen, in B enthaltenen Linksideale von R nilpotent sind. dal3 alle S; kleine Links-
ideale von R sind. Da B ihre Summe ist, und cine endliche Summe kleiner Links-
ideale nach Hilfssatz 1.1 (b) ein kleines Linksideal von R ist, ist Hilfssatz 4.3
bewiesen.

Satz 4. 4. Fiir jedes ldeal K = B des Ringes R besiize der Ring R/K minimale,
nilpotente, zweiseitige ldeale, dann sind folgende Aussagen dquivaleni:

(1) R hat eine Rechtseins, und J ist ein Nilideal.

(2) a) Fiir alle Ideale K= B von R ist (R/K),=0,
b) unter den in B enthaltenen kleinen Linksidealen von R gibt es maximale,
¢) in R/J existiert die Eins.

d) R libt sich als R-Rechtsmodul nicht epimiorph auf einen einfachen, trivialen
R-Rechtsmodul abbilden,

e) (D'R+ B)/B ist ein kleines Linksideal von R/B.
f) R erfiillt die Minimalbedingung fiir potente sternregulire Hauptrechts-
ideale.
(3) Fiir jedes Ideal K= B von R gilt (R/K), =0, in R/B existiert die Eins. und
X ist dann und nur dann ein kleines Linksideal ron R, wenn X ein Nillinksideal ist.

Beweis. Aus (1) folgen nach Satz 3. 7 die Bedingungen c), d) und f) von (2)
und DR ist ein kleines Linksideal von R, weshalb (2 e) nach Hilfssatz 1. 3 ebenfalls
gilt. (2) a) ergibt sich sofort aus (1) und (2) b) folgt schlieBlich mittels Satz 3. 7 und
Hilfssatz 1. 1.

Ist (2) erfiillt, dann ist B wegen Hilfssatz 4. 2 ¢in kleines Linksideal von R,
woraus wegen (2) e) nach Hilfssatz 1. 5 folgt, dall D'R + B ein kleines Linksideal
von R ist, weshalb auch D"R nach Hilfssatz 1. | ein kleines Linksideal von R ist.
Nach Hilfssatz 3. 6 gibt es in R/D'R eine Rechtseins, weshalb aus Hilfssatz 3. 5
folgt, daB3 J/D"R ein kleines Linksideal von R/D'R ist, und so ist J wegen Hilfssatz
1. 5 ein kleines Linksideal von R, das wegen der Bedingung (2) f) nach Hilfssatz
2. 4 ein Nilideal ist. Nach R. BAER ([2], S. 7 und S. 9) hat R dann eine Rechtseins,
und daher ist (1) eine Folge von (2).

Unter Beriicksichtigung von Satz 3. 7 ist es klar, dall die Aussage (3) sich aus
der ersten ergibt. Ist andererseits (3) erfiillt, dann ist B nach Hilfssatz 4. 2 ein kleines
Linksideal von R. Aus (3) b) und B=J folgt, dall J/B ein kleines Linksideal von
R/B ist: deshalb ist J wegen Hilfssatz 1. 5 ein kleines Linksideal, woraus nach (3) ¢)
sich ergibt, daB J ein Nilideal ist, und so hat R nach Baer ([2], S. 7 und S. 9) eine
Rechtseins. womit Satz 4. 4 bewiesen ist. '

Folgerung 4. 5. R sei ein Ring mit Minimalbedingung fiir alle zweiseitigen Ideale
und Maximalbedingung fiir alle nilpotenten zweiseitigen Ideale. Wenn in R/B die
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Minimalbedingung fiir alle Hauptrechisideale gilt, dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(1) In R gibt es eine Rechiseins.

(2) Fiir jedes nilpotente Ideal K von R ist (R/K), =0, und es gilt die Maximal-
bedingung fiir alle in G enthaltenen, potenten Hauptrechtsideale von R.

BEwEls. Nach Theorem 9 von BRowN-—McCoy ([4]. S. 52) ist R/G eine endliche
dirckte Summe von einfachen Ringen mit Einselement, weshalb in R/G die Eins
existiert. Wegen der Minimalbedingung fiir Hauptrechtsideale in R/B gilt B=N=J
nach F. SzAsz ([11], S. 430). (2) hat G=N nach Satz 2. 7 zur Folge, weshalb in
R/B die Eins existiert. Aus Hilfssatz 4. 3 ergibt sich, daBB B ein kleines Linksideal
von R ist. Also ist (1) eine Folge von (2).

Gilt (1), dann ist N=J=G (Vgl. F. SzAsz [11], S. 430). woraus nach Satz 2.7
die Maximalbedingung fiir alle in G enthaltenen, potenten Hauptrechtsideale von
R folgt. Hiermit ist Folgerung 4. 5 bewiesen.

Korollar 4. 6. In einem Ring R mit Minimalbedingung fiir alle Rechisideale
sind dquivalent:

(1) R hat eine Rechiseins.
(2) Fiir jedes nilpotente Ideal K ist (R/K),=0.

Bewers, Ist (2) erfiillt, dann gilt in R auch die Maximalbedingung fiir alle
Rechtsideale (Vgl. z. B. Fuchs [6]. S. 286), weshalb Korollar 4. 6 aus Folgerung
4.5 folgt.

Folgerung 4.7. In einem Ring R mit Minimalbedingung fiir alle Rechtsideale
sind dquiralent:

(1) In R existiert die Eins.
(2) Fiir jedes nilpotente Ildeal K ist (R/K), =0, und es gilt (R/D'R),=0.

Beweis. Dal} (2) aus (1) folgt. ist klar, Gilt (2), dann hat R nach Korollar 4. 6
eine Rechtseins, also auch R/D"R. Wegen (R/D"R), =0 existiert in R/D'R die Eins,
und so ist J/D'R ecin kleines Rechtsideal von R/D'R. Nach Hilfssatz 3.1 gilt
D'(R/D"R) =0, woraus J = D"R folgt. Wegen R' =0, erfiillt R die Maximalgbedinung
fiir alle Rechtsideale, weshalb D"R nach Hilfssatz 1. 1 ein kleines Rechtsideal von
R ist. Nach Satz 1 von BaEr ([2]. S. 4) existiert dann in R eine Linkseins, womit
Folgerung 4. 7 bewiesen ist.

Eine weitere Folgerung von Korollar 4. 6 ist der folgende Satz von F. SzAsz:

Folgerung 4. 8. Jeder torsionfreie Ring mit Minimalbedingung fiir Rechtsideale
hat eine Rechiseins.

BeweEls. Aus der Torsionsfreiheit und der Minimalbedingung folgt nach FucHs
([6]. S. 280, Theorem 72. 2 und S. 64), daB die abelsche Gruppe R* von R teilbar
ist, und daB R (wegen Theorem 73. 3 von Fucus [6], S. 285) die Maximalbedingung
fiir Rechtsideale erfiillt. Da sich diese Eigenschaften auf epimorphe Bilder R* =0
vererben, ist nach Fuchs ([6), S. 64 und S. 285) jeder Ring R* #0 torsionfrei. Wiire
(R"); =0 fiir cinen Epimorphismus g von R, dann wire jede Untergruppe U von
{R"); ein Rechtsideal von R*, und so wiire (R*), ein nilpotenter Ring mit Minimal-
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und Maximalbedingung fiir alle Rechtsideale, woraus nach Fucwus ([6], S. 288,
Theorem 75. 1) folgt, daBl (R"), endlich ist, was aber der Torsionfreiheit von R*
widerspricht. Folgerung 4. 8 ist nun eine Folge von Korollar 4. 6,

Bemerkung 4. 9. Sind R, und R, zwei Exemplare des Korpers Q der rationa-
len Zahlen, R} und Ry ihre abelschen Gruppen bzgl. +. dann sei R* = R} & R7.
Auf R* wird eine Multiplikation > erklirt durch:

1. Fur ry,ri€Ry,r,, r2€ R, gilt:
(ry+r) X(ri+r2) = ry Xri+r, Xra+r,Xrs

2. ry Xty =rra €Ry i Xri = rri €R; (i=1,2), wobei ryr, bzw. rgi das
Produkt von r, und r,, bzw. von r; und r{ als rationale Zahlen ist.

3- f'zXf, :0.

Wie man leicht sieht, ist R ein Ring mit Minimalbedingung fiir Rechtsideale,
der eine Rechtseins e hat und torsionsfrei ist. Aber e ist keine Linkseins, weshalb
in R die Eins nicht existiert.

Also ist die Bedingung (R/D R),=0 nicht nur notwendig, sondern auch un-
entbehrlich fiir die Existenz der Eins in Ringen R, die die Minimalbedingung fiir
Rechtsideale und (R/K), =0 fiir alle nilpotenten Ideale K von R erfiillen.
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