Uber eine skalare Form der Gleichung der autoparallelen
Abweichung im affinen Raum

Von ARTHUR MOOR (Szeged)

Einleitung

Die Gleichung der autoparallelen Abweichung. die in den Riemannschen und
Finslerschen Rdumen mit der der geoditischen Abweichung identisch ist, spielt in
wichtigen geometrischen Untersuchungen eine fundamentale Rolle. Wenn man die
Gleichung der autoparallelen. bzw. geoditischen Abweichung auf eine geeignete
skalare Form bringt. kann in der zweidimensionalen Fall mit Hilfe des in der Glei-
chung der geoditischen Abweichung vorkommenden Skalars der mdgliche Durch-
messer des Raumes abgeschitzt werden (vgl. [4], § 4), bzw. man kann auf die Existenz
einer Hiillkurve der aus einem Punkte ausgehenden autoparalielen Kurven schlieBen
(vgl. [3], §4). Diese, und andere Untersuchungen, die eine skalare Form der geo-
détischen Abweichung beniitzen, kénnen mit Hilfe der zweidimensionalen geodi-
tischen Unterrdiume auch auf den n-dimensionalen Fall erweitert werden (vgl. [5]).

In diesem Aufsatz wollen wir fur die autoparallele Abweichung der n-dimen-
sionalen affinen Rdume cine skalare Form ableiten und mit deren Hilfe Unter-
suchungen beziiglich einer méglichen Hillfliche der aus einem Punkte ausgehenden
autoparallelen Kurven durchfithren. Statt der zweidimensionalen autoparallelen
bzw. geoditischen Unterrdume (vgl. [5] § 1) werden wir aber ein orthonormiertes
kontra-, bzw. kovariantes n-Bein beniitzen. Die im folgenden angewandte Methode,
die fiir die affinen Ridume sehr geeignet ist, ist selbstverstindlich auch fiir den met-
rischen Fall anwendbar. Die Beniitzung der kontravarianten und kovarianten
n-Beine macht die Theorie der zweidimensionalen Unterrdume ersetzbar. Die
Skalare, die in unserer Theorie vorkommen, hiingen aber im allgemeinen von dem
beniitzten n-Bein ab.

Im Paragraphen | werden wir aber vorher einige Siitze tiber die Hiillfliche
der (n— 1)-parametrigen Kurvenscharen angeben. Fiir den zweidimensionalen Fall
ist diese Theorie mit anderer Ausdrucksweise z. B. in [2] angegeben.
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§ 1. Uber die Hiillfliche der Kurvenscharen

Es sei durch die Gleichungen
(1.1) Cee: X¥=X(1; 0% 0% +y@ ) (=12,...,m)

eine (n — l)-parametrige Kurvenschar C,. angegeben. wo ') die p* (x=1,2, ....n—1)
die einzelnen Kurven bestimmende Parameter und 7 den Kurvenparameter von
C,. bedeutet. C,. bedeutet die zu den Parametern ¢* gehorige Kurve, aber auch
die ganze Kurvenschar wollen wir einfach durch C,. bezeichnen.

Definition: Die Hyperfliche:
(1.2) Foseint 0, vl

ist eine Hiillfliche der Kurvenschar C,. falls die folgenden beiden Forderungen erfiillt
sind:

F,) F besteht aus endlich vielen Stiicken F , ..., # ., so, daf durch jeden Punkt
von F (i=1,....r) genau eine Kurve der Kurvenschar hindurchgeht.

F,) Der Tangentenvektor einer Kurve C,. der Kurvenschar ist im gemeinsamen
Punkt von C,. und F eine Linearkombination der Tangentenvektoren von F.

Durch die Parameterwerte #* sei nun ein Punkt von # festgelegt. Da durch
jeden Punkt von # eine Kurve von (I.1) hindurchgeht, sind die Parameter ¢’
Funktionen von . d. h. es ist:

=008 08 L )
Offenbar ist auch der Kurvenparameter 7 von den »* abhingig. d. h.:
t=t(ut, ¥, ..., " 2).
In den Punkten von .# hat man also nach (1. 1) und (1. 2):
(1.3) ¢t w?) = Xi(1(u*): 0% (u?)).
Nach der Forderung F,) besteht die Relation
P.\-i({(u); o(u)) N a:..ﬁii
ct o’

wo die a* entsprechende Skalare bedeuten, die von u* abhiingig sind. Auf Grund
von (1. 3) wird somit in den Punkten von #:

cxi(r; axt. ot cxt cof
(1.4a) i SRR Bl W ]
ct ot ou* 0P _
: : : L oxt  oxt
Diese Gleichung bedeutet, daB in den Punkten von # die Vektoren o EEJE

(f=1,....n-1) linear abhingig sind, d. h. es gilt in jeden Punkten von #:

oxi oxi
(1. 4b) Det (T":F’ -(-:,-Qﬁ-] = 0.

') Die griechischen Indizes bedeuten jetzt und im folgenden immer die Zahlen 1.2, ..., n-— 1.
Die lateinischen Indizes hingegen laufen immer von 1 bis »n.
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Umgekehrt: ist fiir irgendeine Fliche # die Bedingung F,) und (1. 4b) giiltig. so
ist die Fliche # Hiillfliche, da aus (1. 4b) offenbar die lineare Abhiingigkeit der

Ay i
Vektoren %, :\’ﬁ (B=1,....n—1) folgt. Es gilt also:

Aufer der Bedmgm:g F,)ist (1. 4b) notwendig und hinreichend dafiir, daff F eine
Hiillfliche sei.

Es seien jetzt C,. und C,., 4. sich schneidende Kurven. Es gilt der folgende

Satz 1. Durchliuft Ap* eine Folge von Zahlen, fiir die lim Ap*=0 und
. Ag* ) o : ’ . 4
lim ]%,— #0 gilt, existiert ferner der Lintespunkt der Schnittpunkte von C,. und
Cas 1oy SO gehort dieser Linmespunkt immer zu der Hiillfliche der Kurvenschar C ..

Beweis. Der Schnittpunkt der Kurven C,. und C,.. 4. sei beim Parameter-
wert 7,, bzw. #,. Es sei
ty = t+4y, t, = t+41,,

wo A4r, und 47, Funktionen von 4p* sind, fir die

lim 4¢; = lim 4z, = 0, (40*—0)
ist. Die Reihenentwicklung von At; und 47, wird also die folgende Form haben:
A Aty = 13,40°+ ..., Aty = 1,,40°+ ...,

wo die Punkte die in 40* hoheren Glieder bedeuten. Wegen der Existenz des Schnitt-
punktes von C,. und C,.. ,. hat man

xi(t+ At,; 0% = xi(t + 4A1,; 0* + 40%).

Die Reihenentwicklung nach A4p* gibt unter Beachtung der Relationen (1.5) bis
auf Glieder von erster Ordnung in den 40*:

éxi(t; o)

f Y'(f Q) ([], fz,)A ! eyl E)_ =/ A T — 0

ct

oxt oxt

Diese Gleichung driickt aber aus, daB die Vektoren —”— e (@=1, ..., n—1)

linear abhingig sind, d. h. (1. 4b) gilt. Das beweist unseren Satz.

§ 2. Skalare Form der autoparallelen Abweichung

In einem n-dimensionalen Raum, der auf die Koordinaten x' bezogen ist,
seien durch die Gleichungen von der Form

@2.1) (::\i+26'[\(s) J:o

gewisse Kurven ausgezeichnet. die im folgenden als die autoparallelen Kurven

' . . h PN T |
des Raumes betrachtet werden sollen. Uber die Funktionen Gi(x, x’). x"i =- =
(i
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wollen wir annechmen, dal3 sie nach ihren Argumenten mindestens zweimals stetig

differenzierbar und in den x’* von zweiter Ordnung homogen sind. Beziiglich der

Geometrie dieser affinen Ridume verweisen wir auf die Arbeit [1] von L. BERWALD.
Es sei durch die Gleichungen

d*yi
do?

eine zur Kurve (2. 1) infinitesimale Kurve angegeben. die mit (2. 1) den zum Para-
meterwert s =0 =0 gehodrigen Punkt gemein hat, d. h.:

(2.2) d""]

+ 26'[1#( ),

(2.3) Pi(0) = x¥(0).

Die Punkten dieser Kurven seien durch die Relationen
(2. 4a) V(o) = x'(s) + Eis),

(2. 4b) G = s+ A(s)

zueinander geordnet, wo Ci(s) einen infinitesimalen Vektor und 4(s) einen infinite-
simalen Skalar bedeutet. Wegen (2. 3) hat man:

(2. 5) £(0)=0, A(0)=0.
Auf Grund der Gleichungen (2. 4a) und (2. 4b) wird:

Ayt dx d& ., _ da

bt B S AR
d*y . d*x d\' VT & A TR ) |
(2 6b) _d';j_ = d‘,z (] " ) -t d.s'-’* s A = (-{sz

wenn die Glieder, die in & bzw. 4 von hdherer Ordnung sind, vernachldBigt werden.
Beniitzen wir nun das von L. BERWALD eingefiihrte invariante Differential:

Di, dqd‘: < r lLef‘(G(\ \)
bt s as | w5 O ox’
; T . ii ]2 Ei
(vgl. [1], Formel (2. 4)) und eliminieren wir —— und €5 mittels (2. 7) ven (2. 6a)

ds ds?
und (2. 6b), so wird aus (2. 2) in Hinsicht auf (2. 1)

DZ ‘;.'u' i 4 dyi
2.8 : K, X = i =0
i 5) = Tk i% X)¢ ds
wo
i i cGE *G’
K;ﬂézfg\fj——‘w T W
. o’G¢'  _ 9G) _ oG,
o axliax T Ox™  ox'
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ist. Ki ist der Berwaldsche affine Abweichungstensor des Raumes (vgl. [1], Formel
(2. 6)] und die Gleichung (2. 8) ist die Gleichung der autoparallelen Abweichung.
Diese unterscheidet sich von der entsprechende Gleichung von L. BERWALD (vgl.

i
[1], Gleichung (2. 5)) nur in dem Glied ‘:7:- 4”. Dieses fillt weg, falls z. B. der

Parameter s mit dem Parameter ¢ identisch ist, wie das bei L. BERWALD bedingt
wird. In diesem Fille ist ndmlich A(s)=0; wir wollen aber das nicht annehmen. da
das im folgenden keine Schwierigkeiten verursachen wird. Unsere Formel (2. 8)
ist damit etwas allgemeiner als die von L. BERWALD.

Es seien nun n;” (x=1,2, ....n—1) linear unabhiingige Vektoren. fiir die die
Relationen ?)

dx’
2.9 (z) —
(2.9) s =0
d. h. die Vektoren qf-" stehen senkrecht auf den Tangentenvektor f_-‘_ der durch

ds
(2. 1) charakterisierte Kurve.
Da (2. 1) mit Hilfe des invarianten Differentials in der Form

D*x _ D dx _
ds: ~ ds ds

geschrieben werden kann. bekommt man nach einer invarianten Ableitung von
(2. 9) nach dem Parameter s:

(2. 10a) i/ S
ds ds

(2. 10b) ﬂ D—zqg_ﬂ -
ds ds*

: , : @ . Dn”  D*p”
Diese Gleichungen driicken aus, daB auBer #;" auch die Vektoren o - 3
auf den Tangentenvektor % senkrecht stehen. Dann folgt aber nach (2.9), daB
sie eine Linearkombination der Vektoren qi”" sind. Es gilt also

Dn'®
(2. 11a) d; = aynP,
D? ne
(2. 11b) S ek = bynP.
Die Vektoren n;”, und damit %?; und % sind also lidngs der auto-

parallelen Kurve (2. 1) durch den Tangentenvektor % erklart. Wir bemerken

2) Vgl._die FuBnote !).
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hier, daB wenn die Vektoren n;” lings der Kurve xf=xi(s) parallel verschoben
sind, dann ist ag=by=0. In diesem Falle ist nihmlich

D!](’" Dzn(rn
v s e 2‘ = 0,
ds ds

somit bekommt man wegen der lineare Unabhingigkeit der Vektoren ni” nach
der Gleichungen (2. 11a) und (2. 11b) unmittelbar diec Behauptung.

Wir erginzen die Vektoren ;" zu einem linear unabhiingigen kovarianten
n-Bein. Es sei n;" ein Vektor, fiir den die Relation

X ) —
2.12) =1

gilt, und auBerdem sei der Vektor n” von den Vektoren #i” lincar unabhiingig.
Die n kovarianten Vektoren
w, g2, .., 1
sind also linear unabhiingig.
Zu dem kovarianten n-Bein rf{.-'” (j=1.2,...,n) konstruieren wir durch die
Relationen

(2.13) P = 9 (ri'}: Kronecker )
das adjungierte kontravariante n-Bein:

qfl)’ ":21’ 'f:n)‘
Nach den Gleichungen (2.9), (2. 12) und (2. 13) folgt, dalBB

dx!
(2. 14) "llﬂl = .z.

ist; in (2. 13) haben wir selbstverstindlich j=n gesetzt. Aus (2. 13) bekommt man
(x)

i
g ; g oy - D
noch nach einer Differentiation nach s, daB aus —/ =0 auch -gg' =0

. ds
D q"! )

Diy
folgt. Tst aber —12 — 0, bazw.

=5 = (, so folgt aus (2. 13) nach Differentiation

nach s wegen
rl';_n 'ILD — ();‘ »
)

. D,
dal auch —'};— = 0, bzw. :;“ = 0 ist. Ist also i lings (2. 1) parallel verschoben,
[t

so ist auch n{” lings (2. 1) parallel verschoben.
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Wir gehen jetzt zur Bestimmung der skalaren Form der Gleichung der auto-
parallelen Abweichung iiber. Vor allem bestimmen wir den infinitesimalen Vektor

¢i(s) mit Hilfe des n-Beins n(;, (j=1. ..., n). Es wird in Hinsicht auf (2. 14):
i ik o B
(2:15) g = "{Jn"{ 1+E_ g

wo tber den Index x selbstverstindlich von | bis (n — 1) summiert werden soll. Die

Skalaren ¢” und & bekommen wir nach Uberschiebungen mit 5}, bzw. »}"
Es ist auf Grund der Relationen (2. 9) und (2. 13), (2. 14):

(2.16) (S, OZ L.

Uberschieben wir die Gleichung (2. 8) mit n”, beachten wir ferner die Relation
(2.9), so wird:

Zéi
(2.17) 752 neo + K‘ Ein® = 0.

Differenzieren wir nun die Relationen (2. 16) zweimal nach s, so wird wegen
d"‘” Dém)

ds ds
42w D¢ Dyh DE  D*nP
ity L s e S| Y
(2.18) ds2 e~ 2—2 ds ds ¥ ds? ¢

Beachten wir jetzt (2. 11a) und (2. 11b), ferner die Relation

Dy D¢ pe &

die auf Grund von (2. 16) und (2. 11a) nach einer Ableitung von & nach s leicht
berechnet werden kann, so kann man aus (2. 17) mittels der Formeln (2. 18) und
(2. 18a) die Glieder

ds? R ds ds

eliminieren. Man bekommt dann:

d: n’,:{ﬂ_ 2 iﬂ’
ds? Y ds

wo noch &/ mittels (2. 15) eliminiert und

(2.19) — 4+ (243a} — by + K3)EP = 0,

(2.20) K;= oo Kin®ni,

gesetzt wurde: man hat noch auch die wohlbekannte Relation Kjx” =0 beniitzt,
die uUbrigens auf Grund der Homogenitit der G’ leicht verifizierbar ist.
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(2. 19) ist nun die gewiinschte skalare Form der autoparallelen Abweichung,
da die &™ Skalaren sind.

Wir stellen zum SchluBl dieses Paragraphen eine im folgenden wichtige For-
derung beziiglich des Vektors ¢&/:

Forderung: &' sei eine Linearkombination der Vektoren nly,.

Aus der Formel (2. 15) wird jetzt:

(2.21) & =nl, o,

d. h. & steht senkrecht auf den Vektor 5i". Unsere Forderung ist iibrigens nicht
eine wesentliche Beschrinkung, und bedeutet nach (2. 4a) nur soviel, daB3 die Punkte
der Kurven: x'(s) und ¢/(¢) nicht ganz beliebig zueinander geordnet sind (vgl. [3].
Gleichung (3. 10a)).

Unsere Konstruktion beziiglich des ko- und kontravarianten n-Beins ist auch
im metrischen Fall durchfiithrbar. In diesem Falle wird aber

@2 =g 1 = g

und n(;, bzw. ;" bilden nach (2. 13) und (2. 22) ein orthogonales und normiertes
n-Bein. Der Parameter s wird jetzt auf Grund von (2. 12). (2. 14) und (2. 22) eben
die Bogenlinge auf der Kurve (2. 1) bedeuten. Im zweidimensionalen Falle kann
sogar erreicht werden, daB
Dngy,
i

sei. (Vgl. z. B. [4], Formel (4. 8)).

§ 3. Uber die Schnittpunkte
der unendlich benachbarten autoparallelen Kurven

Die Gleichung (2. 19) der autoparallelen Abweichung kann durch die Elimi-
{E . X . ) .
nation des Gliedes (js vereinfacht werden. Fithren wir mittels der Substitution

G.1 £ = g2 z#

neue unbekannte Funktionen zf(s) ein. wo die Funktionen 0j(s) dem Differential-
gleichungssystem

3.2)

d{); x b
p —ag () ef = 0

geniigen sollen, so geht (2. 19) auf Grund von (3. 1) und (3. 2) in die Gleichung

d*z’ dzo;
5 L e,
el P ds? +[ ds?

—-bre3 + K3 |2 =0

uber. Stellen wir die Forderung, daB} die Losungen ¢j von (3. 2) linear unabhiingig

seien, d. h.:
Det (¢3) =0
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gelte, so sind die Funktionen tj durch die Gleichungen
(3. 4) 0pTx=0p (03 : Kronecker 6)

eindeutig definiert. Eine Uberschiebung von (3. 3) mit 7% gibt nach (3. 4) das Diffe-
rentialgleichungssystem:

2
(3.5) ‘L—s; +K;* =0,
WO
cier u[ 4205 ; ;
(3. 5a) Ki" <1 —{js-_;-’- —biop + K 0p
bedeutet.

Die Gleichung (3. 5) ist die allgemeinste skalare Form der Gleichung der auto-
parallelen Abweichung.

Die Schnittpunkte der unendlich benachbarten autoparallelen Kurven (2. 1)
und (2. 2) sind nach (2. 4a) durch &i(s,) =0 gekennzeichnet, wo s, einen geeigneten
Parameterwert bedeutet. Auf Grund der Relation (2. 3) bestimmt offenbar der
Parameterwert s, =0 einen gemeinsamen Punkt. Um andere Schnittpunkte der
Kurven (2. 1) und (2. 2) zu bekommen — falls diese tiberhaupt existieren — mubB
man die Nullstellen der Losungen &i(s) von (2. 8) zu bestimmen. Bilden nun die
Limespunkte dieser Nullstellen eine (#— l)-dimensionale Hyperfliche #, so ist
nach Satz | die Hyperfliche # eine Hiillfliche. Statt der Nullstellen von £(s), ist
es hinreichend die von z*(s) zu bestimmen, denn es gilt der folgende

Satz 2. Die Nullstellen von E(s) und z*(s) stimmen iiberein. wenn &i(s). bzw.
z*(s) die Losungen von (2. 8), bzw. (3. 5) sind.

Beweis. Nach (2. 21) und (3. 1) gilt:
(3. 6a) &) =nl,, 052" (s).
Nach dieser Formel ist also {'(s,) =0, falls zf(s,) =0 bestcht. Aus dieser Formel
folgt aber nach einer Uberschiebung mit 5{”’t; auf Grund der Relationen ?) (2. 13)
und (3. 4):
(3.6b) () = T
Diese Formel driickt aus, daB aus &'(sy) =0 auch z*(s,) =0 folgt.

In manchen Fillen kann fiir die Existenz der Nullstellen von ¢i(s) leicht ein

Kriterium angegeben werden. Nehmen wir an, daB die Vektoren ni” lings der
autoparallelen Kurve (2. 1) parallel verschoben sind. Die invariante Differentiale

von ;" sind also identisch Null, und wegen der linearen Unabhiingigkeit der Vektoren

e folgt aus (2. 11a) und (2. 11b), daB auch aj =bj =0 ist.
Beziiglich des zu Grunde gelegten affinen Raumes nehmen wir an, dab sein
affiner Abweichungstensor K; die Form:

: R SO Y
3.7 G = K, .\-)[ai— 3:_.,;'], e i

*) In (2. 13) soll jetzt j=o, k= y gesetzt werden. Vgl. auch unsere FuBinote ').

D19
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hat. Der Skalar K ist der Kriimmungsskalar des Raumes, der Raum selbst ist also
ein Raum von skalarer Kriimmung (vgl. [1] Formel (13. 3); unsere Formel (3. 7)
ist eine natiirliche Verallgemeinerung derjenigen Formel, welche die Finslerriume
von skalarer Kriilmmung charakterisiert). Da aus (2. 13) und (2. 14) auch

Y : dx? 1
Tt = g+ S = 4

folgt, wird nach (3.7):

(3. 8) K!=K(x, xX)ng, e
Auf Grund von (2. 20) und (2. 13) wird

3.9) Ks = K(x, x')dp

und aus (2. 19) wird somit

3 ]()) -d_'-’{:i_1)+ K( - N E(a) — 0
(3. 52 X, X)W =0,

Die Gleichung (3. 10) ist also jetzt die skalare Form der autoparallelen Abweichung.
Beziiglich der Rdume von skalarer Kriimmung beweisen wir unseren

Hauptsatz. Gilt fiir den Kriimmungskalar K eines affinen Raumes von skalarer
Kriimmung die Ungleichung :

XX ) ;}3 . (A: Konstante),

so existiert der Schnittpunkt der unendlich benachbarten autoparallelen Kurven (2. 1)
und (2. 2). Bilden die Limespunkte der Schnittpunkte der aus einem Punkte ausgehenden
autoparallelen Kurven eine (n— 1)-dimensionale Hyperfliche 7, so ist # eben die
Hiillfiiche der autoparallelen Kurven.

Bewels. Nach den Formeln (2. 5) und (2. 16) hat man
(3. 11) Ee0)=0, (x=1,2,....,n—1).

Vor allem wollen wir zeigen, daB die Nullstellen der Losungen {(s) (x=1,....,.n—1)
von (3.10) iibereinstimmen. Die allgemeine Losung ciner Differentialgleichung
zweiter Ordnung hat ndmlich zwei Parameter. Sind nun u(s), u*(s) zwei verschie-
dene partikuldre Loésungen von (3. 10) mit u*(s) #0, so hat {*)(s) die Form:

EO(s) = cu(s) + c*u*(s), (x=1,...,n—1).

Wegen (3. 11) kann ¢* eliminiert werden, somit wird:

wm=chm—§%wm}

Die Funktionen £)(s) haben also wegen der Unabhiingigkeit der Funktion K von

o2 die Form:
E(s)=cE(s), E0)=0, x=1,2,...,(n—1),
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wo ¢ einen beliebig wihlbaren Parameter bedeutet. Unsere letzte Formel beweist
aber unsere Behauptung beziiglich der Nullstellen von &@(s).
Die Differentialgleichung

d*y 1
S+5r=0, O =0

hat aber wegen y(0)=0 die allgemeine Losung:

(3.12) y = psin —/—L— 5

wo der Parameter p beliebig angegeben werden kann. Offenbar ist fiir
60=T[/",

y(g,) =0. Nach dem Sturmschen Satz tiber die Nullstellen der Lésungen der Diffe-
rentialgleichung (3. 10) und (3. 12) folgt aber, daB fiir einen geecigneten Parameter-
wert s,

E@(s54) =0, =1, 2 ... (=1)

gelten wird, und s, <o, =nA besteht. (vgl. z. B. [3] § 4, insbesondere S. 116).
Auf Grund der Gleichung (2. 21) wird aber

woraus nach (2. 4a) die Existenz der vom Punkte x/(0) verschiedene Schnittpunkt
von (2. 1) und (2. 2) folgt.

Die aus einem Punkte ausgehenden autoparallelen Kurven bilden nun eine
Kurvenschar von (n—1) Parametern. Eine autoparallele Kurve ist ndmlich als
Losungskurve von (2. 1) durch einen Punkt und eine Richtung festgelegt. Ist nun
der Punkt fix, so kann noch die Richtung beliebig gewihlt werden. Das bedeutet
aber im n-dimensionalen Raum genau (n— 1) frei widhlbare Parameter.

Wegen s, <0, =nA existiert der Limespunkt der Schnittpunkte, falls die auto-
parallele Kurve (2. 2) nach (2. 1) strebt, d. h. nach (2. 4a) und (2. 4b) & —~0, A 0.
Nach unserem Satz 1 folgt dann, daB falls die Limespunkte eine Hyperfliche bilden,
dann diese Hyperfliche eben die Hiillfliche wird, w.z. b. w.
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