Uber das Stieltjes-Integral von Operatorfunktionen I

Von E. GESZTELYI (Debrecen)

Einleitung

Es ist in der Theorie der Mikusinskischen Operatorenrechnung ') ein Integral-
begriff fiir Operatorfunktionen erklidrt. Die Erkldrung des Integrals fiir Operator-
funktionen geschieht durch Zuriickfiihrung auf ein fiir Zahlfunktionen definiertes
(Riemann- oder Lebesgue-) Integral. Das Integral von Operatorfunktionen ist dann
als Pendant des gewdhnlichen Integrals anzusehen.

Wir wollen hier einen Integralbegriff fiir Operatorfunktionen definieren, der
dem Stieltjesschen Integralbegriff entspricht. Da die Definition des Integrals auf
das Stieltjes-Integral von Zahlfunktionen zuriickgefiihrt wird, und — wie wir sehen
werden — das Integral viele Eigenschaften eines Stieltjes-Integrals besitzt, ist es
motiviert auch in diesem Falle iiber ein Stieltjes-Integral zu sprechen.

Wir werden das Stieltjes-Integral fiir stetige Operatorfunktionen in zwei Stufen
einfithren. Erst werden wir das Integral einer stetigen Operatorfunktion beziiglich
einer Zahlfunktion von beschrinkter Schwankung erkldren. Diese Definition ist
dem nicht Stieltjesschen Falle dhnlich. Ein wenig komplizierter ist die Sache, wenn
wir das Integral einer Operatorfunktion beziiglich einer Operatorfunktion deuten
wollen. Obwohl die Begriffe: ,,Beschrinktheit”, und ,.Schwankung™ fiir Operatoren
und Operatorfunktionen im allgemeinen sinnlos sind, haben wir eine natiirliche
Verallgemeinerung des Begriffs einer Funktion von beschriinkter Schwankung fiir
Operatorfunktionen gefunden. Wir konnen dann das Integral einer stetigen Operator-
funktion beziiglich einer Operatorfunktion von beschrinkter Schwankung leicht
deuten.

Wir beweisen fiir dieses Integral, daB viele Eigenschaften eines Stieltjesschen
Integrals erfiillt sind.

") [1].
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§ 1. Das Integral einer stetigen Operatorfunktion
beziiglich einer Zahlfunktion von beschriinkter Variation

Lemma 1. Ist die (Zahl-) Funktion f(/.t) im Gebiet D:a=/,=f, 0=t<=-
stetig, und ist ¢ (2) im Intervall o= j. = [§ eine Funktion von beschrénkter Schwankung,
so ist die Funktion

[
(.1 1@ =[£G 1) dg ()
stetig in 0={ ==, :

BewEls, Wir kénnen voraussetzen, dall ¢(4) nicht konstant ist. Dann ist V=
Totalvariation von ¢(4) positiv. Es sei ein 7, =0 beliebig vorgegeben. Dann wiihlen
wir ein 7= 1,. Aus der Stetigkeit von f(4. 1) in D, folgt die gleichmiBige Stetigkeit
von f(4.t) im geschlossenen Gebiet D ,:x=i=f, 0=¢r=7. Ist nun ein &=0
beliebig vorgegeben. so existiert ein & = d(g)= 0 derart, dal} unabhingig von 4

: 2 &
(.2 | f(4, to+ h)—f(2, t,)] <%
ist, falls |h| <=0 ist. Aus (1.2) erhalten wir speziell
(1.3) max | (4, to+ h) —f(h ty)] <.
A€[a, M) V

So folgt nach bekannten Abschitzungen fiir i =0

14
flto+ D —1(te) = | [ UG to+h)—fG 1)) dp (i) | =

; : &
= max !_/'(f‘y fo +h) "'f()u fo) » I/ = 3 V = €.
ica,h V

Damit haben wir die Stetigkeit von f(7) bewiesen.

Definition 1. (i) Wir werden das Gebiet =4 = f§, 0=1 <= -~ mit D bezeichnen.
(i1) Es sei f(4) eine in [x, f] stetige Operatorfunktion. Dann existiert ein Operator
p #0 derart, daB pf(/2) eine in D stetige Zahlfunktion zweier Veriinderlicher ist.
Wir werden diese Funktion folgendermalien bezeichnen:

pf(A)={pf2)(1)} & |

Definition 2. Unter dem Stieltjes-Integral der stetigen Operatorfunktion
J(4) beziiglich der Zahlfunktion ¢(4) von beschrinkter Schwankung verstehen
wir den Operator

4 B
(1.4) ff (Adp(2) =p ! : j pf(A) (1) dy (;_)}

wobei der Operator p im Sinne der Definition 1. zu wihlen ist, und das in Klammern
stehende Integral im Sinne von STIELTJES—RIEMANN zu verstehen ist.
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Diese Definition ist korrekt, denn erstens steht auf der rechten Seite von (1. 4)
zwischen Klammern eine nach Lemma 1. in 0=t~ stetige Funktion, zweitens
hidngt das Integral nicht von p ab.

Um diese letzte Behauptung zu beweisen werden wir aus der Theorie des
Stieitjes-Integrals den folgenden Fubinischen Satz benutzen: ?)

Satz (F). Es sei f(x,y) eine im Quadrat x=x=f, y=y=0 stetige Funktion.
Sind q(x) (z=x=8), Yy(y) (y=y=90) in den entsprichenden Intervallen von be-
schrankter Schwankung, so gilt

fi ] ] ]
J U e napm)dpe = [ [0 dpeo)dv .

Auf Grund dieses Satzes konnen wir zeigen, daB3

[ #
P! { ] pif(A)(1) dg (f‘-)} =p;! { j p2f(A) (1) dg ().)}-
d. h. 3

; s
(1.5) Pl [ PO dg ()} = pi | [ p2f ) (0) dy (3))

gilt, wobei man ohne die Beschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen kann, dal}
py und p, Funktionen der Klasse € sind (d. h. sie sind in [0, =) stetig). Wir erhalten
in der Tat

# 1 7
P23} [ D@ dg D) = [ P20 | [ 211D @ dyp ()] e} =
2 0 a
b ;
= [ dr@ [p2e=0lp fY@Ndr) = | [ (P22 )f D) (1) dp ()} =
; LT o
= [ dg D) = | [dgp () [ pyt—Dpaf D@ de) =
a a 0

t I B
=\ [ri—o[ [rrD@ dpd] s} = (o, @} | [ af @) dg (D).

Bemerkung. Das unter (1. 4) stehende Stieltjes-Integral ist eine Verallgemeinerung
des im Buch von Mikusinski gegebenen Integrals, da ¢(4)=A4 eine Funktion von
beschrinkter Schwankung ist, und in diesem Falle geht die Definition 2. in die
Mikusinskische iiber.

?) [2)
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Satz 1. Es gelten die folgenden Rechenregeln:

p o B
0 [lefi Gy +eafsGNdg () = ey [ 11 dgp Gy + s [ £2() dp (),
B [ ']
(ii) [ 1Gydlpy )+ 92 = [ £y dypy )+ [ () dip1 (5,
x 1‘3 I
(iii) [raydpey+ [ryap) = [rydpy,  a=x=p.

Diese Eigenschaften kann man ebenso rechtfertigen, wie dies fiir das gewdhn-
liche Integral einer Operatorfunktion geschieht,

§ 2. Operatorfunktion von beschrinkter Schwankung

Ist fiir eine Zahlfunktion f(x) die Summe
,2;1 |f(x) — f(xx- )]

unabhédngig von der Wahl der Zahlen
Ky, == 0 s e, Gmae, =y

beschrinkt, so sagt man, daB f(x) eine Funktion von beschrinkter Schwankung
ist. Diese Definition 1dBt sich nicht unmittelbar auf Operatorfunktionen iibertragen,
da man iiber keinen Absolutwert (auch iiber keine Norm) von Operatoren sprechen
kann. Wir werden hier eine fast triviale notwendige und hinreichende Bedingung
anwenden, die fir unsere Verallgemeinerung geeignet ist.

Satz 2. Eine Zahlfunktion f(x) ist dann und nur dann eine Funktion von beschrdink-
ter Schwankung, falls f(x) mittels einer stetigen Zahlfunktion f,(x) und einer Zahl-
Sfunktion ¢(x) von beschrinkter Schwankung in der Form

@1 16 = [ f1() dgp () +£()

geschrieben werden kann.

In der Tat, ist f,(2) in (2. 1) eine stetige Funktion, so ist — wie bekannt —
f(x) eine Funktion von beschrinkter Schwankung, und umgekehrt: ist f(x) eine
Funktion von beschriinkter Schwankung, so erhalten wir eine Darstellung von
f(x) von der Form (2. 1) bei fi(A)=1 und ¢(2)=f(1), da

JarGy = 11 (@

ist.
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Wir geben fiir die Operatorfunktionen von beschrinkter Schwankung die
folgende Definition:
Definition 3. Wenn eine Operatorfunktion g(x) in der Form

Q2.2 g(x) = 2 g () dy (3 +g(2)

geschrieben werden kann, wo die Operatorfunktionen g,(4) in [«, f] stetig sind,
und die Zahlfunktionen ¢,(4) von beschrinkter Variation sind (k=1.2,....n),
so nennen wir g(x) eine Operatorfunktion von beschrinkter Schwankung. Wir
nennen die Formel (2. 2) eine Darstellung der Operatorfunktion g(x).

Auf Grund dieser Definition sind die folgenden beiden Behauptungen aquivaient:

(i) g(x) ist eine Funktion von beschrinkter Schwankung,

(ii) g(x) besitzt eine Darstellung.

(Ein Problem: Es sei M die Menge simtlicher Operatorfunktionen g(x) die
in der Form

¢ = [e(Ddp()+g()  xE[f]

geschrieben werden kdnnen. wobei g,(4) eine stetige Operatorfunktion, und ¢(4)
cine Zahlfunktion von beschrinkter Schwankung ist. Wir wissen nicht, ob die
Menge M beziiglich der Addition geschlossen ist, oder nicht. Mit anderen Worten:
Es seien fi(x), g,(x) in [z, f] stetige Operatorfunktionen, ferner seien ¢(x). ¢ (x)
Zahlfunktionen von beschrinkter Schwankung. Wir fragen. ob eine in [z, f] stetige
Operatorfunktion /;(x) und eine Zahlfunktion o(x) von beschrinkter Schwankung
existieren derart., daB die folgende Gleichung gilt:

X J

[1iGydg i+ [gi(ydu) = [ hy () doi.)

a
Man verifiziert leicht den folgenden

Satz 3. Sind f(x) und g(x) Operatorfunktionen von beschrdnkter Schwankung,
so ist auch ¢, f(x)+c¢,g(x) eine Operatorfunktion von beschrinkter Schwankung fiir
beliebige Operatoren ¢, und c,.

§ 3. Das Integral einer stetigen Operatorfunktion
beziiglich einer Operatorfunktion von beschriinkter Schwankung
Definition 4. Es seci f(x) eine in [« f] stetige Operatorfunktion, ferner sei

g(x) eine Operatorfunktion mit der Darstellung (2. 2). Wir definieren das Stieltjes-
Integral von f(x) beziiglich g(x) durch die Formel:

; #
(3.1 f.f (4)dg(2) = ‘2_{ [f (#) & (%) dy i (2).
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Satz 4. Das Stieltjes-Integral (3. 1) hdangt nur von f(x) und g(x) ab, es ist aber
unabhdngig von der Darstellung von g(x), d. h. von der Wahl der Funktionen g,x)
und q(x), die die Funktion g(x) in der Form (2. 2) darstellen.

BEwEIs. Setzen wir voraus, dall g(x) zwei Darstellungen besitzt:
(3.2) g(x) = kZ /g,‘(;.) dp (D) +g(x) = > /hf(;.) dr(72) + g(%)
=1 i=14
wobei g (4), h{Z) (k=1,2, ....n;i=1,2, ..., m) in [z, ] stetige Operatorfunktionen.

qi{2), W (2) Zahifunktionen von beschriinkter Variation sind. Es ist dann zu zeigen,
dalB

(3.3) kg,: f(A) g (A) dy (1) = .;: S(2) hy(2) d“’i(i)

ist, wo f(2) eine beliebige in [z, fi] stetige Operatorfunktion ist.
Es sei ein Operator p =0 gegeben derart, daBl die Funktionen

D=6, t) k=1,2,....n
(3.4) P =H(Ait) i=1,2,...m
pfA)t)=F(i.1)

im Gebiet D im gewohnlichen Sinne stetig sind. (S. Def. 1.) Man erhilt aus (3. 2)
auf Grund der Definition 2. fiir x€ [«, ]

(3.5) p(g(,\‘)—g(x)]:{k;: [ G, (A r)dq,‘(i)}z{; [ H,(, r)a';pf(;.)}.

Da Gy(4,t) (k=1,2,...,n) und H{4,1) (i=1,2,...,m) im Gebiet D,:a=1=x,
0=r<~ im gewdhnlichen Sinne stetig sind. schen wir daB p[g(x)—g(«)] nach
Lemma |. fiir jedes feste x cine stetige Funktion der Klasse € ist. Wir kdnnen also
die Gleichung

plg(x)—g(@)! = {G(x, 1)}

und damit statt den Operatorgleichungen (3. 5) die Gleichungen

Glx, 1) = 2 G4, 1) dy(2) = Z]Hi()., 1) dir(2)
k=1 i=1

schreiben. Man sicht hieraus, dall G(x, t) fir ein beliebiges. aber festes 7 eine Funk-
tion von beschrinkter Variation in [z, f] ist.
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Wiihlen wir 7 und 7= beliebig aber fest im Intervall [0, =) so erhalten wir
nach bekannten Sitzen aus der Theorie des gewdhnlichen Stieltjesschen Integrals

I
(3.6) [Fx,1-1)d,G(x, 1) =

4 [

n m

= ]F(_.\’, t—1)G(x, 1) dy(x) = f /F{x, 1 —1)H(x, 7)d;(x).

k=1 i=1,

z x

Integriert man beide Seiten von (3. 6) (wo die Funktionen nach Lemma 1. in
0=1=1 stetig sind) nach 7 von 0 bis 7. so bekommt man

k=1

t 4
3.7 Z / [ /F(.r, t—1)Gi(x, 7) dq-,l(x)] dr =

2

Wendet man nach vertauschung der Reihenfolge der Integration (Satz (F)) die
Symbolik der Operatorenrechnung an, so nimmt (3. 7) die Form

B
[ /‘F(.\u t—1)H;(x, 1) d!pi(.\'J] dr.

[ a

m

G8 2 [ {FCe DG D} dp) = 2 [{FCe O} {H (v, 0} diy(x)

an, d. h. mit Riicksicht auf (3. 4)

.

(3.9 u‘?’i ()0} {pgu (X))} dipy (x) = ::Z; () (O} {phi(x) (1)} dip(x).

x

Multiplizieren wir beide Seiten von (3. 9) durch p~—2, so erhalten wir

I B
(3.10) kZ: e { ] pz.f'(-\')ga(x)(f)drn(x)} = ;’ s { f Pf (-\')h.-(-\')(l)ddn(x)}-

x .

Damit haben wir Satz 4. bewiesen, da (3. 10) und (3. 3) nach Definition 2. iiberein-
stimmen.
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§ 4. Eigenschaften des Stieltjesschen Integrals

Man kann leicht verifizieren, daB die Eigenschaften, die wir fiir einen spezialen
Fall in Satz 1. bewiesen haben. auch fiir das allgemeinere Integral gelten. Diese Eigen-
schaften fassen wir in dem folgenden Satz zusammen:

Satz 5. Wenn die Operatorfunktionen g,(x) und g,(x) in [x. B] von beschrankter
Schwankung sind. so gilt

£ ]
2 2
. 1) f [a, f1(x)+ay f2 () d[by g, (x) + b g, (x)] = .-—;: ;ZI a;b; f fi(x) dg;(x)

fiir stetige Operatorfunktionen f,(x) und f,(x) und beliebige Operatoren a,, a,, b, b,.
Ist ferner g(x) von beschrinkter Schwankung, so gilt

.| x #
(4.2) J1Grde) = [1Gyde i)+ [ () de )

fiir ein beliebiges x € [a, f].

Satz 6. Ist f(x) stetig in [z, f] und hat g(x) eine stetige Ableitung in [x. f], so
ist g(x) eine Funktion von beschrinkter Schwankung, und es gilt

b p
@.3) [rerdey = [rg @ di.

BewEis. Die Definition 2. ist fiir ¢(4)=24 identisch mit der Mikusinskischen
Definition des gewdohnlichen Integrals von Operatorfunktionen. Besitzt g(4) eine
stetige Ableitung g’(4), so gilt

g = [ () di+g(.

Hieraus folgert man, daBl g(x) eine Funktion von beschriankter Schwankung ist,
also nach Definition 4. (4. 3) gilt.

Satz 7. Ist g(x) eine Treppenfunktion:

0 fiir a=x=x,
(4 4) g(_‘,\') =0T 01T T 0t flﬂ Xp—1 <X<X;
do+a;+...+a, fiir x,=x=§

ASXg<Xy<X3<...<X,=b,
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wobei a,, a,, a,, ..., a, Operatoren sind, so ist g(x) eine Funktion von beschrinkter
Schwankung, und es gilt

I
4.5) ff (x) dg(x) = a;'a af(xy)

fiir eine in [x, PB] stetige Operatorfunktion f(x).
BEwEIS. Man kann die Funktion g(x) mit Hilfe der Funktionen
0 fir a=x=x
fh—(x):{l M B i (k=0,1,2, ..., n)
in der Form
(4. 6) g(x) = agqo(x)+a,p(x)+ ... +a,p,(x)

x

schreiben. ¢ (x) = f dg(2) ist, ferner nach (4. 1) a g (x) =a, f dy i) = f a, dip(2)

gilt, geht (4. 6) inz
@7 () = [agdpo()+ [ aydp, )+ ... + [ a,dy, ()

x

iiber. (4. 7) ist also eine Darstellung von g(x), folglich gilt nach Definition 4. und
Satz 1. (i), ferner auf Grund der Definition 2.:

8 p ¢
/f (x)dg(x) = ké: ff (A ay dyy () = kZu dy f [(2) dipy(7) =

n

I
= 2 akp-l{ [ pf(ﬁu)(:)dq-k(i)} = kZ ap {pf(x) (1)} = Z;akf(xk).

k=0 k=
x

Satz 8. Sind f(x) und g(x) in [x, ] stetige Operatorfunktionen und von be-
schrankter Schwankung, so gilt

3 4
@.8) [ 1) deG) = f(Brg®) 8@~ [ 23 df ().

Zum Beweis dieses Satzes werden wir die folgenden Hilfssitze beniitzen:

Lemma 2. Ist die Operatorfunktion f(x) von beschrinkter Schwankung stetig in
[o, B). dann besitzt f(x) eine Darstellung

4.9 [x) = 2,: ff&("-) dyi(A) + f(2)
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derart, daf die Zahlfunktionen q,(2) von beschrinkier Schwankung in [x, f] stetig
sind.

Lemma 3. Ist die Zahlfunktion a(x) von beschrinkter Schwankung eine Sprung-
funktion (3], so ist auch die Operatorfunktion

2(x) = [ () da(2)

eine Sprungfunktion fiir eine beliebige stetige Operatorfunktion f(7).

Definition 5. Eine Operatorfunktion g(x) heillt eine Sprungfunktion, wenn
die folgenden Eigenschaften (i) und (ii) erfullt sind:

(i) g(x) ist in jedem Punkt des Interwals [, ] definiert.

(i1) Das Intervall [, f] 1dBt sich in eine endliche oder unendliche Anzahl von
Teilintervallen zerlegen derart, daB g(x) im Inneren jedes Teilintervalls konstant ist.

BEWEIS von Lemma 3. Es sei I, ein offenes Teilintervall von [«, #]. in dem o(x)
konstant ist. Ist p #0 ein Operator mit der Eigenschaft, daB pf(2)(z) stetig in D
ist, so ist fiir x¢/,

@.10) pg() = | [N doi} = { 3 pfa)(O)o(xi+0) o (x,—O)]}

X <X

konstant im Intervall 7, wobei x,, x5, ..., X, ... die Sprungstellen von o(x) sind.
Gilt nidmlich die Ungleichung x; <x” fiir ein x"€/,, so gilt auch x, =x” fiir ein
beliebiges x" €17, also auch fir den Fall. wenn x"=x" ist. In der Tat, im entgegen-
gesetzten Falle ist x"=x, =x”, und dies widerspricht der Tatsache, dall /, keine
Sprungstelle besitzt. Gleicherweise folgt x;=x"€/, aus x;=x"€1,.

g(x) ist also konstant in jedem Teilintervall, wo &(x) konstant ist. Damit ist
Lemma 3. bewiesen.

Lemma 4. Die Summe zweier Sprungfunktionen ist wieder eine Sprungfunktion.

Lemma 5. Eine Sprungfunktion ist dann und nur dann stetig in |2, B), falls sie
in [2, B] konstant ist.
Die Behauptungen der Lemmas 4. und 5. kann man leicht verifizieren.

BEWEIS von Lemma 2. f(x) besitzt eine Darstellung
X

@.11) f(x) = gi [l dyi (A + f(2)

-

wobei f,(4) stetig ist und die ¢{(4) Zahlfunktionen von beschrinkter Schwankung
sind.

Wir wissen, daBl die Zahlfunktion ¢¢(4) von endlicher Variation in eine Summe
einer stetigen Funktion ¢,(2) von endlicher Variation und einer Sprungfunktion
a,(4) zerlegt werden kann:

(4. 12) gi(2) = qu(2) + o (4).
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Setzen wir (4. 12) in (4. 11) ein, so erhalten wir auf Grund von Satz I.

(@.13) S =2 fﬁ W dpu(i) + 2 fm:-.) do, (1) + ().

Die Funktion

s(x) = k;’ f 1 () da, (2)

ist nach Lemma 4. eine Sprungfunktion. denn die Funktionen

[rdo,y  k=1,2,....m)

sind nach Lemma 3. Sprungfunktionen. Aus der Stetigkeit von f(x) und aus (4. 13)
folgt die Stetigkeit von s(x), also nach Lemma 5. ist s(x) konstant. Da

s(x) = k-Zi f fi(A)do (7)) = 0

ist, so folgt, daB s(x)=0 in [x, f] ist. So ist (4. 13) die gewiinschte Darstellung
(4.9) von f(x).

Lemma 6. Es seien f(x) und g(x) in [, B] stetige Operatorfunktionen. ferner
seien q(x) und y(x) in [x. B] stetige Zahlfunktionen von beschrinkter Schwankung.
Dann existieren die Integrale

B x I} x
@.14) [ [re@ avtyde ) < [ 10| [ o6y dp )] do )

und

¥ i ol
@15 [ [roemdrras»® [e[ [16rdp (] dp

X

und es gilt die Gleichung

g x [
@4.16) [ Jroeg@aviyape = [ [réeedgp )y

Beweis. Die Existenz von (4. 14) und (4. 15) ist wegen der leicht verifizierbaren

x B
Stetigkeit von ff().}dq-{l} und fg().)dl{/().) gesichert.
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Aus der Stetigkeit von f(x) und g(x) folgt die Existenz eines Operators p =0
so, dal3 die Funktionen

(4.17) pf(x)(t) = F(x, 1)
(4. 18) pg(x)(t)=G(x, 1)

in D stetig sind.
Dann gilt nach Definition 2.

f x I
[ [roed dap@)dpe) = p=2 | [[ [ Fexe 0% GG, 0y i ()] dp ()},

wobei

Fr, 0% G 1) = [ F(x, 1=1)G(4, 1) dt
U]

ist. Halten wir 7 fur einen Augenblick fest, und fuhren wir die Funktion

F(x,t) G(A, 1) fir A=x,

(4 !9) H(-\', /) = {F(.\‘, I)#G(-\', ’) fur ),::-X

ein.
Man sieht leicht, dall H(x, 2) im Quadrat x=x=pf, a= 4= f§ stetig ist. Es gilt
also nach Satz (F)

g B B B
(4.20) [ [ty de o = [| ] Hex 2 do )] (2.
Wir erhalten mit Riicksicht auf (4. 19)

[} x f
4.21) [He o) = [He Dy )+ [ Hx, 2 dp ) =
x g
= [Fx, )% G )y + [ Fx, 1) % G(x, 0 dp (3) =

= [ Fx, )% GG 1) dp () + Fx, 1) % G (x, W () — Y ()],

und

] A ]
(4.22) [Hx, Hdpx) = [Hx, D dp )+ f H(x, ) dp(x) =

- s
= [Fx, 1) % G(x, 1) dg () + f F(x, 1) % G (2, 1) dg (x).
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Durch partielle Integration bekommt man

B A [
@.23) [[[Fex, %G 1) dg 0] di (i) = w(B) [ Flx, 1) % G x. 1) dy () -
a [ i
Y@ [ Fee. )% G(x, 0y dg ()~ [ (D) d [ Fx, )% G (x, 1) dy (x) =

B f
=Y B [ FOxr, )% Glx, 0y dp () — [ WY F(, 1) % G, 1) dig (3).

Dann gilt nach (4. 21)

k £ -+
@.29) [ [H& Dapi)]dp) = [ [ Fee )% GGy 1) dp (2 dg(x) +

8 #
U (B [ Flx, 1) % Gx, 1) dy (x)— [ Fx, 1) % G x, 1) (x) dip (3).

Aus (4.22) und (4. 23) erhalten wir
[ b2
@25 [[[H Hdg]awiy =[] [ 0%66, £) dip (x)] () +

B a
SY(B) [ For )% Gx, 1) dgp ()~ [ @B F G 1) % G (2, 1) dy (3).
Also folgt aus (4. 24) und (4. 25) infolge von (4. 20)
F x g B
4.26) [|[Fex.0)%G6G 0apd]dp) = [ J e, 0% G, 1 dg 0] dy (2.

Schreibt man auf der rechten Seite von (4. 26) 4 statt x und x statt A, so geht (4. 26)
in

8 x 8 B
@20 [[[Fe0#6Gndid)]dpe = [[ [FG, 0% 6, 1) dp)] dv )

iiber. Damit haben wir das Lemma 6. bewiesen.
BeEwEIs von Satz 8. f(x) und g(x) besitzen die Darstellungen

(4.28) f(x) = Z f S(2) dg(2) + f(2),

X

(4.29) g(x) = 21 (2 dri(2) + g (),
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wobei wir wegen der Stetigkeit von f(x) und g(x) nach Lemma 2. voraussetzen
kdnnen, daB die Funktionen ¢ (x) und i(x) in [, f] stetig sind.
Dann erhaiten wir auf Grund der Definition 4. und Satz 1.

p p
(4. 30) f S(x)dg(x) = g [ S(x)&i(x) dipi(x) =

= Z f [Z / fi(2) dmmfm] g () d;(x) =

B

f x
- ;T f;(.t)ffk(i.)qu(l)dwi(x) +f(.x);§l 2:(x) d; (x).

i=1k=1

]

Setzen wir in (4. 29) x=f, so ergibt sich

i

fg.-(x) dyi(x) = g(p)—g(=)

- §

7
i=1

also geht (4. 30) in

I P x
(4.31) ff(x)dg(x) L f f (0 (2) dapy (2) dif () + f() [2(B) — g ()

tiber. Gleicherweise erhidlt man

13 B x
(4.32) j g(x)df(x) = ,;; Z; / fﬂ(-\‘)g;(F-) dyi(2) dypy (x) + g () [f(B) —f(2)].
Wir erhalten auf Grund von Lemma 6. und Satz 1.

g x # x
“.33) [ [aWa@®dn@ dn)+ [ [ A0 d(2) dpy(x) =
fox B B
~ [ [ i@ dgu i)+ [ [ &G dip () dy(x) =

g B f b
= [ [ a0 dg@ diri () = [ (i) dipy () [ 0(x) ().
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Dann folgt aus (4. 31). (4. 32), (4. 33), (4. 28) und (4. 29) die Serie von Gleichun-
gen

£ # # x
/.f(-ﬂdg(x'H/ g(x)df(x) = Zl' tZ: [ f ((X) i (2) dopy (2) dipi(x) + f(2) g (B) -

i x
~f@g@) + 2 2 / / L) &i(2) dii(4) dy, (x) + g (@) (B) — f(0)g (2) =
m n E .'( "‘J f
= 2:‘21 [ f j & (X)fi (2) dy i (2) dir(x) + ] /,r,..(.v)g.-u.)dw.-(zt)dr.u(x)]+
+f()g(B) + @ f (B) - 2f(2)g(x) =
R 4
= gl-; [ma) dy (7) / &) di(x) + () g(B)+ 2@ () —2f (1) g (%) =
f [

= ﬁ; [ﬁ (£) dq(2) ,Z: gi(xX)dyr(x) + f(2)g(P)+ g f(P)—2f(x)g(2) =
= [f(B)—f()][g(h)—g()] +f(2)g(B)+ g () f(B)— 2/ (x)g(=) = f(F)g(p)— f(x)g().

Damit haben wir den Satz 8. bewiesen.

§ 5. Verallgemeinerungen des Integrals

I. Wir haben bisher das Integral fir stetige Operatorfunktionen beziiglich
Operatorfunktionen von beschrinkter Schwankung erklirt. Mit Hilfe der Formel
(4. 8) liBt sich das Integral auch fir Operatorfunktionen von beschrinkter
Schwankung beziiglich stetigen Operatorfunktionen verallgemeinern. Ist nd@mlich
f(x) eine Operatorfunktion von beschrinkter Schwankung. und ist g(x) eine belie-
bige stetige Operatorfunktion, so definieren wir das Integral von f(x) beziiglich
g(x) folgendermalBen:

14 f
G.1) [rydey = f(BgB)—f@ge)— [ g dfi.

Man kann einschen, daBl die wichtigsten Eigenschaften eines Stieltjesschen
Integrals giiltig bleiben.

D 21
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2. Das uneigentliche Integral

[ 1) dg(2)
B
definiert man als Grenzwert von ff().)dg().) fur f— =
B s
(5.2) JrGydgy = tim [ 7 de (@),

p
vorausgesetzt, daf} die Integrale j S(A)dg(2) fir jedes ff =« definiert sind, und der

Grenzwert, der im Sinne der Operatorenrechnung zu verstehen ist, existiert.
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