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Das Dinische Integral und die Frage der Konvergenz
des modifizierten Fourierschen Integrals

Von JOSEF MATUSU (Prag)

1. Einfiihrung

In diesem Aufsatz werden speziell die zwei nachstehend angefiihrten Integrale
betrachtet:

d
a.n D(r)sz(r+x)+f£t—x)—28 i
]

(1.2) Fo =k [ ([ 1098 -nyas) v

In (1. 1) ist 0<=d< 4, BEE; und das Integral wird im weiteren als Dinisches
Integral der Funktion f (im Punkte 7€ E,) bezeichnet. Das Integral in (1. 2) geht
fiir K=1/n und g(t)=sin f in das wohlbekannte Fouriersche Integral der Funktion
f (im Punkte t€ E,) iber (g'(t)=dg(t)/dt). Wir wollen deshalb (1. 2) schlechthin
als modifiziertes Fouriersches Integral der Funktion / (im Punkte 7€ E,) bezeichnen.

In einer frither erschienenen Arbeit (sich [1]) wurde das Dinische Integral im
Zusammenhang mit der Frage der Konvergenz des Fourierschen Integrals unter-
sucht. Dort wurde gezeigt, dass zu jedem (€E; immer unendlich viele
Funktionen f existieren, fiir die jeweils der Fall I oder Fall II zutrifft, wobei
folgendes gilt: 1° Das Dinische Integral ist ein konvergentes verallgemeinertes
Integral mit der ,,unangenchmen” Integrationsgrenze Null, aber kein Lebesguesches
Integral. 2° Das Fouriersche Integral der Funktion f divergiert im Punkte € E,.
Zum Schluss des Aufsatzes wird gezeigt, dass ein analoges Resultat auch fiir einen
Fall des modifizierten Fourierschen Integrals abgeleitet werden kann.

2. Zwei Hilfssiitze

Unter dem Begriff ,,Funktion” verstehen wir hier immer eine reelle Funktion
mit reeller Variablen. Das Integral wird im Lebesgueschen Sinne aufgefasst. Neben
den konvergenten Lebesgueschen Integralen, d. h. den sog. absolut konvergenten
Integralen, werden wir auch nicht absolut konvergente Integrale benstigen; ein
jedes solches Integral wird im weiteren als ein konvergentes verallgemeinertes
Integral bezeichnet. Ohne es immer anzufiihren, wollen wir an dieser Stelle verein-
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baren, dal mit A eine stetige Variable bezeichnet wird, deren Werte stets endlich
und positiv sind.

Wir werden zwei Fille betrachten (siche Abs. 1). Fall I: f ist summierbar im
Intervall (—eo, +90), d. h. f€EL(—o, +). Fall 1I: fEL(—h, h") fir jedes
h" €(0, +==); ferner gilt lim f(z)=0 und es existiert eine endliche und positive

t—++ e
Zahl h, so daB f'in den beiden Intervallen ( — ==, — /) und (h, + ==) von beschrinkter
Variation ist.
Abschliessend seien die folgenden Hilfssidtze angefiihrt, die in [2] bewiesen sind:

Hilfssatz 2. 1. Sei 0 <h <+ o, z€ E,. Die Funktion f sei im Intervall (h, + =)

von beschrinkter Variation, ferner sei lim f(t)=0. Es sei g€ L(a, b) im Bereich
I=s 4 oo

b
T(la| < + ==,a=b < + o) und es existiere eine endliche Zahl S >0, so daﬂl f g(r)dt‘ =S

+ o

in T. Dann konvergiert das verallgemeinerte Integral f f(1)g{A(t —2)}dt (sogar gleich-
h

mdpig beziiglich A= A,=0, wobei A, eine beliebig fest gewdihlte Zahl bedeutet).

Hilfssatz 2. 2. Fiir die Funktion f bestehe einer von den Fillen I, II. Sei z€ E, und
die Funktion g sei in E, beschrinkt. Es existiere ferner eine endliche Zahl S =0

derart, dass | [(t)dt| = S im Bereich (|a| < + o=, a=b < + =). Dann gilt

@.1) lim ff(r)g{A(:_z)) dt = 0

—0+u

im Bereich U(|a|= + e, a=b= + ) (in den Fillen —w=a<b< + o, —w<a<
<=b = 4 o0, —eo=a-<b = + o handelt es sich in (2. 1) eventuell um ein konvergentes
verallgemeinertes Integral).

3. Die Integrale F (1), F(1)

Fiir die Funktion f mdge einer von den Fillen I, Il bestehen. Beziiglich der
Funktion g wollen wir voraussetzen, dall sie 1° stetig, beschrinkt und ungerade
in E, ist und dass 2° ihre Ableitung g” daselbst existiert, stetig und beschriinkt ist.
Wir sagen dann, daB fiir g der Fall P,, zutrifft. Existiert ferner 3° eine endliche

]

Zahl S$=0 derart, dal |'fg(t)dr;§- S im Bereich (la| < + e,a=b < + =), so bringen

wir dies zum Ausdruck, daB fiir g der Fall P,,; zutrifft.
Es gilt llm {g(t)/t}= llmg (t)=g’(0). Der Punkt r=0 ist somit kein ,,unan-

genchmer” Punkt der Funktlon g(t)/t. ITm Intervall (0, 1) ist g(r)/t beschrinkt.
Die Funktion g ist beschrinkt im Intervall (1, + ) und deshalb ist hier umsomehr
auch die Funktion g(r)/r beschrinkt. Es existiert dann eine endliche Zahl C=0
derart, daB g(¢)/t| = C im Intervall (0, + =), d. h. |g(t)| = Clt| (sogar fiir alle 1€ E,).
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b
Die Ungleichung | [¢()dt|=S (im Bereich (la| < + o, a=b < + =) bewirkt

die Konvergenz des verallgemeinerten Integrals f gi—t)dt (sieh [2]): R bezeichne den
0

Wert dieses Integrals.
Sei nun 7€ E,. Betrachten wir das Integral

A 4w
(3.1) Fu) =K [ [ foog{p(x—0}dx)dy
o0 -

(dasselbe K0 wie im Integral (1. 2)). Fiir f moge der Fall 1 und fiir g der Fall P,,
bestehen. Das innere Integral in (3. 1) ist offenbar ein konvergentes Lebesguesches
Integral, das eine stetige (und endliche) Funktion der Variablen y im Intervall
(0, A) darstellt. Dann ist auch das dussere Integral in (3. 1) ein konvergentes Lebes-
guesches Integral. Ferner gilt

[] 17@g -0} dxdy = ma [ 1] dx < + <=,
y€(0, 4) — vt
x€E,y

wobei m die obere Grenze von |g’| in E, bedeutet. Man kann deshalb den Satz
von Fubini anwenden:

Fu) = K f [ f Fg {rx—1) dy] dx = K f fooy EAC=0) 4

+ oo
B f f(t+x) ﬁ(—j—x’— dx.

b
Fiir f moge nun der Fall Il und fiir g der Fall P,, bestehen. Es gilt ‘fg’(!)dt‘ =

= |g(b) —g(a)| =2 im Bereich (|a| < + e, a=b < + =), wobei i1 die obere Grenze
von |[g| in E, bedeutet. Dann konvergiert das verallgemeinerte Integral

+ =
f f(x)g’{y(x—1)}dx (siech Hilfssatz 2. 1); offenbar konvergiert auch das verall-
h

~h h

gemeinerte Integral f und ebenfalls das (Lebesguesche) Integral f . Daraus folgt,
- -h

daB das innere Integral in (3. 1) ein konvergentes verallgemeinertes Integral darstelit.

Fiir die Funktion f moge jetzt der Fall Il und fiir die Funktion g der Fall P,,,

bestehen. Im Intervall {(a, A), wobei0 <a < A, istdie Funktion H(y) = ff(x}g’{y(x -

A
—1)}dx stetig (und daher beschrinkt). Das Integral FA_,(t)=KfH(y)dy=

D4
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=K f [ f f(x)g’ {y(x-r)}dt]a’y ist dann ein konvergentes Lebesguesches Integral.

Man k.mn nun beweisen (sieh [2]), daB hm F4,.(¢) als endlicher Grenzwert existiert.

Das bedeutet, daB auch das dussere Intcgral in (3. 1) eventuell ein konvergentes
verallgemeinertes Integral darstellt.

Wenn also fiir f der Fall I (II) und fiir g der Fall P,, (Py,3) zutrifft, so ist das
Integral (3. 1) immer konvergent (entweder wie ein Lebesguesches oder wie ein
verallgemeinertes Integral). Sein Wert ist in beiden Fillen

(3.2) F,()=K f f(:+x)‘5-(fx)d

(sieh [2]). Auch das Integral in (3. 2) ist eventuell ein konvergentes verallgemeinertes

Integral.
+ oo

0
Wir kénnen (3. 2) inder Form F,,(:)=f +f schreiben. Aus dem Satz iiber

- oo 0
die Integration durch Substitution fiir das Lebesguesche bzw. konvergente verall-

g(A X)

gemeinerte Integral folgt nun f f f(t— dx. Es wird dann

Ax
(3.3) Fat) = f e+ 1 -0y 8 g
Wir beweisen nun die folgenden zwei Hilfssitze.
Hilfssatz 3. 1. Sei ac E,. Die Funktion g sei endlich, nicht negativ und monoton
abnehmend im Intervall {a, + =). Ferner sei f¢ L(a, b’) fiir jedes b’€(a, + =) und
4 oo
das verallgemeinerte Integral f f(t)dt konvergent. Es existiert dann eine Zahl

we(a, + <o) derart, daf
(3.4) [ rg@d = g(@ [ f@0)ar.

+ oo

Bewers. Erstens konvergiert das verallgemeinerte Integral f f(t)g(t)dt. Dies

folgt unmittelbar aus dem Hilfssatz in [1] (die dortige Voraussetzung, daB die Funk-
tion g monoton wachsend ist, kann ohneweiters durch die Voraussetzung, daB
g monoton abnimmt, ersetzt werden). Fiir jedes natiirliche n=a ist ferner f€ L(a, n),
die Funktion g wieder endlich, nicht negativ und monoton abnehmend im Intervall
{a, n). Auf Grund des Mittelwertsatzes gilt dann

(3.5) [ re@ e = g@ [ f@ar,
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wobei a = w, =n. Es soll nun n - + == streben. Ist dann w irgendein Hiufungspunkt
der Folge {w,}s=1 (eventuell w = + <o), so existiert eine Teilfolge {w, }i-, derart,
daB lim w, =w, worauf (sieh (3.5))

k=4 e
Wi Wi

6o [ roswd = lim [ fn)e@)dt = g@ lim [ f(e)d.
a Bodd Aol ke
Die Funktion H(t)= f f(x)dx ist stetig im Punkte w (unter der Stetigkeit im Punkte

w = + coverstehen wir,dall lim H(1)=H(+ )= ff(t)dt) Aus (3. 6) folgt dann

t= 4 oo

unmittelbar die Giiltigkeit der Beziehung (3. 4)

Hilfssatz 3. 2. Fiir die Funktion f mdige einer von den Fillen I1l, und fiir die
Funktion g der Fall P,,5, besrehen Sei 0 =d = + o und

(3.7) Fatt,d) = f (0 +70-0) D gy

(dasselbe K=0 wie in (3. 1)). E.s' gilt dann
(3.8) lim (F,(t)— Fa(t, d)) = 0.

A=+ o=

BeEwEls. Wir setzen zur Abkiirzung p,(x) =f(t+x) —f(t— x). Es wird dann

-+ oo

(3.9) Fd(r)—mr,d):xf P ¥y

d
4=

das Integral f p(x)g(Ax)dx ist eventuell ein konvergentes verallgemeinertes Integral

d
(sich die nichstfolgende Bemerkung). Die Funktion 1/x ist im Intervall {d, + =)
endlich, nicht negativ und monoton abnehmend. Auf Grund des Hilfssatzes 3. 1
existiert dann eine Zahl wé (d, + <) derart, daB (sich (3.9))

(3. 10) Fa(t)—Fu(t,d) = Kfﬂ;(X)g(Ax)dx

a
Durch Substitution ergibt sich

@3.11) [ra+xgaxdx = [ 10)glay—n}ay,
d t4+d

t—

[re-xgxyax = [ 1(»gla—yhdy =

(3.12)

- f f()gl{A(y—1)}dy.
t—d
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Bei Beniitzung des Hilfssatzes 2. 2 folgt dann aus (3. 11), (3. 12), daB

(3.13) lim ff(r-i—x)g(A\)dv— 0= lim ff(r—'c)g(Ax)d\

-0+H= -c-f-u

Aus (3. 10), (3. 11), (3. 12) und (3. 13) folgt schlieBlich die Giiltigkeit der Beziechung
(3. 8).
Bemerkung. Fiir f bestehe der Fall I, fiir g mogen die Voraussetzungen des
Hilfssatzes 2. 1 erfiillt sein. In den Intervallen (4, + <) und (—<e, —h) ist f von
beschrinkter Variation (0 =h < + <=). Sei 1€ E, . Die Funktion f(t + x) der Variablen
x ist dann im Intervall (h—t +o0) von beschrinkter Variation, die Funktion
f(t— x) derselben Variablen ist von beschrinkter Variation im Intervall (h +1, + ).
Ist nun das endliche 1= Max (/h—1, |h+1[)(d. h. 0</ < + ), so wird p(x)=
=f(t + x) +f(t — x) zu einer Funktion, die im Intervall (5 + =) von beschrinkter

Variation ist. Ferner gilt lim p(x)=0. Das Integral fp,(x)g(Av Av iet dann
xtoam Px)g(Ax)dx.

ein konvergentes verallgemeinertes Integral (sich den Hllfssatz 2.1 fir z=0). Sei

0<=d <= + ==, Offenbar konvergiert auch das verallgemeinerte Integral f px)g(Ax)dx.

d
Wieder sei 1€ E;. Zum SchluB dieses Absatzes muBl noch die Frage der Kon-
vergenz des modifizierten Fourierschen Integrals (sich (1. 2)) geklirt werden:

(3. 14) FOy =K [ ( [ fog {x—0)}dx)dy.

Wir werden voraussetzen, daB fiir f/ der Fall 1 (II) und fiir g der Fall P, (P,;3)
zutrifft. Das Integral (3. 14) konvergiert (wic ein Lebesguesches oder wie ein verall-

gemeinertes Integral) dann und nur dann, wenn lim F(¢) als endlicher Grenzwert
A=+ =

existiert, worauf dann

(3. 15) F(t) = lim F,().

A= 4 o

4. Das Dinische Integral und die Frage der Konvergenz des Fourierschen Integrals

Wir beginnen mit folgendem

Hilfssatz 4. 1. Fiir die Funktion f moge einer von den Fillen I, II, und fiir die
Funktion g der Fall P,,3 (R #0),bestehen. Konvergiert dann das Dinische Integral
(1. 1) im Punkte t€ E, wie ein Lebesguesches, so konvergiert in diesem Punkte auch
das modifizierte Fouriersche Integral (1. 2) fiir K=1/2R und sein Wert ist gleich B.
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Bewgis. Es gilt (sieh (3. 7) fir K=1/2R)
d
Fut, d)-Blf‘g%ix—)dx -

R

0
d d

@. 1) = 2%]{f(r+x)+f(t—x)}g(Ax)dx—B-}%f‘%‘-ﬂdx &
L] 0

X
d
1 [ ft+x)+f(t—x)—2B
S 7 X

g(Ax)dx.

Aus (4. 1) ergibt sich (man kann den Hilfssatz 2. 2 zweckmiissig anwenden), dal3
d

_ 1 3
(4.2) lim [F,. (td)—B ¢ [g(f‘i)-dx] = 0.
0

A4 =

Bei Beniitzung von (3. 8) folgt dann aus (4. 2) (sieh noch (3. 15)), daB
d

lim Fu(t) =B 1 lim fg(:x)-dx = B = F(1),

A= 4 = -RA—'+-'

womit der Hilfssatz bewiesen ist.

Im nichstfolgenden befassen wir uns mit einem Spezialfall des Integrals F(r):
K=1/r, g(t)=sint, d. h. mit dem klassischen Fourierschen Integral. In diesem
Zusammenhang sieh speziell den Abs. 2 in [1].

Nach dem Riemann—Lebesgueschen Hilfssatz gilt bekanntlich

A=+ =

b
4.3) lim [ f(t)sin Atdr = 0
0

immer dann, wenn f€L(0, b), bz B. positiv. Wir wollen nun annchmen, daB

]
f4 L(0, b), aber das Integral f f(t)dt (mit der ,,unangenchmen’ unteren Integrations-
0

grenze) soll wie ein verallgemeinertes Integral konvergieren. Es fragt sich, ob auch
in einem solchen Fall die Gleichung (4. 3) gilt.

Zu diesem Zweck konstruieren wir nun ein Beispiel, das uns das Gegenteil
zeigen wird. Die Konstruktion dieses Beispiels verliuft zwar dhnlich wie in [1].
trotzdem aber sind hier einige Abweichungen zu verzeichnen. Aus diesem Grund
fithren wir die Konstruktion zur Ginze durch.

Es sei bemerkt, daB schon friiher von TitcHMARSH (sieh [4], S. 19—20) ein sehr
einfaches Beispiel dieser Art konstruiert wurde. Wenn hier jetzt ein anderes Beispiel
angefiihrt wird, so geschieht dies deswegen, weil sich die Endresultate dieser Bei-
spiele qualitativ unterscheiden.
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Beispiel. Sei s eine natiirliche Zahl. Es wird eine Funktion f¢ L(0, 4res) mit

4nes

folgenden Eigenschaften konstruiert: 1° Das verallgemeinerte Integral f f(t)dt

0
mit der ,,unangenechmen™ unteren Integrationsgrenze Null konvergiert. 2° Die
Gleichung (4. 3) ist ungiiltig (fir b=4nres).
KONSTRUKTION. Es sei d,=4ns/(n—1)! (n=1,2,...). Ferner sei s,=4mes—
~ > di=4nes—r, (n=0,1,...,d. h. so=4nes, ro=0). Im Intervall {s,,s,-;)
i=1

sei f(1)=(n—1)!sin {n!(dnes—1)} (n=1,2,..). Es ist f(s,)=(n—1)!sin {nlr,}=
=(n—1)!sin {n![dmns/(n—1)!]}=0 (n=1, 2, ..., m ganzzahlig). Da auch f(s;) =
=f(4nes) =0, soist f(5,) =0 (n=0, 1, ...). Die Funktion f ist also stetig im Intervall
(0,47es Y(es ist ndmlich lim s, =4nes —r.=4nes —4ns(1 +1/11+1/21+...) =4nes —

A=+ =
—4nes =0).
dmes

Wir setzen G(r):ff(x)dx, 0<=r=4nes. Fiir ein gewisses n=1,2, ... sei
[}
s, <t=s,-, (bei fest gewihltem 7). Es ist dann fir k=1, 2, ...
Sk~ 1 Sk=1 dres—si

[ r@ar= [ —=1sin{k!@res—t)ydi = [ (k—1)!sin (k! x)dx =

dmes—si-1

= [—% cos (k!x)] . = ;g{cos (k!'ri-,)—cos(k!'rp} =

%!("k_fx—l)} o=

k! i
5("&‘*"‘&—;)} - sin

— T{*Sin
= 12c sin r;l (ry+ry- l)losin [%j dk] =0y
so dass
4nes p—q k=1 Sme1 Sn=1
60 = [ fexydx = = [+ =] r@ax=
Sn~1 dmes—1
= [ m—Dtsinnt@res—xyax = [ (@—1)sin(aly)dy =
] dmes—sn-1
l dmes—t
— [_; cos (n!y)] = {cos (n!r,_ ) —cos [n!(4nes —1)]},

d.h.
(4.4) IG(0)| = %.
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Aus (4.4) folgt dann
(4.5) lim G(t) = 0.

-0+

4nes
Das verallgemeinerte Integral f J(x)dx ist also konvergent und sein Wert ist
0
gleich Null. Weiter unten wird gezeigt werden, daB3 dieses Integral kein Lebesguesches
ist.
Fir n=3 folgt auf Grund der bekannten Restabschitzung der Reihe fiir die
Zahl e, daB
< 4ns

(4.6) = Ja=34_

l—n+1 i=n
4ns

1 1 1
:4’”[ [” T aaae —1)!”2'(3»:—'1)“(511')z°

Wir betrachten weiter das Integral f S(t) sin (gwVn!t)dt,n=0, w =0, wobei

0
g =s eine natiirliche Zahl bedeutet und V entweder gleich 1/sw oder 1/2sw ist. Sei
c€(0, s,). Im Intervall {c, s,) kann die partielle Integration angewendet werden:

f f(@)sin(gw Vn!t)dt = (u = sin(gw Va'!1), v = f(1):

u = qwVn!cos(qw Vn!t),
4.7

4nes

Lo _f f(x)dx = —G(1)) = [-G(t)sin(gw Vn! 1))+
+ fG(t)qn' Vn!cos (qw Vn!t)dt.

Wir haben bewiesen (sich den Hilfssatz in [1] und den darauf folgenden Text),

dal3 das verallgemeinerte Integral f f(t) sin (gwV¥Vn!t)dt konvergiert. Es existiert
(]

dann der endliche Grenzwert lim f f(t) sin (gwVn!t)dt = f f(t)sin (gwVn!t)dt.
c—0+ 0

Da aber auch der Grenzwert lim [—G(7)sin (gqwVa!lt)]i*= — G(s,) sin (gwVn!s,)

c=0+

(sieh (4. 5)) endlich ist, so folgt aus (4. 7), daB auch f G(t)gwVn! cos (gwVn!t)dt
0
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ein konvergentes verallgemeinertes Integral ist und daB die Beziehung

(4.8)

ff(t) sin(gw Vn!t)dt = — G(s,) sin (gw Vn!s,) + fG(r) gw Vn!cos (qw Vn! t) dt
0 0

gilt. Wir setzen

4.9 1, = —G(s,) sin (gwVn!s,),
Sn
(4. 10) Jo = [ G(@)qw Vnt cos (qw Vn! 1) dr.
0
Es ist |[,|=|G(s,)|: da noch lim s,=0+,so folgt aus dieser Ungleichung und
N 4o
aus (4. 5), daB
(4.11) lim I, = 0.

Ll
Ist c€(0, s,), so ist f G(t)gqwVn! cos (gwVn!t)dr ein konvergentes Lebesguesches

Integral. Aus (4. 4) folgt |G(¢)| =2/(n+1) fiir 1€(s,4,, 5,). Diese Ungleichung bleibt
offensichtlich auch fiir alle 7€{c, s5,) erhalten. Es wird dann

2gw Vn!

g

n+1

(4.12) ‘ fG(r) gw Vn!lcos (gw Vn!t)dt (s,—c).

Fiir n=3 folgt dann durch Grenziibergang aus (4. 12) (bei Beniitzung von (4. 6))

Sn

2gw Vn!
FAET f GU)aw Vatcoh (o VLD d| 5 101y o
e—+0* | n+1
_ 2qw Vn! o ndqw¥al N eia ot
4.13) SRy (4nes —r,) = 5w, (ro—ry) =
_ 2qwVn! 4ns _ 2qwVa! s _ 8qw Vrs
= a4+l @m=-D@-1)! ~ n m-D@-1)! n-1 ~
Aus (4. 13) folgt dann
(4.14) lim J,=0.
=+
Weiter sei
4nes

4. 15) L= [ f@sin(gwvntr)d.

Sn=1
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Fiir n=2 ist dann
n—1 Sk-1
L= 2 [ (k—1)!sin{k!(dres—1)}-sin(qw Vn! 1) dr =
k=1 o
n—1 Sk—1
(4.16) = Z (k —1)!sin (k! 4res) f cos (k!t)sin (gw Vn!t) dt —
k=1 Sk
n=1 Sk-1
— 3 (k—1)tcos (k! dnes) [ sin(k!1)sin(qw Vn! 1) dt.
k=1 Sk
Wir setzen
4.17) M, = f cos(k!t)sin(gw Vn!t)dt, N, = f sin (k! ¢) sin(gw Vn!t)dt.

Es wird dann (j=V-1)

k-1

M, +jN, = f sin(gw Va!t)e*'' dr =

K
Sk-1 Sk=1
a— _._!._._ ej(qn'l’l!-blf]l’d! e e—j(qw Val=kDt dt s
2j
Sk Sk

1
= 2(qw Vn'+ k)

!
3w Val—kY)
Mit 5, —5, = d; = 4ns/(n—1)! geht (4.18) in

1
2(gw Vn!+ k!)

(4. 18)

[ejtqw Val+ ks elaw Vn!+ksi - 1] £

[e— Jaw Val=kDsg 2= JgwVn!l=k)s - 1].

M, +jN; =

e;‘(qw Vn!+ ks (l i ej(qw Vn!+k!)dp.—) +

(4.19)
|
* 2w Vnl =k
tiber. Wird noch

e iaw Vnl—klsy ([ s e—-jww Vn! —t!)dk)

Vbt bl dpn fir V = ;s'_iv'

(@w Val £ k0)d, = "“( "'Ij;  4ns = ;
o R i ¥
25w

beriicksichtigt (p, r ganzzahlig), so folgt aus (4. 19), daB M, +jN,=0, d. h.
M, =N,=0(k=1,2,...,n—1). Aus (4. 18), (4. 19) folgt dann (n>2)

(4.20) L,=0, d.h. limL,=0.

n= + =

57
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SchlieBlich ist fiir n=1

K, = j_ f(t)sin(gw Vn!t)dt =
= f (n—1)!sin {n!(4nes —t)} - sin (gw Val t)dt =

(4.21)

Sn—1

= (n—1)!sin (n!4nes) [ cos (n!1)sin (qw Vil 1) dt -

—(n—1)!cos (n!4nes) f sin (n! 1) sin (gw Vn!1) dt.
Sn

Durch einfache Rechnung, bei der mit Vorteil der Vorgang zur Berechnung der
Integrale (4. 17) angewendet werden kann, wird bestitigt, daB

1
—2nscos (n!4nes) fir g=s, V= o
5 : o
(4.22) K, = 0 fir g>s, V= =,
1
0 fﬁl‘ q ES, V = 2—5"? .
Aus (4. 8), (4.9), (4. 10), (4. 15), (4. 21) und (4. 22) folgt dann fiir n=2
dnes B 4nes
f S(t)sin(gw Vn!t)dt = f+ f f -
(4' 23) In Sn-1
I,+J,+L,—2nscos(n!d4mes) fir g=s, V= s’: A
= Lt Dot Kyt Ly = Lo+ Do+ L, fir ¢=s, V=—",
o |
IL,+J,+L, fiir g=s, Bt
Betrachten wir den Fall ¢=s, V'=1/sw ndher. Es ist e—Zl/:f-l- Z 1/i! und
i= n+l
deshalb n!d4nes = 4nsn'2!/:'+4nsn' 2 1/i! =4nsA,+4nsB,, A,=n! Z 1/i! ganz-
i=n+1
zahlig, 0<B,=n! Z 1/i'=n!/n-n!=1/n (hier wurde wieder die Restabschitzung
i=n+1
der Reihe fiir die Zahl e beniitzt). Dann wird lim B,=0 und aus cos (4nsA, +

n—+ =

+4nsB,) =cos (4nsA,)-cos (4nsB,) —sin (4rnsA,)-sin (4nsB,) = cos (4rnsB,) folgt durch
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Grenziibergang lim cos (n/4nes)=1. Aus (4. 11), (4. 14), (4. 20) und (4. 23) folgt
schlieBlich ik 1

—2ns fir g=s, V=—,
Sw
4dnes 1

@.24) lim [ f@sin(gwVnindt =3 0 fir g=s, V=—,
n-s 4o Sw

- s

0 fir g=s, e

Mit (4. 24) haben wir bewiesen, daB es weder einen endlichen noch einen un-

4 mes

endlichen Grenzwert der Funktion ff(t) sin Atdt fiir A—~ 4 gibt. Zugleich

0
ist damit bewiesen, daB in diesem Fall die Gleichung(4. 3) nicht gilt. Jetzt ist auch

4dnes

klar, warum f f(t)dt kein konvergentes Lebesguesches Integral ist.
0

Bei Beniitzung des oben konstruierten Beispiels kann dhnlich wie in [1] gezeigt
werden (hier sind die Abweichungen von dem in [1] durchgefiihrten Beweis leicht
zu lbersehen), daB folgendes gilt:

Folgerung. Sei f die Funktion, deren Existenz durch das oben konstruierte Beispiel
dzes
bewiesen wurde. Wird f, =f gesetzt, dann ist das Integral f xfi(x)dx ein konver-
gentes Lebesguesches Integral. 0

Im Hilfssatz 4. 1 wurde das Dinische Integral wie ein konvergentes Lebesgue-
sches Integral aufgefa8t. Dariiber hinaus wollen wir nun voraussetzen, daB es kein
Lebesguesches Integral ist, sondern ein konvergentes verallgemeinertes Integral
mit der ,,unangenchmen” unteren Integrationsgrenze Null. Durch dieselbe Kon-
struktion wie im Abs. 3 aus [1], wo nur {iberall die Zahl 4ze durch dic Zahl 4x es
zu ersetzen ist, folgt dann auf Grund des Beispiels, der Folgerung in Abs. 4 und
der Hilfssiitze 4.1 und 3.2, in welchen d =4mnes, B=f(¢t) und g(t)=sin t, K=1/n (d. h.
R=mn/2) gesetzt wird, der folgende

Satz I. Zu jedem t€ E, existieren immer unendlich viele Funktionen f, fiir die
Jeweils der Fall I oder Fall II zutrifft, wobei folgendes gilt: 1° Das Dinische Integral
(1. 1) (z. B. fur d€(0, 4nes), B=f(t)) ist ein konvergentes verallgemeinertes Integral
mit der ,,unangenehmen” unteren Integrationsgrenze Null, aber kein Lebesguesches
Integral. 2° Das Fouriersche Integral der Funktion f divergiert im Punkte t€E,.

5. Das Dinische Integral und die Frage
der Konvergenz des modifizierten Fourierschen Integrals

Fiir die Funktion g mdge der Fall P,,; (R #0) bestehen. Ferner sei g periodisch
mit der primitiven Periode T>0. Die Fourier-Reihe

(5.1) g(t) = 2 b,singwt
q=1
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der Funktion g(w=2a/T), die nach Voraussetzung eine ungerade Funktion ist,
konvergiert dann gleichmiBig in jedem abgeschlossenen Intervall der 7-Achse.
Sei g,(t) (m =1 ganzzahlig) die m-te Teilsumme der Reihe (5. 1), ferner sei f die Funk-
tion aus dem Beispiel im Abs. 4. Fiir jedes c€(0, 4es) gilt dann

dnes 4nes

f S(1)g,(1)dt = f [é; b, sin (qu'At)]dr =

m dnes

= 2'b, [ f(t)sin(qw Ar) .

q=1 c
dnes 4nes dnes

5.2) [ fingande = tim [ f(t)g,,,(At)dr:Zu'bqf £(t) sin (qw At) dt.
ke ms 4 = a=1 2

c

dnes

Offenbar ist f J(t)g(At)dr ein konvergentes verallgemeinertes Integral. Da ndmlich
0

die Funktion g(A¢) im Intervall (0, 4res)= (0, 4nes) von beschrinkter Variation
ist, kann g(Ar)im Intervall (0, 4res) als Differenz zweier beschrinkter und monoton
wachsender Funktionen dargestellt werden. Es ist einleuchtend, daB diese Funktionen
sogar als nicht negativ im Intervall (0, 47es) gewihlt werden kénnen. Auf Grund
des Hilfssatzes in [1] folgt dann unmittelbar die Konvergenz des betrachteten verall-
gemeinerten Integrals. Durch den Grenziibergang ¢ -0+ folgt dann aus (5. 2)

dnes dnes

L i ; \
5. . b Aty dr) .
(5.3) éff(r)g(At) dt = lim lq;l: ,cf f(t) sin (qw Ar) dr

dnes

Auch alle Integrale ff(r) sin (gwAt)dt (g=1,2,...) sind konvergente verall-
0

gemeinerte Integrale (sich den Text, welcher dem Hilfssatz in [1] unmittelbar nach-

4nes

folgt). Es existieren dann die endlichen Grenzwerte lim f f(t) sin(gwAt)dt =

c=0+ .

dnes

= f (g=1,2,...). Wir wollen annehmen, dall fir 4 = Vn! (die Zahl V hat die-

0
selbe Bedeutung wie auf Seite 55) der Grenziibergang rechts in (5. 3) unter dem
Summenzeichen durchgefiihrt werden kann:

4nes 4nes

(5. 4) [ rayevntiyde = b, [ ft)sin(qw vat ) d.
g=1

0 0

In der Summe (5. 1) kénnen auch nullwertige Fourier-Koeffizienten b, auf-
treten. Nehmen wir an, dal3 der erste von Null verschiedene Koeffizient mit dem
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Index g=s behaftet ist. Es wird dann (sieh (5. 4))

4nes 4nes

(5. 5) f Fwgnide= b, f f(0)sin (qw V' 1) dt.
q=s
Aus (5. 5) und aus (4. 23) folgt dann:
4nes
(5. 6) [ rygvmoya =

0

—2nsb, cos (n! 4nes)+ (I, + J,+ L)W fir V= L,

Sw

1

(!,,"'J,,"‘L")W ful' = H,
wobei W die Summe der konvergenten Reihe Zb der Fourier-Koeffizienten b,

bedeutet. Aus der Beziehung (5. 6), den Bezwhungen (4. 11), (4. 14), (4. 20), ferner
auf Grund von lim cos (n!4nes)=1 (sich Seite 59), folgt dann

H—s 4 o=
Ty —2nsb,  fiir V=-]—,
sw
(5.7 lim [ f()g(Vn1)di = :
SRE N 0 fir V=—.
25w

Mit (5. 7) ist bewiesen, daB8 es weder einen endlichen noch einen unendlichen Grenz-
4nes

wert der Funktion f S(t)g(At)dt fir A—+ + = gibt. Dieses Ergebnis ist fiir die
0

weitere Konstruktion fundamental.

Wir wiederholen nun die Ausfithrungen aus dem Abs. 3 in [1]. Sei t€ E,. Auf
Grund des Satzes I existieren immer unendlich viele Funktionen f, fiir die jeweils
der Fall I oder Fall 1I zutrifft, und zwar derart, dal das Dinische Integral (1. 1)
fiir d=4nes und B=f(t), d. h.

4nes dnes

(5.8) f fe+x)+/ (i_"‘)_zf(”d.\: j £, () dx,
0

ein konvergentes verallgemeinertes Integral darstellt, das aber kein Lebesguesches
Integral ist; in (5. 8) bedeutet f; die Funktion aus dem Beispiel im Abs. 4. Es wurde

gezeigt (sieh (5. 7) fiir f=f,), daB es weder einen endlichen noch einen unendlichen
4nes

Grenzwert der Funktion f fi(x)g(Ax)dx fir A—~ 4« gibt. Aus (5. 8) folgt dann,

0
dall weder ein endlicher noch ein unendlicher Grenzwert der Funktion

dnoy

(5.9) it L i_— oL b 2jr(j')g(A.\') dx
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fiir A — 4+ <o existiert. Im Hilfssatz 4. 1 sei d=4nes, B=/f(1), weiter verfolgen wir
die dort aufgestellte Beweisfilhrung. Es folgt dann aus (5. 9), daB weder ein endli-

cher noch ein unendlicher Grenzwert der Differenz (4. 1) fiir A — + = existieren
4nes

gx)

wird. Wegen lim (1/R) ’x=1 erhalten wir noch, daB es weder einen

A= 4 oo 0 X
endlichen noch einen unendlichen Grenzwert der Funktion F,(t, 4res) fiir A - + <
geben wird. Nach (3.8) gilt lim (F,(1, 4nes) — F4(t))=0. Daraus folgt dann,
A=t o

daB weder ein endlicher noch ein unendlicher Grenzwert der Funktion F,(¢) fiir
A —~ 4+ existieren wird, d.h. das modifizierte Fouriersche Integral (1.2) (fir
K=1/2R) der betrachteten Funktion f ist im Punkte 7€ E, divergent. Wir konnen
also zusammenfassen: Gilt die Beziehung (5. 4), dann gilt auch der folgende

Satz I1. Fiir die Funktion g bestehe der Fall P,,3 (R#0), ferner sei g periodisch
mit der primitiven Periode T=0. Zu jedem t € E, existieren immer unendlich viele
Funktionen f, fir die jeweils der Fall I oder Fall II zutrifft, wobei folgendes gilt:
1° Das Dinische Integral (1.1) (z. B. fiir d€(0, 4nes), B=f{(t)) ist ein konvergentes
verallgemeinertes Integral mit der ,,unangenehmen’ unteren Integrationsgrenze Null,
aber kein Lebesguesches Integral. 2° Das modifizierte Fouriersche Integral (1.2)
der Funktion f ist fiir K=1/2R im Punkte tc E, divergent.

Auch die abschlieBende Bemerkung im Abs. 3 in [1] kann leicht auf den Fall
des modifizierten Fourierschen Integrals ibertragen werden, d. h., daB im Falle
der Perronschen Integration die Existenz des Dinischen Integrals einer gegebenen
Funktion f (im Punkte t€ E,) die Existenz des zugehdrigen modifizierten Fourier-
schen Integrals nicht implizieren muf.

Bemerkung 1. Fiir eine sog. antiperiodische Funktion von der primitiven periode
T=0(d. h., daB g(r+ T) = —g(¢) fiir alle diejenigen Punkte, in denen beide Seiten
der Gleichung sinnvoll sind; jede solche Funktion ist periodisch mit der primitiven
Periode 27), fiir die der Fall P,, zutrifft, besteht auch der Fall P,,;. Es ist zu be-

b
weisen, dall eine endliche Zahl S =0 derart existiert, dal3 } f g(t)dt, = Sim Bereich
(la|< + <0, a=b< + ). '
Sei ¢=kT+d, k ganzzahlig, 0=d<=T. Durch einfache Rechnung wird be-
stitigt, dal

c T sgnk d

1-(-1) k
(5. 10) gOdt =~ | g@ydi+(-1F [ g@)a.
0 0 0

T
Setzen wir S=4 f]g(t)[dt, so folgt aus (5. 10)
0

=

(SR

(5.11) ‘ fg(r) dt
0
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Es wird dann (sieh (5. 11) fiir ¢ =a oder ¢ =b)

|fg(t)dr f\+‘f % =~ =

im Bereich (ja| <= + e, a=b= + =).

Bemerkung 2. Sei g eine antiperiodische Funktion mit der Periode 7=0, fiir
die der Fall P,, zutrifft (sich Bemerkung 1). Beziiglich g setzen wir weiter voraus,
daB diese Funktion z. B. nur positive Werte im Intervall (0, 7) annimmt. Wir zeigen,

daB dann das Integral f g(t)dt auch einen positiven Wert R besitzt.
0
Es gilt g(t+kT) = (—1)*g(¢) (k=0, 1, ...). Dann wird

+ o= (k+l)T
fUrc. g(r) g(kT+y)
0 kT
(5.12) - Z(—l)"/kT(:)_rdt

4 AL o 112 g() g()
_[,/Td" f d’] [[2T+r f3r+rd']

Betrachten wir das erste Glied der Summe (5. 12). Auf Grund des Mittelwertsatzes gilt

T
1

1
(5.13) fg( ){—*T—H dt = g(")lﬁ‘j‘ﬁ £

0<w= T, worauf dann das Integral in (5. 13) einen positiven Wert besitzt Da auch

die restlichen Glieder in (5. 12) stets positiv sind, ist damit bewiesen, daB3 f g( ) =—‘dt=
= R0,

6. Eine hinreichende Bedingung fiir die Giiltigkeit der Beziehung (5. 4)
Wir kehren nun zuriick zu der Beziehung (5. 3) und setzen dort 4 = Vn! (die

Zahl V hat dieselbe Bedeutung wie auf Seite 55). Sei c€(0, s,), =3 (sieh die Kon-
struktion des Beispiels im Abs. 4). Fiir ¢=s gilt

7‘3 S(@) sin(gw Vn!t)dt = f + Tl ?ﬂz
6.1) Sn Sm-1

- f ft)sin (gw Vn! 1) dt
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(sieh (4. 13), (4. 20), (4. 21), (4. 22)). Es wurde bewiesen (sieh (4. 7)), daB

ff(t} sin(gw Vn!t)dt = G(c)sin(qw Vn!c)—G(s,) sin(gw Vn!s,) +

+ f G (1) gqw Vn!cos (qw Vn! t) dt,

d. h.
6.2) [ f@ysin(qw Vatryde| =
= IG(c)I+|G(S,]I+‘fG(t)qw Vn!cos(gw Vnlt)dt|.
Nun gilt g
(6.3) IG(1) =

n+1

sogar fiir alle #€(0, s,) (sieh Seite 54). Ferner gilt unabhingig von c€(0, s,) (sieh
4.12), (4.13))

8gw V'
(6.4) ‘f G(t)gw Vn!cos(gw Vn!1t) dr’ = 1"_ lns_.
e
Aus den Beziehungen (6. 1), (6.2), (6. 3) und (6. 4) folgt dann
dres

; 4 8qw Vs 8
] ! - - ——— =
f(t)sin(gw Vn!1t) dt =11 b v _l+3qzt5

(6.5)
= (14+8-1,0471...)q = 10g,
und zwar unabhingig von c€(0,s,).
Wir werden nun voraussetzen, daB auch die Summe qu (der g-vielfachen

der Fourier-Koeffizienten b, der Funktion g) eine absolut konvergente Reihe dar-
stellt. Wegen (sieh (6. 5))

dnes

b, [ f@sin(gw Vnt 1) de| = 10 qb,

fiir alle ¢ =s, und zwar unabhingig von c€(0, s,), ist dann die Summe

dmes

Z“: b, f Sf(t)sin(gw Vn! 1) dt
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eine beziiglich c¢£€(0, s,) gleichméBig konvergente Reihe. Daraus folgt dann, daB
der Grenziibergang rechts in der Gleichung (5. 3) (fiir A = Vn!) unter dem Summen-
zeichen durchgefiihrt werden kann, d. h. mit anderen Worten, daB dann die funda-
mentale Beziehung (5. 4) auch wirklich gilt (offenbar fiir alle natiirlichen Zahlen
n=3). Folglich kénnen wir zusammenfassen:

Satz IIl. Fiir die Funktion g bestehe der Fall Pl 23 (R#0), ferner sei g periodisch
mit der primitiven Periode T =0 und die Summe Z'qb (der g-vielfachen der Fourier-

Koeffizienten b, von g) sei eine absolut konuergenre Rerhe Es gilt dann die Behauptung
des Satzes II.

Beispiel. Sei {b,}41,3,s --- cine Folge mit lauter positiven Gliedern, dic mo-
noton gegen Null abnehmen. Die Folge kann derart gewihlt werden, daB die Summe

(6.6) 2. ab,
g=1,3,5,..
eine (absolut) konvergente Reihe darstellt. Wegen der Ungleichung b,/q= gb, fiir
alle g=1, 3, 5, ... folgt dann, daB auch die Summe q/q eine konvergente
=1,3,5..

Reihe darstellt. Die Summe
6.7) 2> b,singt

q=1,3, 5,

stellt dann die Fourier-Reihe einer gewissen Funktion g dar (sieh Satz 47 in [3]),
die offenbar antiperiodisch ist und die primitive Periode 7= besitzt. Da die Folge
{gb,}4=1.3,5.. gegen Null strebt (dies folgt unmittelbar aus der Konvergenz der
Reihe (6. 6)), d. h. konvergiert, haben wir es mit einer beschriinkten Folge zu tun.
Die Funktion g ist dann in E, stetig und beschrinkt (sich Satz 48 in [3]). Die formale

gliedweise Differentiation von (6. 7) gibt > qb,cos gt. Danun |gb, cos qt| =qgb,
=1,3,5,.

fir alle g=1, 3, 5, ... und jedes reEl, ist g m E, differenzierbar, wobei die Ab-
leitung g’ in E, offenbar stetig und beschriinkt ist. Fiir die Funktion g besteht somit
der Fall P,,. Da aber g antiperiodisch ist, besteht fiir ¢ sogar der Fall P, (sich
Bemerkung 1 im Abs. 5).

Nun gilt (z0)

©.8) B . i g SRAT,
t g=1,3,5,... I

Wegen der Ungleichung |b, (sin gt/t)| =gb,, die fir alle g=1,3.5, ... und jedes
t€ E, erfillt ist, kann (6. 8) gliedweise von 0 bis d€(0, + =) integriert werden:

d d

(6.9) [g_(ild,___ 2' bqu]nqr dr.
0

4 ¢=1,3,8,..
0

| d
Nun gilt |‘f{sin qt/r}dti'ém fiir jedes de€(0, + <) und alle g=1, 3, 5, ..., wobei
0

DS
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m eine bestimmte endliche Konstante ist. Die Summe (6. 9) stellt dann eine beziiglich
d€(0, + =) gleichmiBig konvergente Reihe dar, und zwar deshalb, weil (6. 9) un-

abhiingig von d€ (0, + =) mittels der konvergenten Reihe m > b, majorisiert
g=1,3,5,...

werden kann. In (6. 9) kann dann rechts der Grenziibergang d - + = unter dem
Summenzeichen durchgefiihrt werden, worauf

+ o - o

(6. 10) R:f@dx: e 3 ﬂ‘{f’—'m =3 2 b>0.
q=1, s Faran
0

-

Fiir die auf diese Art konstruierte Funktion g gilt dann die Behauptung des Satzes
11 (sich (6. 6), (6. 10) und den Satz III).
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