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Eine Bemerkung zu den Einbettungssiitzen von Sobolew

Von HANS TRIEBEL (Jena)

In der vorliegenden kurzen Notiz soll gezeigt werden, wie man einen fiir die
Anwendung auf die Theorie der partiellen Differentialgleichungen wichtigen Spezial-
fall der Sobolewschen Einbettungssitze ([9]) fast ohne jede Rechnung erhalten
kann. Es handelt sich um folgenden bekannten

Satz. Gehort der Rand S eines beschrinkten Gebietes Q des n-dimensionalen
euklidischen Raumes zur Klasse C*, so ist die Einbettung des Raumes W%(Q) in den
Raum Wi(Q), 0=1<m, vollstetig.

Bewers. Die Betrachtung der Funktionen Hsm kjx;, 1 =k;=<e<-, zeigt,daB

i=
der in dem Gebiet Q,0=x;=xn (j=1, ..., n), auf den zweimal stetig differenzier-
baren und am Rande des genannten Gebletes verschwindenden Funktionen
erklirte Operator — 4 positiv definit und wesentlich selbstadjungiert ist. (—A4 wird
als Operator im Raum L,(Q) betrachtet.) Ferner sicht man, daB sein Spektrum
ein reines Punktspektrum ist. Aus dem Gesagten folgt bekanntlich nach einem
Satz von RELLICH ([6]), daB die Einbettung des durch Vervollstindigung in der
energetischen Metrik” (— 4w, u) [Skalarprodukt in L,(Q)] gewonnenen Raumes

ﬁ/zl (Q) in den Raum L,(Q) vollstetig ist. [Nach FrIEDRICHS ([5], [8]) ist Ifle ckL,
erreichbar.] Eine einfache Uberlegung zeigt ferner, daB die unendlich oft differenzier-
o

baren und in Q finiten Funktionen dicht in W3(Q) liegen. Diese Betrachtungen
lassen sich selbstverstindlich auf beliebige ,,quaderférmige” Gebiete iibertragen.
Nach den beiden letzten Bemerkungen folgt aus dem Variationsprinzip von Courant,

(o]
daB die Einbettung des Raumes Wj(Q), gewonnen durch Vervollstindigung der
Funktionen aus Cg () in der ,energetischen Metrik” (—A4u, u), in den Raum
L,(Q) vollstetig ist.
Auf den Funktionen C'(Q) wird die quadratische Form

lulio= 2 fID"ude 1)

0=o|=1

betrachtet. € C'(Q2) kann man so iiber den Rand S von Q fortsetzen, dal
die fortgesetzte Funktion # eine in einem fest vorgegebenem Gebiet ®, QcCw,

N Eiﬁe Definition des Symbols D? findet man z. B. in [3]. .
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finite Funktion ist, die zu Cj(w) gehdrt und der Unglechung |all, ,=Klul, o
geniigt. (K ist von v unabhiingig). Dazu braucht man lediglich das z. B. bei FICHTEN-
HoLz ([1]) beschriebene konstruktive Fortsetzungsverfahren zu kombinieren mit
dem Prinzip der ,,Zerlegung der Einheit” ([3]). Nach dem schon Bewiesenen folgt
nun, daB die Normen |[-||; o und ||+|#yq =|+lon koordiniert sind.?) Aus der
angegebenen Ungleichung folgt sofort die Vollstetigkeit der Einbettung des Raumes
W1(Q), der durch Vervollstindigung von C'(Q) in der Metrik |||, o entsteht,
in den Raum L,(Q).

Die Definition der Riéume W} und der Beweis des Satzes erfolgen induktiv.

u

u€Wi~u€Wi! und = €Wi, i=1,2..,n (=2
i
i ou |2
Wl?o = lulzo+ 324" 3.
o= lulja ‘§l| %, ]‘:-1,::)

Es folgt |ull, o= |ull,- . Daraus ergibt sich durch Induktion, daB die so definierten
Hilbertriume vollstindig sind und daB die Einbettung von W% in Wi, [<m,
vollstetig ist. x

Auf anderen Uberlegungen beruhende Beweise der Sobolewschen Einbettungs-
E.ﬁtze (bzw. von Verallgemeinerungen dieser Sitze) findet man z. B. in [3], [4], [7].
9], [10].
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( Eingegangen am 19. Mdrz 1965.)

?) Eine Definition des Begriffes ,,koordinierte Normen™ findet man z. B. in [2].
*) Diese Definition stimmt mit der (blichen Definition tberein.



