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Zerlegungen von Inzidenzstrukturen, I
Ve, VACLAV HAVEL (Brno)

Im weiteren so!l der Apparat der Zerlegungentheorie (von O. BORUVKA, P.
DusreiL und O. Ore) auf einige Grundbegriffe der Inzidenzgeometrie verwendet
werden; dabei ist dieser erste Teil den allgemeinen Inzidenzstrukturen gewidmet,
wihrend wir im zweiten Teile gewisse Translationsstrukturen behandeln wollen.

Unter einer Inzidenzstruktur ') werden wir fiir unsere Zwecke ein Quadrupel
J=(M,, M,, f,, f;) verstehen, wobei folgende Bedingungen gelten sollen:

(i) M, und M, sind disjunkte, wenigstens zweielementige Mengen;

(i)  f;isteine Abbildung von einer Untermenge 2 (M;) € {(x, y)|x,y € M; x #y}
auf M; fir (7, /)=(1, 2), (2, 1);

(ii) fi(a, b)=fi(c,d), b#c=>f,(a, b)=f:(b.c) fir i=1,2;
(iv) fi(a, b)=fi(a, o)=f;(fi(a, b), fila, c))=a fir (i,j)=(1,2),(2,1).

Fiir f;(a, b)) =c (wo i=1 oder 2) schreiben wir auch a/c und sagen, dass aund ¢
einander inzidieren. Die Elemente von M, bzw. M, sollen Punkte bzw. Geraden
von £ heissen.

Sind S =(M,, M,, f,,f;)und J*=(MF}, M3, f1, f3) zwei Inzidenzstrukturen,
so ist eine Surjektion zwischen # und #* als ein Paar o =(0,, 6,) gemeint, wo ¢;
eine Surjektion zwischen M; und M (i=1, 2) bedeutet. Eine solche Surjektion
o heiBt inzidenzerhaltend (oder Inzidenzsurjektion), wenn

(1) ada,, a,€eM,, a, e M,=0,a,1"0,a,.

Weiter wollen wir noch folgende Bedingung aussprechen:

(2) a;fi(a, b)=[f](o.a, o;b)
fiir jedes (a, b)€ 2(M)), fiir welches (o,a, a;b)c Z (M) gilt. Dabei ist (i,j)=(l,2)
oder (2, 1).

Aus (1) folgt (2)).

Bewels. Es gelte (1) und es sei (a, b)€ Z2(M,) gewihlt, wo (0,a, o) € Z(M]).
Dann ist alf(a, b), 6,al*o;f;(a, b) und édhnlich ¢,bI*c;f,(a, b), sddass [} (c,a, o;b) =

1) Hier in etwas schirferer Form als bei G. PICKERT: Projektive Ebenen, Berlin—Gdttingen—
—Heidelberg, 1955, S. 2.
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=0,;f;(a, b). Aus leicht konstruierbaren Gegenbeispielen folgt es, dal die bewiesene
Implikation allgemein nicht umkehrbar ist.

Ist 6 =(0,, 0,) eine Surjektion zwischen 5 und J*, fiir welche (2;) gilt, und
gibt es auf jeder Geraden von . Punkte x, y, welche die Bedignung o,x = o,y erfiillen,
dann folgr (1).

Bewers. Sind a, € My, a, € M, so gewihlt, dass a,/a,, dann gibt es ein b, € M,
b,la,, b, #a,, 6,b, #6,a, und nach (2,) ist also &,f (a;,b,)=/11 (a,al,a',b %
Ahnhcherwelse fiir den Index 2.

Unter einer Zerlegung auf J verstehen wir ein Paar 2 =(2,, Z,), wo Z,
eine Zerlegung ?) auf M, (i=1,2) ist. Eine solche Zerlegung Z heiBit erzeugend
bzw. streng erzeugend, wenn fiir je zwei verschiedene 2 '-Blocke X, Y, fir welche
XXYdé2(M) gilt, ein Z€ Z; existiert, so daB f;(X, Y)E Z bzw. fi(X, Y)=Z fir
(i,j)=(1, 2), (2,1). Zu jeder Surjektion o =(o,, 6,) zwischen . und S* gehort
die Zerlegung Z°=(Z7, Z3) auf #, bei welcher alle Z7-Blocke als vollstindige
Urbilder der Elemente aus M (i=1, 2) definiert sind.

Zu jeder Inzidenzsurjektion ¢ =(o,, 6,) zwischen J und J* gehort eine erzeug-
ende Zerlegung.

Beweis. Es seien X, Y verschiedene Z¢-Blocke, wobei X =6, 'x* und Y=¢;"y*
fir gewisse x*, y*e Mf. Gilt XX Y0Z(M,;), so folgt o;fi(x, y)=fi(x*, y*) fir
jedes fi(x, y) mit x€X und y€ Y. Das bedeutet also, daé Ji(x, y)Eaj LfF(x*, y%).
— Wie iiblich, war es (i, j)=(1, 2), (2, 1).

Ist eine Inzidenzstruktur gegeben, so nennen wir eine Punktreihe jede Menge
von sdmtlichen mit derselben Geraden inzidierenden Punkten; dual definiert man
ein Geradenbiischel.

Nun sprechen wir eine Folgerung des vorangehenden Satzes aus:

Z¢ ist dann und nur dann sogar streng erzeugend, wenn &, bzw. ¢, jedes Ge-
radenbiischel aus I auf eine Punktreihe bzw. auf ein Geradenbiischel abbildet.

Beweis. Gilt die ausgesprochene Bedingung, so wihlen wir zu jeder Geraden
z¥€ M3 eine Gerade zo €03 'z*. Fiir den veriinderlichen Punkt x*/z* schépfen die
7q- Blocke o7 'x* alle Punkte von z, aus. Man kann aber auf eine ersichtliche
Weise mlttels solchen Z{-Blocken alle Geraden aus o5 'z* konstruieren. Ahnlich
schliesst man im Falle der Geradenbiischel, so dass 27 streng erzeugend ist. — Es
sei 27 eine streng erzeugende Zerlegung auf .#. Es sei z* € M35 gegeben. Fiir jede
Wahl von verschiedenen Punkten a*, b*Iz* ist f, (o7 'a*, o‘f‘b*) gleich dem 23-
Block o3 'z*. Daraus folgt es, dass jede Gerade aus o3 'z* mit simtlichen Z-
Blécken o ' x*, x*I*z* inzidieren muss und die verlangte Bcdmgung fiir die Punkt-
reihen folgt schon. Ahnlich wird der Fall der Geradenbiischel untersucht. Zusammen
ist also damit der {ibrige Teil unserer Folgerung bewiesen.

Ist Z=(Z,, Z,) eine erzeugende Zerlegung auf #, so bezeichnen wir mit
fi/Z die Abbildung der Menge von sidmtlichen mit 2(M;) inzidenten Paaren
X, Y)cZ,XZ;% in Z ;, wobei f,/Z (X, Y) densolchen Z ;-Block bedeutet, in
welchem f;(X, Y) enthalten ist; (i,7)=(1, 2), (2, 1).

) Fir die Terminologie der Zerlegungentheorie siche O. BorUVKA: Grundlagen der Grup-
poid- und Gruppentheorie, Berlin 1960. — Fiir die Inzidenz (also nichtleeres Durchschneiden) von

Mengen gebrauchen wir das Symbol é. Also A3B soll bedeuten, dass ANB= a.
3) Soweit diese Menge nicht leer ist.



Zerlegungen von Inzidenzstrukturen, T 101

Ist Z =(Z ., Z,) eine streng erzeugende Zerlegung auf 5, wobei Z ; mindestenst
zweiblockig ist, und existiert die Abbildung f;|Z auf Z; ((:', N=(1,2),(21)
dann ist (2., Z,.0,]Z, 1>/ Z) eine Inzidenzstruktur.

Beweis. Die Bedingungen (i) und (ii) sind erfiillt und es bleibt nur {ibrig (iii)
und (iv) abzuleiten. Es gelte fiir i=1,2 f,/Z (A4, B)=f;/Z (C, D), B#C. Ist ac A
und b€ B, so folgt f(a, b)Efi/Z (A, B)=f;/Z(C, D), so dass ¢c€C und deD
existieren, fiir welche f;(a, b) =f;(c, d) gilt. Also folgt auch f;/Z (4, B)=f;/Z (C, D).
Ahnlich schliesst man bei f;/ Z (A, B) #f;/ 2 (A, C)=f;/Z (f:/Z (A, B), ;| Z (A, C)) =
=A fir (i,j)=(1, 2), (2, 1).

Die Mengen- und Verbandsoperationen sollen im weiteren durch M, U und
N, U bezeichnet werden. Wir nennen zwei Zerlegungen 7, 2 auf derselben Menge
assoziabel *),wenn A€ s/ und B€# aus demselben of UZ-Block stets einander
inzidieren. Zwei Zerlegungen of = (o7, , o/,), B =(#,, #,) auf J heissen assoziabel,
wenn o, #, und «/,, #, assoziable Zerlegungen sind.

Sind o =(s7,, o,) und #=(#,,#,) erzeugende Zerlegungen auf 4 und
gilt A, A’€ol;; B, BcB,;; AOB; A'OB ;AX A9 (M;); BXB'dD(M;)=(ANB)X
X(A'MB)OZ(M,) fiir i=1, 2, so nennen wir das Paar (o, #) durchschnittsfihig.

Es seien of =(od |, ol ), B=(B,, B,) assoziable durchschnittsfihige erzeugende
Zerlegungen. Dann ist auch s# O B =(Ad,VRB,, oA, B,) erzeugend.

BEwEIS. Weiter setzen wir stets (i, j) =(1,2),(2, 1). Es seien X und X’ verschiedene
o ;L B -Blocke, wobei XX X'02(M;). Es seien P und P’ o/ -Blocke, fiir welche
PEX,PPEX’, PXP02(M;) gilt. Dann gibt es einen /;-Block Q2f;(P, P’)
und einen /;U #-Block R2Q. Fiir jedes x€X bzw. x’€ X’ existiert ein Bc %,
bzw. B’€ A,, so daB x¢€ B bzw. x’€ B’. Aus der vorausgesetzten Assoziabilitit folgt
also P6B und P’6B’. Wegen BXB'607(M,) gibt es einen #;-Block C 2/;(B, B’).
Es handelt sich aber um ein durchschnittsfihiges Paar (=7, %), so daB (P B)X
X(P'NBYY2 (M), f;(PNB, PPNB)YSQNC folgt. Daraus ergibt sich die ver-
langte Bezichung CS R. — Sind insbesondere .o/, # streng erzeugend und sind
oA, und o, U A, mindestens zweiblockig, so ist auch streng erzeugend.

Sind of =(,, A,), B=(B,, B,) zwei Zerlegungen auf # und existieren fir
jedes y € M; unter den mit {x|x/y} inzidenten ;N % -Blocken zwei ausgezeichnete,
die mit einem jedem solchen Block nicht im gemeinsamen .o/ -oder % ;-Block liegen
((, ))=(1, 2), (2, 1)) so sagen wir, dass (o, ) ein ordentliches Paar ist.

Sind of =(o,, A,), B=(B,,B,) streng erzeugende Zerlegungen auf 5,
die ein ordentliches Paar bilden, dann ist auch o "B = (k"B , o, B;) streng
erzeugend.

BEwEels. Es sei wieder (i,j)=(l,2),(2,1). Sind X, Y verschiedene ;N #-
Blocke, wo XX Y6 Z(M;), dann ist X=A (1B, Y=A"( B’ fiir passende 4, A" € o/,
und B, B'€#;. Fir A#A’, B#B’ folgt f;(4, A)=P, fi(B, B)=0Q fir gewisse
P¢ s/, Q€ B;und daraus ergibt sich schlieBlich f;(4 N B, A’(\B)=PN Q€4 ;N B;.
Ist 0.B.d.A. A=A, B+ B’, dann ilibergehen wir von A\ B, AN B’ zu weiteren
;N B-Blscken CND,C’'ND’, wo C,C'e€sfy; D,D'e®B,; C#C’; D=D’;

4) Vgl. P. DuBREIL, Algébre, Paris 1954, S. 64. Im zitierten Buche von O. BORUVKA ist die
Bezeichnung komplementire Zerlegungen gebraucht.
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J(ANB, ANB)=f(CND, C'ND’), was nach Voraussetzung mdoglich ist. Das
Ende des Beweises folgt schon.

Eine Inzidenzstruktur 4 =(M,, M,, f,, ;). fir welche Z(M;)=M;X M\
SA(x, x)xeM;); i=1, 2 gilt, soll jetzt gesdttigt heissen. Eine gesittigte Inzidenz-
struktur, in weicher vier Punkte allgemeiner Lage (d. h. von denen keine drei mit
derselben Geraden inzidieren) existieren, heisst bekanntlich projektive Ebene.

Es seien o =(sdy, od,), B=(B,, B,) erzeugende Zerlegungen auf einer ge-
sdttigten Inzidenzstruktur F. Dann ist auch s OB =(sd VB, s, H,) erzeugend.

Beweis. Im weiteren ist, wie iiblich, (i, j)=(1, 2), (2, 1). Es seien X, X’ ver-
schiedene &/; U #-Blocke und P, P’ zwei o/ -Blocke, fiir welche PE X, P’S X" gilt.
Dann gibt es einen o/ ;-Block Q 2f,(P,P’) und einen o/ ;U % -Block C20. Jedes
X€X bzw. x"€ X’ liegt im geeigneten Y€ .of; bzw. Y’ € A;, wobei fi(x, x")€fi(Y,Y"),
wo fi(Y, Y’) im passenden </ -Block liegt. Es geniigt also zu beweisen, daB3 fiir
simtliche .« -Blocke A, A’, fiir welche AS X und A" S X" gilt, der entsprechende
&/ -Block S2f(4, A’)in R enthalten werden muss: In der Tat, sind A4, A" solche
o ~Blocke, so gibt es die Bindungen %) von ./ -Bldcken

(3) P=F,, F,,...,F._,, F,.=A;
(3’) P!:F‘;, F‘éa---sl“;—‘l!F::A’

in Bezug auf #,;, mit gleicher Linge r (was 0.B.d.A. ist), wobei F,=F,;a=1, ..., r.
Dann gibt es eine endliche Folge von 7 ;-Blécken

4) Sy AR e DR

dass f(F,, F)SH,; a=1,...,r, wobei H,=0 und H,=S. Wir wollen zeigen,
daB (4) eine Bindung von 7 ;-Blocken beziiglich #; ist. Tatsdchlich, weil (3) und
(3’) Bindungen beziiglich #; sind, gibt es verbindende #;-Blécke G,, G,, ..., G,_,
bzw. Gi, G3, ..., G, _,, fiir welche G; # Gy; f=1,...,r — 1 gilt, woraus sich die Existenz
von #;-Blocken K, K,, ..., K,_; ergibt, so daB f(Gs, Gp)EKp; f=1,...,r—1.
Aus F;d Gy und F3 0 Gy, folgt also f(Fy, F;)d f(Gy, Gp) und weiter Hyd Ky; f=1, ...,
<.y ¥— 1. Ahnlich bekommt man K;é H,., fiir jedes f=1, ..., r— 1. Daraus folgt
es, daB (4) die gewiinschte Bindung ist.

( Eingegangen am 13. April 1965.)

5.) B;r _I_legriﬂ der Bindung ist im zitierten Buch von O. BorUvka, S. 12. eingefihrt.



