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Uber eine Charakterisierung der Hurwitzschen Zetafunktion
Von HANS-JURGEN GLAESKE (Jena)

In Verallgemeinerung der Betrachtungen von MaIer ([2]) wurde fir die Hur-
witzsche Zetafunktion in [1] eine Integrofunktionalgleichung hergeleitet. Mit Hilfe
einer Funktion des ebenen Halbgitters erhielt man

(1 2—lm f{a‘“b"“’qp(u, )@ (s—u, o) —

(3)

(a+b)—* [a"‘*r.o[u a(a"'l)"'“b] [ “(_“"'1)"‘“5]

2a+b 2a+b

=i b(1+1)+5¢a b(x+1)+aa = (p(s, o)
i Q’[ "~ 2b+a ]( 2b+a ]]}du (a+b)y

Res=o0>2,

b
arcz <n, O0<Recx

wobei immer @(s, o) =I'(s) (s, 2) bedeute. Wir wollen (1) unter einigen zusiitzlichen
Voraussetzungen losen. Es sei noch bemerkt, daB (1) fiir =1 in die bekannte
(s. [2]) Integralgleichung der Riemannschen Zetafunktion

(2)

2%_ fdu(p(u)tp(s—u)[a—"b“—-‘—(a+b)—"(a"“’+b"—*)] - (a(':f?)s

(3)

g>=2,

b
arc—|<mn
a

iibergeht und das nur fiir diese Wahl von « eine Integralgleichung entsteht. Wir
werden, wie es die Bauart von (1.2) nahelegt, nur Ldsungen suchen, die sich als
Mellin- Transformierte einer Funktion p(z, o) schreiben lassen:

1
3) p(z,-x)=2——m [(p{u,'x)r"du, e=0

(1+¢)
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Umgekehrt ist

3 @ (u, o) = fp(z, o)z~ ! du, Reu=1.
0

In (1) fihren wir den Weg (1+#) ein (0<=n<0—2) und wenden den Operator

—2-}{]7 ds an. Mit (3) entsteht aus (1) die Funktionalgleichung

(24+n+e)

a(a+l)+ab] [ a(oe+1)+ocb_]
 2a4 P\® " 2a4b

pla, a)p(b, 2)—p [a+b, Sy
4)

b(a+1)+oa b(x+1)+oa B
pfass, beDs) fy Basitan) g

Als Problem bleibt die Losung von (4). Als identisch konstante Losungen erhilt
man p=0 und p = — 1. Erstere fiihrt zu ¢ =0, letztere liefert kein ¢.

Wir betrachten 2 Fille:

FALL 1. p(z, «) sei eine ganze Funktion in z und in «. In (4) setzen wir a=bh
und lassen diesen Wert gegen Null streben. Wegen der Stetigkeit von p erhilt man

mit p(0, &) =h(x)
(5) h? (@) — 2h? [3“;“—1 —h(@) =0

Zur Lo6sung dieser Funktionalgleichung empfiehlt sich die Taylorentwicklung
von h bei a=1. Mit a=1 folgt
(+)

h(l { 9
s PO (++)
Differentiation von (5) nach = liefert (”” ” bedeutet Ableitung nach dem Argument)

2041
3

2hh’ () ——g- hh' [ ] — I (@) = 0.

Fiir «=1 ergibt sich in beiden Fillen 4°(1)=0. Durch fortgesetzte Differentiation
(Induktion!) zeigt man, daB A™(1)=0 fiir alle n=0 gilt. Damit wird

0
©) P(0.2) = {_ s

Aus (4) liest man ab, daBB (¢ = —b) im ersten Falle p(z, 2) =0 gilt. Im zweiten
Falle setze man in (4) »=0 und es wird

(7) ? [a, i;—‘]w(a. ) = 0
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Zur Losung dieser Funktionalgleichung bietet sich wieder die Entwicklung bei =1

an. Wir berechnen also 3‘?7;:00‘ . Aus (6) ersieht man fiir 2 =1
l@=1
0 (+)
D=
r@1) {—1 (++)

Differentiation von (7) nach u«:

PPy [ﬂ, . '_2__] +p¢(0, «) = 0.
Der Fall (+) fiihrt, wie man durch fortgesetzte Differentiation sicht, unmittelbar

zu dem schon erledigten Fall p=0. Im Falle (+ +), der jetzt nur noch betrachtet
werden soll, ergibt sich nichts iiber p(a, 1); wir setzen

Pa(as l)“—'?(a), Q(a) ganz.,

Durch n-malige Differentiation von (7) ergibt sich

b LT a+ 1
oA b fn’t_”l_‘f’_z_]"’ k”["’ 2 ]+2.a"p(a,a)_o
i—ol\k a1 )k (a1 )k ox" %
"’[—r "[T]

Diese Formel erlaubt fir =1 den Induktionsbeweis fiir

= (1r'q'@

la=1

Die nichttrivialen Losungen von (7) haben also die Gestalt
(8) p(z,0) = —e1—243) g(2)#0, ganz, beliebig

q(z) =0 ergibt die triviale Losung p = —1.

Zu untersuchen bleibt die Frage, ob (8) auch eine Losung von (4) liefert. Das
wird zu Einschrinkungen der Funktion ¢ fithren. Da (4) identisch in « gilt, darf
man « =0 wihlen:

a a b
pla, 0)p(b,0)—p [a+b, %WJP [a, 2a+b ]—p [‘H'b’ 2b+a ]'

b
'p[b’ 2b+a]_p(a+b’ V=

Wir entwickeln diesen Ausdruck unter Verwendung von (8) nach Potenzen von b:

oL @ 5@+ [-",—q(a)+ 4 q(O)—q'(a)]}-b+0(b=) =0
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Nun kommt nach (6. 8) nur ¢(0)=0 in Frage. Also gilt

el [@_q?(a)] b+0(b2) =0

Also muB gelten:
aq’(a)—q(a) = 0.

Die Losung dieser Differentialgleichung ist
q(a)=ca, ¢ beliebig komplex.

Man verifiziert sofort, daB (8) mit dieser Funktion ¢ die Funktionalgleichung
(4) erfiillt.
Damit haben wir

Satz 1. Die nichtverschwindenden beziiglich z und « ganzen Losungen von (4)
haben die Gestalt
P(Z, Ct) - _ec(l-rxj:_

Durch Bestimmung der Mellintransformierten (3”) ergibt sich

Satz 1. Die einzigen nichtverschwindenden Lésungen ¢@(u, @) von (1), die
Mellintransformierte (3°) einer beziiglich z und o ganzen Funktion p(z, %) sind, haben
die Gestalt

@o(u, 2) = —TI'W[(x—1)c]™™, Re[c(x—1)]=0.

FALL 2. p(z, #) ganz beziiglich x, meromorph beziiglich z. Wir berechnen
vorerst p(z, 1)=p(z). Nach (4) gilt mit a=1:

9) pl(a+b)[p(a)+p(b)+1]—p(a)p(b)=0.

Es interessieren nur die nichtkonstanten Ldésungen. Fiir diese gilt p(z)#0, —1,
wie man aus (9) sofort abliest. Deshalb kann man (9) nach p(a+ b) auflésen und

erhilt durch Anwendung des Operators % - -‘% die Differentialgleichung

p'(a)+ip(a)(1+p(a)=0, A=0.
Die Integration ergibt

1

Pe) = 2T

Durch Einsetzen in (9) erhilt man A=1.
Es sei bemerkt, daB (9) das Analogon von (4) fiir die Integralgleichung (3) der
Riemannschen Zetafunktion ist. Man hat also

Satz 2. Die nichtkonstanten meromorphen Ldésungen von (9) haben die
Gestalt

(10) p(z) = l — A#0.

et -1
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Durch Aufsuchen der Mellintransformierten erhilt man

Satz 2'. Die Lisungen @(u) von (2), die Mellintransformierte (3) (mit a=1)
einer meromorphen Funktion p(z) sind, haben die Gestalt

ew)=Iw)(u)ri™™, Rei=0.

Zur Losung im allgemeinen Fall spezialisieren wir (4) mit @ =b und erhalten wieder
eine notwendige Bedingung fiir das Bestechen von (4):

pa0-2 (20, 25 o0, 25 - pea = 0

Wegen der Gleichheit der zweiten Argumente fiir =1 empfiehlt sich wieder eine
Potenzreihenentwicklung um « =1, die wir wegen (10) in der Form

-

1 /
p@0) = —— > (1-ay

n=0

ansetzen. Es bleibt die Bestimmung der meromorphen Funktionen #h,(a). Setzt
man die Reihe in die Funktionalgleichung ein, so ergibt sich nach Cauchyscher
Produktbildung:

S st Ko@) T 2) .1y ma)
(%) Z(1-) {Z—,-{—,(,,“_k)! [(e +1)hk(a)—2[g] hk(za)]—(e* ~l)—-n—!-}=0

k=0

Fiir n=0 erhalten wir
[ho(a)(e*® + 1) — 2ho(2a)) hy (@) — (e** — 1) hy(2a) = 0.

Der Ansatz ho(a)= 3 a,a™ liefert als Koeffizient der Potenz a-2*
m=—k
az_k(l —2_'*) =0
Damit wird a_, =0 und, dak beliebig war, a_,, =0 (m=1, 2, ..., k); d. h. hy(a) ist
regulir bei a=0. Die weiteren Koeffizienten ergeben sich aus der Bemerkung,
dag (@

et —1

= p(a, 1) gilt und (10). Damit wird
ho(a) =1

Fir n=1 erhidlt man die Funktionalgleichung

hy (2a) =2h, (a).

Ein Potenzreihenansatz wie im Falle n=0 liefert sofort

hy(a) = pa, u+=0 beliebig komplex.

Fiir n=2 erhiilt man aus (%)

Aa ;
h,(a) [g—}*gia] +h,(2a) I_l!S' _12__] +a [e“__;_] =B
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Hier liefert ein entsprechender Ansatz
hy(a) = p*a®.
Das legt die Vermutung nahe:
h,(a) = u"a™ m=0,1,2,,....
Den Beweis fiihrt man durch vollstindige Induktion. Damit haben wir

e(l—u)n:
(11) P(Z,ﬁ)=*ej;7:-l—, Ay %0

Man verifiziert sofort, daB diese Losungen auch (4) erfiillen. Das liefert den

Satz 3. Die beziiglich z meromorphen und beziiglich « ganzen Lidsungen von (4)
sind von der Form (11).

Durch Mellinsche Integralumkehr ergibt sich

Satz 3'. Die Losungen @(u, o) von (1), die Mellintransformierte (3°) einer
beziiglich « ganzen und beziiglich z meromorphen Funktion p(z, ) sind, haben die
Gestalt

(1=-a)ul,_ l—a
o(u,a) =TI'(u)l (u, 1 —— ):"_‘] A% Rei>0, Re —-;—-,u:-O.

In diesem Sinne kann die Integrofunktionalgleichung (1) zur Charakterisierung
von {(u, ) Verwendung finden. Die Lésung ¢(u, o) =TI (1){(u, o) erhilt man etwa
durch Vorschreiben der Residuen bei =0 und w=1; d. h. durch die Forderungen

o(u, o) = "u-l-l +0(1) fir wu—1

S
2
¢(u, x) =

Dann werden A=u=1.

= +0(1) fir u—0.
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