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Kombinatorische Untersuchungen iiber gerichtete
vollstindige Graphen*)

Von TIBOR SZELE + (Debrecen)

Einfiihrung

Betrachten wir den zu den Knotenpunkten A4,, A4,, ..., A, gehorenden voll-
stiandigen Graphen (n=2), d. h. die Menge aller Kanten 4,4, (i#k), und geben
wir jeder Kante eine bestimmte Orientierung. Im so erhaltenen gerichteten voll-
stindigen Graphen G nennen wir eine wiederholungsfreie Variation von Knoten-

punkten By, B,, ..., B, nach Ridei [6] geordnet, wenn in G die Kanten ﬂ:, B;B,,...,

B,_TB: vorkommen, m. a.W.: wenn der aus diesen Kanten bestehende Kantenzug
von B, nach B, im Sinne der Orientierung des Graphen G durchlaufen wird. Ein
derartiger Kantenzug heil3t eine Bahn. Aus dieser Definition folgt, daB die Anzahl
der Kanten einer Bahn stets um eins geringer ist als die Anzahl ihrer Knotenpunkte.
Im Falle /=n sprechen wir von einer geordneten Permutation der Knotenpunkte
des Graphen bzw. von einer vollstindigen Bahn. Also: Eine vollstindige Bahn in
G enthiilt jeden Knotenpunkt von G. Jede beliebige Bahn ist eine vollstindige Bahn
des durch ihre Knotenpunkte bestimmten Teilgraphen.

Die Anzahl aller vollstindigen Bahnen des Graphen G sei mit (G) bezeichnet.
Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich hauptsichlich mit der GroBe (G), fiir die
das bisher einzige Resultat der Satz von REDEI ') ist, welcher besagt, daB (G) immer
eine ungerade Zahl ist. Die Folgerung aus diesem Satz, daB G immer mindestens
eine vollstindige Bahn besitzt, kann durch vollstindige Induktion nach der Anzahl
n der Knotenpunkte leicht bewiesen werden '), doch der Beweis des Satzes selbst
ist nicht ganz so einfach. Wir beweisen den Rédeischen Satz in § 2 mit einer neuen
Methode. Der Satz kann nach drei Richtungen hin verallgemeinert werden:

I. Als naheliegendste Verallgemeinerung der Problemstellung des Rédeischen
Satzes ist von TIBOR GALLAI-GRUNWALD die Frage nach der Paritit der Anzahl der
/ Knotenpunkte (d. h. /—1 Kanten) enthaltenden Bahnen des Graphen G auf-

*) Die folgende Arbeit enthilt einige der ersten Ergebnisse des Verfassers, und ist bisher nur
in ungarischer Sprache erschienen (Kombinatorikai vizsgdlatok az irdnyitott teljes graffal kap-
csolatban, Mat. és Fiz. Lapok 50 (1943), 223—256.) Da sich fir diese Arbeit vielerorts Interesse
gezeigt hat, hat sich das Redaktionskomitee entschlossen, durch Veroffentlichung derselben in
deutscher Sprache die Ergebnisse des Verfassers einem weiteren Leserkreis zugdnglich zu machen.
Die Ubersetzung wurde von den Herren A. ApAm (Budapest), M. PETERSDORF und M. ScHAU-
BLE (beide Ilmenau) besorgt.

) Siehe D. KoniG, [2]: man vergl. auch die FuBnote *) in der Arbeit [6] von REDEL
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geworfen worden. REDEI hat gezeigt [6], daB diese Anzahl von der gleichen Paritét
wie (’;] ist. Dieses Ergebnis 1dBt sich unmittelbar durch Anwendung des Satzes

';] Teilgraphen aus G gewinnen.

II. Die n! Permutationen der Knotenpunkte des Graphen G seien wie folgt
in n Klassen eingeteilt: Ist B, B,, ..., B, eine beliebige Permutation der Knoten-
punkte und k£ die Anzahl derjenigen Paare aufeinanderfolgender Knotenpunkte

BB, ,, die in G durch die Kanten ?) EB;H verbunden sind, so weisen wir die
Permutation der k-ten Klasse zu (0=k=n-—1). Danach entsprechen die voll-
stindigen Bahnen von G gerade den Knotenpunktpermutationen O-ter Klasse.
Bezeichnen wir mit (G), die Anzahl der Punktpermutationen in der k-ten Klasse,
s0 gilt (G)g=(G). AuBerdem ist (G), =(G), -, weil die Knotenpunktpermutationen
der einen Klasse dieselben sind, wie die riickldufig gelesenen Permutationen der

anderen Klasse. In § 3 ((8)) wird gezeigt, daB (G), die gleiche Paritiit wie ["; l] hat.

Fir k=0 ergibt sich der Rédeische Satz.

ITI. Jeder Teilgraph von G, der entweder aus einer einzigen Bahn oder aus
mehreren Bahnen ohne gemeinsame Knotenpunkte besteht, soll Bahnensunime
heiBen. ) Diese Teilgraphen spielen im folgenden eine wichtige Rolle. Betrachten
wir eine Bahnensumme, die aus & Kanten und s Bahnen besteht. Da jede Bahn einen
Knotenpunkt mehr enthilt als Kanten, gehéren zur Bahnensumme k& +s Knoten-
punkte. Deshalb gilt k+s=n, d. h. 1 =s=n—k. Daraus folgt, dal eine Bahnen-
summe nicht aus mehr als 7 — 1 Kanten bestehen kann; ferner, weil im Falle k =n— |
notwendig s =1 ist, ist jede Bahnensumme von G mit n—1 Kanten eine vollstindige
Bahn in G. Die Anzahl der Bahnensummen mit & Kanten von G wirg mit [G],,
bezeichnet #) — es ist [G],—; = (G). Wir zeigen in § 4, daB [G], von derselben Paritiit

ist wie (;] , WO r= ['H-l;“ l ](grc‘iﬁtc ganze Zahl Ef?fg_ l] .Im Falle k=n—1

liefert auch diese Aussage nichts anderes als den Satz von Rédei. Gleichfalls in
§ 4 werden wir sehen, daBl im Falle des ,transitiv gerichteten Graphen™ die [G],
mit den Stirlingschen Zahlen zweiter Art iibereinstimmen, die sowohl in der Kombi-
natorik, als auch in der Differenzenrechnung eine grofle Bedeutung haben.

Mit dem Spezialfall des transitiv gerichteten Graphen beschiiftigt sich, ge-
wissermalBen als Vorbereitung der spiiteren Betrachtungen, der § 1.

In § 5 wird dem Graphen G ein Polynom zugeordnet, mit dessen Hilfe gewisse
Beziehungen zwischen den Zahlen [G], gewonnen werden.

Es ergibt sich, daB im Falle eines transitiv gerichteten Graphen G,(G,) =1,
d. h. nach dem Rédeischen Satz ,minimal” ist. In §6 beschiftigen wir uns

von Rédei auf die je / Knotenpunkte enthaltenden [

2) Eine derartige Kante soll fiir die Knotenpunktpermutation ,,negativ"® gerichtet, im ent-

gegengesetzten Falle B; B.: »positiv’” gerichtet, heiBen. In diesem Sinne werden wir davon spre-
chen, daB eine Punktpermutation gewisse Kanten mit positiver Orientierung, andere Kanten mit
negativer Orientierung enthdlt.

3) Die Bezeichnungsweise stammt von D. K&niG — die Bahnensummen sind ein Spezial-
fall, der von ihm definierten ,,Summe von Graphen™.

4) Wo es notwendig erscheint, die Anzahl der Knotenpunkte des jeweils betrachteten Gra-
phen anzugeben, schreiben wir G, statt G, (Ga)e statt (G, [Gulk statt [Gl.
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mit dem viel schwereren umgekehrten Problem, ndmlich der Frage nach dem
Maximum von (G,) (bei festem n). Es gelang dem Autor nicht, auf diese Frage eine
erschopfende Antwort zu finden, aber es wird eine recht gute Abschiitzung fiir das
Maximum gegeben.

AbschlieBend sei bemerkt, daBB das in § 3 gewonnene Ergebnis fiir die Zahlen
(G), eine interessante Anwendung in dem Permutationen betreffenden, von SCHRUTKA
in [7] aufgeworfenen und geldsten Problem findet.

Um spitere Betrachtungen nicht unterbrechen zu miissen, sei der folgende
logische Satz (von Netto ,,Prinzip des Ein- und AusschlieBens™ genannt), welcher
in den Beweisen mehrfach eine Rolle spielen wird, vorausgeschickt. ) Unter N
Elementen, von denen irgendeines die Eigenschaften a,, @,, a3, ... haben kann,
sei diec Anzahl derjenigen Elemente, welche die Eigenschaft a; haben gleich N, ,
die Anzahl der Elemente, die die Eigenschaften a; und a, gleichzeitig aufweisen,
gleich N, , . usw. Dann ist die Anzahl der Elemente, welche keine der in Betracht
gezogenen Eigenschaften haben, gleich

(1) NO=N_ZNE1+ZN:E;H2_2NMHM+“"

wobei die /-te Summe iiber die sdmtlichen /-gliedrigen wiederholungsfreien Kom-
binationen, die aus den Eigenschaften gebildet werden kénnen, zu erstrecken ist.

Wir fiigen dem Satz die folgende leicht einzuschende Verallgemeinerung hinzu,
von der in § 3 gleichfalls Gebrauch gemacht wird: Die Anzahl der Elemente, die
genau k der Eigenschaften haben, ist gleich

(2) Ni. = .Z'Nma;...a;,—[k-rl ]Na|a:...ak+:+[k;2]Na.a:...agq-z_ et -

Auf der rechten Seite von (2) sind ndmlich die Elemente, die weniger als k der Eigen-
schaften a,, a,, ... aufweisen, nicht vertreten. Diejenigen Elemente, die genau k
der Eigenschaften haben, beeinflussen nur die erste Summe. Fiir /=k triigt jedes
Element, das genau / der Eigenschaften hat, zum Wert des Ausdrucks (2) gerade

I et S T | A BN
- (-1 5)- =0

bei. Die letzte kombinatorische Bezichung ld3t sich auf Grund von (1) folgender-
malen einsehen: Betrachtet man die k-gliedrigen wiederholungsfreien Kombina-
tionen aus den Zahlen 1, 2, ..., / als Elemente und sagt man, ein derartiges Element
habe die Eigenschaft a;, wenn die Zahl i in ihm nicht vorkommt. Der obige Aus-
druck gibt dann laut (1) die Anzahl der Kombinationen an, die keine der in Betracht
kommenden Eigenschaften haben, mithin ist sein Wert in der Tat gleich 0, weil
eine solche k-gliedrige Kombination jede der Zahlen 1,2, ...,/ enthalten sollte,
obwohl /=k vorausgesetzt war.

5) Siehe POLYA—SZEGO, [5], Abschnitt VIII, Kapitel 1, § 21, s, 119, Ferner: Skolem: Grup-
pierungen, kombinatorische Reziprozititen, Paarsysteme, Nachtrag (Kap. 15) zu Neito, ..Lehr-
buch der Kombinatorik™, 2. Auflage (Leipzig & Berlin, 1927), S. 282. Dieses Buch wird i. w.
als ,,Netto" zitiert.
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§1

Mit G* sei der transitiv-gerichtete vollstindige Graph bezeichnet, der in mehr-
facher Hinsicht eine einfache Struktur aufweist. G* heifit transitiv gerichtet, wenn
der Graph mit den Kanten A,A, und A, A, auch die Kante A,A, enthilt.®)") In G*
gibt es offenbar keine zwei Knotenpunkte, von denen je gleich viele (nach auflen)
gerichtete Kanten ausgehen. Sind ndmlich C und D zwei beliebige Knotenpunkte,
die durch die Kante CD verbunden sind, so geht zu allen Knotenpunkten X(X=D),

die mit D durch die Kante DX verbunden sind, auch die Kante CX. Demnach
entspringt in C mindestens eine (nach auBen gerichtete) Kante mehr als in D.

Durch die Forderung der transitiven Orientierung ist also die Struktur des
Graphen G* eindeutig bestimmt. ®) Da in G* je zwei Knotenpunkte eine verschiedene
Anzahl auslaufender Kanten besitzen, so kann man die Knotenpunkte von G* so
numerieren, dal n—1=a, >a,>a;>...>a,=0 gilt, wenn a, die Anzahl der
von A, auslaufenden Kanten bedeutet. D. h. @, muBl der Bedingung a, =n —k ge-
niigen. Das bedeutet fiir die mit 4, indizierenden Kanten, daB sie alle nach auBlen
orientiert sind, fiir die mit A4, indizierenden Kanten, dal3 sie mit Ausnahme von

A,A, nach auBen gerichtet sind, usw. Wir kdnnen also die Knotenpunkte von
G* immer so numerieren, daB von jedem Knotenpunkt aus zu den Punkten mit
hoéherem Index — und nur zu diesen — Kanten fithren. Die Knotenpunkte von
G* seien von nun an immer in dieser Weise numeriert.

G* besitzt genau eine vollstindige Bahn, nimlich die Bahn A4, 4, ... /i:, denn
jede andere Permutation der Indizes 1, 2, ..., n enthilt ein in Inversion stehendes
benachbartes Paar von Knotenpunkten, so daB die mit diesen Knotenpunkten
indizierende Kante in dem entsprechenden Kantenzug in der zur vorgeschricbenen
engegengesetzten Orientierung auftritt.

Die Eigenschaft von G*, nur eine vollstindige Bahn zu besitzen, ist kenn-
zeichnend fiir den transitiv gerichteten Graphen. Es gilt ndémlich auch die Umkehrung:
Besitzt der Graph G genau eine vollstindige Bahn, so ist G transitiv gerivhtet.

Beweis. Wir numerieren die Knotenpunkte von G so, daBB A lAl.j: diese einzige
vollstindige Bahn darstellt. Es ist zu zeigen, daBl von jedem Knotenpunkt aus zu
den Punkten mit gréBerem Index — und nur zu diesen — Kangten fiihren. An-
genommen, der Graph enthilt eine Kante mit , Ausnahme-Orientierung”, d.h.
eine Kante, die von einem Punkte mit gréBerem Index zu einem Punkte mit kleinerem
Index fiihrt. Wir betrachten den Knotenpunkt A; mit kleinstem Index, zu dem eine
Kante mit Ausnahme-Orientierung fiihrt, und es sei j der groBte Index, fiir den

die Kante A_,;f: Ausnahme-Orientierung hat (j=1i), so daBl die Kanten A_,_,A,:1

5) Im entgegengesetzten Falle bilden die Kanten A4y, AxAi, A1A; ein zyklisches Dreieck.
7) Aus der Definition folgt, daB ein transitiv gerichteter Graph keinen Zyklus enthilt. Um-
gekehrt ist auch jeder Graph ohne Zyklen transitiv orientiert.

Der Begriff des ..transitiv gerichteten Graphen” stammt von D. KoniG [2], p. 93. Fir
den transitiv gerichteten vollstindigen Graphen benutzt KONiG die Bezeichnung ,,Ordnungs-
graph™, [2], p. 108—109,

8) Man versteht darunter, dal} zwei transitiv gerichtete vollstindige Graphen mit gleich vielen
Knotenpunkten richtungsisomorph aufeinander abgebildet werden konnen.
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und 4,4 j: mit der angegebenen Orientierung auftreten. Dann wire aber

AlAz--- A,‘_‘Ai+l--- AinAj+l"'An

eine zweite vollstindige Bahn des betrachteten Graphen, im Widerspruch zur
Annahme.?) Infolgedessen hat der Graph G keine Kante mit Ausnahme-Orientierung,
q.e. d.

§2

Ein beliebig gerichteter vollstindiger Graph G liBt sich also aus dem Graphen
G* (mit gleich vielen Knotenpunkten) durch Umkehrung der Orientierung gewisser
Kanten gewinnen. Und da G* genau eine vollstindige Bahn besitzt, ist der Satz
von Rédei mit folgender Aussage gleichwertig: Wird die Orientierung einer beliebiegen
Kante des Graphen G umgekehrt, dann dndert sich (G) um eine gerade Zahl.

Bezeich-lgen wir den Graphen, der durch die Umkehrung der Orientierung
der Kante e entsteht, mit G’, und die Anzahl derjenigen vollstindigen Bahnen,
die in G die Kante e bzw. in G’ die Kante e enthalten, mit (G)z bzw. (G")z. Weil
die iibrigen vollstindigen Bahnen in den beiden Graphen iibereinstimmen, haben
wir zu zeigen:

(3) (G)—(G) =(G): —(G)r=(G)s+(G)z =0  (mod 2)

In folgendem wollen wir zulassen, daB in einem endlichen vollstindigen Graphen
nur einige Kanten gerichtet sind. Unter einer vollstindiger Bahn eines solchen
Graphen verstehen wir jede derartige Knotenpunktpermutation, in der keine Kante
von ,negativer Orientierung” vorkommt. '°) Dann ist die Summe (G')< + (G)-»
gleich der Anzahl der die nicht-gerichtete Kante e enthaltenden vollstindigen Bahnen
desjenigen Graphen G”, den man aus G enthilt, indem man die gerichtete Kante
e durch die nichtgerichtete Kante e ersetzt. Infolgedessen ergibt sich die Richtig-
keit von (3) aus der Aussage:

Werden nur einige (aber nicht alle) Kanten des vollstindigen Graphen mit n
Knotenpunkten gerichtet, so ist die Anzahl derjenigen vollstindigen Bahnen des
Graphen, die mindestens eine nichtgerichtete Kante enthalten, gerade.

In diesem Paragraphen bezeichnen wir diesen (teilweise gerichteten) Graphen
mit G und den aus den gerichteten Kanten von G bestehenden Teilgraphen mit G.
Die Anzahl der vollstindigen Bahnen, auf welche sich unsere Aussage bezieht,

ist gleich (G)—((_f), wenn ((_3") die Anzahl derjenigen vollstindigen Bahnen von G
bezeichnet, die nur gerichtete Kanten enthalten. Unsere Aussage bedeutet also, daB

(4) (G)=(G) (mod 2)

ist. Dies wird im folgenden gezeigt.

B ?) Auch die Fille i=1 und j=n bilden keine Ausnahmen. ¢
%) In einer solchen Permutation konnen also auch Knotenpunkte aufeinanderfolgen, die
durch eine nicht-gerichtete Kante verbunden sind (und zwar in beliebiger Reihenfolge).



150 T. Szele

Die Knotenpunktpermutation B,B,...B, bestimmt offenbar dann und nur
dann eine vollstindige Bahn, wenn die in bezug auf die letztgenannte Permutation
umgekehrte Permutation B,B,_,... B, keine positiv gerichtete Kante enthilt.
(s. FuBnote ?)). Infolgedessen ist (G) gleich der Anzahl derjenigen Knotenpunkt-
permutationen von G, die keine positiv gerichtete Kante enthalten. Diese Anzahl
soll hier mittels Formel (1) bestimmt werden. Zu diesem Zweck seien die simtlichen
N =n! Knotenpunktpermutationen von G , ,Elemente” genannt. Die Kanten von

G seien beliebig numeriert, und die Eigenschaft a; denjenigen Punktpermutationen

(und nur diesen) zugeschrieben, die die i-te Kante von G mit positiver Orientierung
enthalten. Damit ist die Anzahl der Knotenpunktpermutationen, die keine dieser
Eigenschaften enthalten, gemiB der obigen Uberlegung gleich (G). Es soll nun
der Wert der k-ten Summe auf der rechten Seite von (1) fiir den vorliegenden Fall
bestimmt werden. Diese Summe besteht aus so vielen Summanden, wie es Moglich-

keiten gibt, k Kanten aus dem Teilgraphen G so auszuwiihlen, dal3 eine Punktper-
mutation mit nur positiver Kantenorientierung auftritt. Die ausgewihlten Kanten
bilden dann notwendig eine Bahnensumme'!) (nach Abschnitt III der Einleitung
ist alsg in jedem Falle k =n—1). Ferner zeigen wir, di_i!i jede Kante einer beliebigen
der [G], Bahnensummen, die aus dem Teilgraphen G ausgewihlt werden kdnnen
und k Kanten enthalten, in genau (n —k)! Knotenpunktpermutationen mit positiver
Orientierung aftritt, so daB der Wert der k-ten Summe auf der rechten Seite von (1)
gleich (n—k)! [é]k ist.

Zum Beweis betrachten wir eine derartige Bahnensumme mit & Kanten, die
aus s Bahnen bestehen mége und demnach k + s Knotenpunkte enthilt. Nun kénnen
dic Punktpermutationen, in denen die Kanten der ausgewiihlten Bahnensumme
(mit positiver Orientierung) auftreten, offenbar so gewonnen werden, daBl wir die
s Bahnen der Summe und die durch sie nicht verwendeten n —(k +s) Punkte per-
mutieren. Weil auf diese Art insgesamt (n—k) Elemente permutiert werden, ist
die Anzahl aller Méglichkeiten tatsdchlich (n —k)!

Damit folgt aus (1) fiir die Anzahl der vollstindigen Bahnen von G:

6) = n!—(n—)[G], +(n—2)![G],— ... +
(5) X S
+(=10-22![G]y- 2+ (= 1)~ [Ga-s -
Infolgedessen ist
G) =[Gls-y  (mod 2).

Unter Beachtung von [G],_, =(G) '?) erhalten wir die zu bewiesende Relation (4).

1) Die positiv gerichteten Kanten einer beliebigen Punktpermutation dirfen nédmlich als
eine (eventuell nicht echte) Teilmenge der Kanten einer vollstindigen Bahn aufgefalit werden.
Sic bilden daher offenbar eine Bahnensumme.

12) Die kann wie die Bezichung [G].- ;=(G) fiir den gerichteten vollstéindigen Graphen (Ab-
schnitt III der Einfiihrung) eingesechen werden.
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§3

Im folgenden bezeichne G wieder einen vollstindigen Graphen mit » Knoten-
punkten, in dem jede Kante gerichtet ist. Der Teilgraph G ist jetzt mit G identisch,
und es kann die Gleichung (5) fiir die Anzahl der vollstindigen Bahnen, d. h. der
Punktpermutationen O-ter Klasse im Sinne der Definition von Abschnitt II der
Einfiihrung) als

(6) (G) = (G)o = n!—(n—DG]; +(n =2 G), —... +(— 1)""'[G],-,

geschrieben werden. Fiir die Anzahl der Knotenpunktpermutationen k-ter Klasse,
in die wir diejenigen Permutationen eingeteilt hatten, in denen genau k negativ
orientierte Kanten auftraten, kann man einen #dhnlichen Zusammenhang herleiten.
Die Inversen dieser Permutationen enthalten genau k positiv gerichtete Kanten,
so daB also (G), auch als Anzahl der Knotenpunktpermutationen mit k positiv
gerichteten Kanten bestimmt werden kann. Wir bezeichnen wieder die Punkt-
permutationen des Graphen G als ,,Elemente” und verstechen unter den ,,Eigen-
schaften” weiterhin, daBl irgendeine Permutation eine Kante mit positiver Orien-
tierung enthdlt. Unserer vorangestellten Bemerkung gemiB ist die in (2) vorkommende
GroBe Ny nun gleich (G),. Die Summen auf der rechten Seite von (2) sind die gleichen
wie die in (1) auftretenden. Letztere sind aber durch (6) gegeben. Deshalb gilt

k+1
@ = -0 * T k- 111G +
™)
452 | a-k-2i60iam e, "7, 16
d. h.

n—1

(G»:[nfﬂ,{][c],.-e[ 2 ][GJH (mod 2).

Aus dieser Kongruenz ergibt sich mit Riicksicht auf den Rédeischen Satz

=[Gl,-1=(G)=1  (mod2)

die in Abschnitt II der Einfiihrung angekiindigte Verallgemeinerung des Satzes
-1
(®) @) = [" 5 ] (mod 2)
(7) und die Gleichungen (G),=(G),-{_x [k=0, P SRS [g] - l) liefern gewisse
Aussagen liber die Zahlen [G], — in § 5 werden wir jedoch statt dieser Gleichungen

ein mit ihnen dquivalentes, aber iibersichtlicheres Gleichungssystem erhalten. '?)

13) Dies kann durch eine etwas langwierige, aber durchaus elementare Rechnung nach-
gewiesen werden.
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Wenden wir (7) auf den Fall des transitiv gerichteten Graphen G* an, dessen
Knotenpunkte so numeriert sein sollen, daB aus jedem Knotenpunkt in die Punkte
mit gréBerem Index je eine Kante hineinfiihrt!

Die Knotenpunktpermutationen k-ter Klasse des Graphen G* konnen durch
diejenigen Permutationen der Indizes 1,2, ...,n angegeben werden, in denen genau
k benachbarte Paare von Elementen Inversionen bilden.

(G*),, die Anzahl dieser Permutationen, '#) kann mittels (7) berechnet werden,
wenn man fir die [G*]; ithren Wert, ndmlich

1 n—i-1 s o
" = =p1 2 (--t)f[” No—i-1y

einsetzt (Die formel fiir den Wert der [G*];, wird in §4 hergeleitet werden: s.

(10)). I
Es ergibt sich:

n—k-—1 =
@n="2 ") e—k-r-
n=k-2
—[le] > (—I)'["_f_l](n—k—l—!)"+

©) +["+2 b (~1)‘[" < 2](u k=21 — .. 4 (= 1yt- '[";']=

:2 _1,,{[ ] [k+l][n k_l]
[ ][j 9 2] “'*[kfll}("—k—f)":

n—k—1
-2 (—w[”",“](n—k—n";

-0

Beim Ubergang von der vorletzten zur letzten Gleichheit wurde die Identitit

k)|[n—k k+1)[n—k-1 k+1 |\[n—k—1 n+1

] el | e K i R G
benutzt. Dieser bekannte kombinatorische Zusammenhang kann folgendermalBen
leicht eingesehen werden '3): Man berechne die Anzahl der Mdglichkeiten, / Kugeln
aus k+1 roten und n—k—/+1 griinen (insgesamt n—/+2) Kugeln herauszu-

greifen, wenn die herausgegriffenen Kugeln vor jeder neuen Zichung
jeweils zuriickgelegt werden und die Reihenfolge der Kugeln keine Rolle

14) Siehe [7], p. 246. Das Ergebnis von. L. SCHRUTKA ergibt sich aus dem obigen unter
Beachtung von (G*)x=(G")n-1 -x.
15) Siehe [4], p. 251, (26).
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spielt. Die Anzahl ist offenbar gleich der Anzahl der /-gliedrigen Kombinationen
mit Wiederholungen aus n—/+2 Elementen, also gleich ("T l]. Auf der linken

Seite der benutzten Identitit sind nun gerade die Anzahlen derjenigen Ziehungs-
moglichkeiten summiert, die den Fillen entsprechen, in denen simtliche Kugeln
rot bzw. griin, die anderen griin bzw. rot sind, unw.

§4

Zu der in Abschnitt III der Einfilhrung angedeuteten Verallgemeinerung des
Rédeischen Satzes gelangen wir in den folgenden drei Schritten: Wir berechnen
die Zahlen [G*];, sodann zeigen wir, daBl im Falle eines beliebig gerichteten voll-
stindigen Graphen G die Zahl [G], die gleiche Paritit hat wie [G*], und stellen
schlieBlich die Paritit von [G*], fest.

I. Betrachten wir eine Bahnensumme des Graphen G*, die aus & Kanten be-
steht; wie frither mitgeteilt enthilt eine solche Bahnensumme k + s Knotenpunkte,
wenn sie aus s Bahnen besteht. Wir teilen simtliche Punkte von G* in Klassen ein,
so daB3 die Punkte einer jeden Bahn der ausgewiihlten Bahnensumme eine Klasse
bilden und jeder der iibrigen n—(k +s) Punkte fiir sich eine Klasse darstellt. Die
Anzahl aller Klassen ist unabhingig von s gleich n—k. Jede Klasseneinteilung
der Punkte von G* ist durch die ausgewdhite Bahnensumme eindeutig bestimmt.

Umgekehrt: Wenn die n Knotenpunkte von G* derart in n—k Klassen ein-
geteilt werden, dal3 jeder Punkt in einer und nur einer Klasse auftritt und daf jede
Klasse mindestens einen Punkt enthélt, dann ist durch diese Einteilung eine Bahnen-
summe von G* mit genau k£ Kanten eindeutig bestimmt: Zuerst seien diejenigen
Klassen betrachtet, die mehr als einen Knotenpunkt enthalten und jede dieser Klassen
werde durch die Bahn reprisentiert, welche die in ihr enthaltenen Knotenpunkte
verbindet (in G* ist diese Bahn wegen der transitiven Orientierung eindeutig be-
stimmt). Die den betrachteten Klassen entsprechenden Bahnen bilden eine Bahnen-
summe, da sie punktfremd sind. Wir wollen sagen, daB die iibrigen, je einen Knoten-
punkt enthaltenden Klassen durch ,,Bahnen mit 0 Kanten™ reprisentiert werden.
Damit ist jeder der n —k Klassen je eine Bahn zugeordnet, deren Kantenzahl um
eins geringer ist als die Anzahl der Knotenpunkte, die ihr angehdren. Folglich ist
die Anzahl der Kanten der durch die gegebene Klasseneinteilung eindeutig be-
stimmten Bahnensumme wirklich gleich n —(n—k)=k.

[G*)x ist demgemaf gleich der Anzahl der Maglichkeiten, n Elemente in (n— k)
nicht-leere Klassen einzuteilen.

Nimmt man voriibergechend an, dall die Klassen von 1 bis # —k numeriert
sind und die Reihefolge der Klassen in einer Einteilung wesentlich sei, so ist die
Anzahl der Einteilungen gleich (n—k)! [G*],. Diese Zahlen kdnnen mittels der
logischen Formel (1) bestimmt werden.'® Voriibergehend sei gestattet, daBl ge-
wisse Klassen leer bleiben. Weil jeder Knotenpunkt in eine jede der Klassen ein-
geordnet weden kann, betrigt die Anzahl der méglichen Einteilungen N =(n—k)".

'¢) Die Ausfilhrung der dazu notwendigen Berechnungen kann man in der zitierten Arbeit
von SkoLem finden; [4], p.283.



154 T. Szele ¥

Sagen wir, daB die Einteilung die Eigenschaft a; besitzt, wenn die i-te Klasse leer
bleibt, so hat die /-te Summe auf der rechnen Seite in Gleichung (1) den Wert
(n;k] (n—k—1)", denn die leer bleibenden / Klassen konnen' auf [n-—!-k) ver-
schiedene Arten ausgewihlt, die lbrigen n—k —/ Klassen auf (n—k —1[)" Weisen
besetzt werden. Wegen N,=(n—k)![G*], gilt folglich

(n—=Kk)![G*], = (1»1—.&:)"—-("_1-‘%](m—a*’f—l)"wL

n—k S Bane n—k
+[ 5 ](nk#Z) et T o o | l(ﬂ—k—-l]
d.h.

[G ] [Gﬂ]k l “Zk : ( I)l{ ] (n_k ")
X (”_k)! I=0 I
(10) .

1 m=1
=2 1 [T](m—i)"
mit m = n—k. X

Die durch (10) gegebenen Zahlen sind mit den Stirlingschen Zahlen zweiter
Art S identisch:

(10a) [Gih=CF=6;* 1)
Fir (10) 1dBt sich unter Benutzung des A-Differenzoperators kiirzer schreiben:

. An—-k X"
10b) Gy =—| =Gk 18
( y [ ]I: (n_k)! szo )

II. Verstehen wir unter G nun einen n Knotenpunkte enthaltenden beliebig
gerichteten vollstindigen Graphen, dann kénnen wir bei der Bestimmung der aus
k Kanten bestehenden Bahnensummen in G wieder so vorgehen, daB wir die Punkte
des Graphen auf alle méglichen Arten in (n—k) Klassen einteilen. Zu jeder Ein-
teilung gehoren jeizt jedoch i. a. mehrere Bahnensummen.

Im transitiv gerichteten Graphen sind die Bahnensummen eindeutig bestimmt.
Eine Einteilung der n Knotenpunkte des Graphen G, in n—k Klassen soll ,,ge-
ordnet™ heiBlen, wenn die Knotenpunkte innerhalb jeder Klasse je eine geordnete
Variation bilden. [G,].ist folglich gleich der Anzahl der geordneten Einteilungen
der n Punkte von G, in n—k Klassen. Sei im transitiv gerichteten Graphen
Gi{KY, KY, ..., K", } die i-te Klasseneinteilung (i=1, 2, ..., [G}];). Im beliebig
gerichteten vollstindigen Graphen G, erhilt man aus dieser m{’m%..m{, ver-
schiedene Klasseneinteilungen, wofern m{’ die Anzahl der volstindigen Bahnen
in der p-ten Klasse bedeutet (¢=1, ..., n—k) und die Anzahl der vollstindigen

l’_} S_ia: CH. JORDAN p. 169(3). Das Werk wird kurz mit ,,Jordan™ zitiert.
'8) Siehe [1], p. 168. (1).
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Bahnen in Klassen, die nur einen einzigen Punkt enthalten, gleich 1 gesetzt wird.

Demnach gilt
Gl

k
Sl (i (i
Gl =2 mf ... m2,.
i=1

Die Zahlen m{” sind nach dem Rédeischen Satze simtlich ungerade, so daB
(an [Gik=[G;l  (mod 2).

Als Anzahl der Modglichkeiten, n Punkte in jeweils n nichtleere Klassen ein-
zuteilen, ist [G,), =[Gy]o =1. Ferner gilt [G,), =[G}], = [;] als Anzahl der Kombi-

nationen von n Elementen zur 2-ten Klasse ohne Beriicksichtung der Anordnung.
Bezeichnen wir mit ¢3(G,) die Anzahl der zyklischen Dreiecke des Graphen G,
(s. FuBnote ®)), so finden wir zwischen [G,], und [G}], die Beziehung:

(12) [Ga)a =[GRls +2¢5(G).

Beweis. Eine Bahnensumme mit zwei Kanten besteht entweder aus zwei Kanten
ohne gemeinsamen Endpunkt oder aus einer Bahn mit zwei Kanten. Im 1. Falle
gibt es sowohl in G} als auch in G, genau eine Mdglichkeit der Realisierung bei
festgehaltenen Knotenpunkten.

Den 2. Fall kénnen wir verwirklichen, indem wir in beiden Graphen je 3
Knotenpunkte auswihlen und diese durch eine Bahn mit 2 Kanten verbinden.
In Gy ist das auf genau eine Weise, in G, dagegen auf 3 verschiedene Weisen oder
genau eine moglich — je nachdem ob die ausgewihlten Punkte ein zyklisch oder
transitiv gerichtetes Dreieck bestimmen. Womit (12) bewiesen ist.

III. GemdB (11) geniigt es, die Paritit der Zahlen [G}], zu bestimmen. Bei
der Bestimmung der Paritit von [G}], benutzt man zweckmiiBig, daB [G}], gleich
der Summe tiber alle k-gliedrigen Produkte von Kombinationen mit Wiederholung
ist, die aus den Zahlen 1, 2, ..., n—k gebildet werden kénnen. ') (Ein Zusammen-
hang, der iibriges die kombinatorische Bedeutung der Stirlingschen Zahlen 2.
Art deutlich werden laBt).

Betrachten wir Klasseneinteilungen der Bahnensummen mit & Kanten des
Graphen Gj danach, in welche & Knotenpunkte die Kanten der Bahnensummen
gerichtet sind. Diese bilden eine k-gliedrige Kombination der Punkte 4,, ..., 4,.

Sei nun iy,i;,..., i eine fest Indexkombination (2=i;<i,<=..<i=n)
und bestimmen wir die Anzahl der Bahnensummen mit £ Kanten, deren Kanten
genau in die Punkte 4, , ..., 4; gerichtet sind. Nach 4; sind i, —1 Kanten gerichtet
(r=1, ..., k). Wiihlt man eine beliebige nach A, laufende Kante aus, so darf eine
nach A4;, laufende Kante nur so ausgewiihlt werden, daB sie mit der zuerst gekenn-
zeichneten Kante nicht im gleichen Knotenpunkt entspringt 29), d. h. fiir die Wahl
der zweiten Kante verbleiben (i, —2) Moglichkeiten, fiir die der dritten (i3 —3),

9) Siche [1], p. 176.

20) Ohne diese Einschrinkung wiirden auch Bahnen mit gemeinsamen Anfangspunkten
in_ die Betrachtungen cinbezogen; die Bahnen einer Bahnensumme sollten jedoch punktfremd
sein.



156 T. Szele

usw. Also ist die Anzahl der Bahnensummen, die zur Punktkombination 4,,, ..., 4,

gehoren, gleich
U =D =20 =&y

Die Faktoren dieses Produktes bilden eine Kombination mit Widerholungen aus
den Zahlen 1,2, ...,n-k.

Umgekehrt ergibt das Produkt der Glieder jeder Kombination mit Wieder-
holung ji,jas ensdk (1 =j1=jy<...<jy=n—k) gerade die Anzahl derjenigen
Bahnensummen von G}, deren Kanten in die Punkte mit den Indizes j, + 1, j, +2, ...,
Ji+k gerichtet sind. Damit ist unsere Behauptung gerechtfertigt! Demnach
hat [G}]; die gleiche Paritit wie die Anzahl derjenigen der betrachteten Produkte,
deren Wert ungeradzahlig ist, d. h. die gleiche Paritit wie die Anzahl der Mdoglich-
keiten, aus den Zahlen 1, 2, ..., n—k k ungerade Zahlen mit Wiederholungen aus-
zuwihlen.

K

Da von diesen Zahlen [,_n-k2+]] ungeradzahlig sind, erhalten wir wegen
[n—!zc+l]+k_l L1 [n+12c—-l]
und (11) das Resultat
(13) (Gl = G2, = [[i’-’—“%]] (mod 2).
k

§5

Die Stirlingschen Zahlen 2-ter Art &) werden in der Diffrenzenrechnung durch
die Umordnung der Potenz x" nach Faktoriellen, d. h. durch die Identitit ')

X=Clx+S2x(x—D+Sx(x—1)(x—2)+ ...
+Six(x=1)...(x=n+1) = Z"' SE(x)s
K=1

gewonnen. (x), bezeichnet dabei die in der Differenzenrechnung gebriduchliche
Abkiirzung (x),=x(x—1D(x—2)...(x —k+1).

Die in der Identitit auftretenden Koeffizienten &) sind nach (10b) eindeutig
bestimmt. Wegen (10a) gilt.

(14) X = *_2"1 [Gila—r () -

Fiir (14) soll jetzt ein kombinatorischer Beweis gegeben werden!

21) Siehe [1], p. 168, (2).
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Sei x cine beliebige ganze positive Zahl. Wir betrachten x voneinander durch
die Ordnungszahlen 1, 2, ..., x unterschiedene Klassen, in die wir die Knoten-
punkte des Graphen & auf alle méglichen Arten (leerbleibende Klassen gestattet)
einteilen. Die Anzahl der Einteilungsmoglichkeiten betrdgt x". Es seien nun die-
jenigen Einteilungen betrachtet, die genau k nichtleere Klassen enthalten (k =1, 2,...,

n). Diese k Klassen konnen auf (;) verschiedene Arten ausgewiihlt werden.

Fir jede nichtleere Einteilung der » Knotenpunkte von Gj in k nichtleere Mengen
gibt es k! verschiedene Moglichkeiten, k ausgewihite Klassen zu besetzen. Da nach
§4 die Anzahl der verschiedenen Madglichkeiten, n Elemente in n—k nichtleere
Klassen einzuteilen gleich [G}], ist, ergibt sich fiir dic Anzahl der hier betrachteten
Klassenteinteilungen

(¥ i1s = 62110

Summation iber k (k =1, 2, ..., n) liefert die Beziehung (14). Analog zu (14) fiihren
wir fiir den beliebig gerichteten vollstindigen Graphen G das Polynom

(1) @)= 3 [Glsteh = 3bix

ein. Die Koeffizienten b; sind ganze Zahlen. Interessant ist, daB3 ihre Summe vermoge
S(1)=[G],-, =(G) die Anzahl der vollstindigen Bahnen des Graphen G angibt.
Die b; (i=1, 2, ...,n—1) sind simtlich gerade Zahlen ??), dagegen ist b, =[G],=1.
Ordnet man ndmlich f(x) mittels der Stirlingschen Zahlen 1. Art nach Potenzen
von x um 23), so erhilt man

(X = S x+S2 x>+ ... +SE x4,
mit Sf=1.
Der Koeffizient b,_, ergibt sich aus (15) zu
(16) b,y = Su~' [Glo+SaZ1[G), + Sa25 (Gl + ... +S0ZH[G);.
(14) zeigt andererseits
Sa7'[G*lo+ SaZ4[G*], + Sa25[G*], + ... + 8521G*), = 0.

Indem man diese Gleichung von (16) subtrahiert, findet man unter Beriicksichtigung
von [G], =[G*], und [G], =[G"];:

b,-, = S1=5([G], — [G*],) + S325([G)s — [G*]3) + ... +SRZi([G), —[G*])

und mit (11) folgt daraus die Behauptung.
Fiir /=2 erhilt man als Folge von (12) das Resultat

(16a) b, -, =2c5(G,).
22) und zwar, wie wir vermuten, nicht negative gerade Zahlen.

23) Siehe[1], p. 143 (3). — Unter den Stirlingschen Zahlen erster Arrt (im Gegensatz zu denen
zweiter Art) gibt es auch ungerade Zahlen.
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Wir zeigen weiter b,_, =0 fiir ungerades /, was gleichbedeutend mit dem Bestehen
der Identitit

(17 S@)=(=1)f(—x)

ist, die wir anschlieBend auf kombinatorischem Wege beweisen wollen.

f(x) gibt die Anzahl der Méglichkeiten an, die Punkte des Graphen G in x Klassen
geordnet einteilen zu konnen.

Wegen (—x), = (— D¥x+k —1) ldBt sich (17) in der Gestalt

(= 1) f(=x) = (=1)" ,:Zl (= 1[Gl k(K — 1) =

- ,Z: (— DM GLGe+n—1—K)s

schreiben. Daraus ergibt sich unmittelbar

= DU=1)"f(—x) = .Zl(‘ Dt (n+ x —1—K)! [Gl.

Ein Vergleich mit (5) zeigt, daB dieser Ausdruck die Anzahl der vollstindigen
Bahnen eines teilweise gerichteten vollstindigen Graphen  angibt, der aus G wie
folgt gewonnen werden kann:

Wir nehmen zu den » Knotenpunkten A4,, 4,, ..., 4, des Graphen G die
Knotenpunkte B,, B,, ..., B,_; hinzu und verbinden jedes Punktepaar A.5B;
bzw. B.B; durch eine nichtgerichtete Kante. Der gerichtete Anteil des auf die be-
schriebene Weise erhaltenen vollstindigen Graphen ® mit n + x — 1 Knotenpunkten
bildet den Graphen G. Somit bekommen wir mit Hilfe der Relation (5) tatsichlich

e e
(Mit Riicksicht auf [G],., =0 fiir m=0).
Daher gibt (x(-(i:))l)' die Anzahl der vollstindigen Bahnen von ® an, entlang

deren die Punkte B,, B,,..., B._, in einer willkiirlich festgelegten Reihenfolge
durchlaufen werden. Diese betrachteten vollstindigen Bahnen kdénnen mit den
geordneten Einteilungen, deren Anzahl f(x) angibt, in einen eineindeutigen Zu-
sammenhang gebracht werden. Jede der Bahnen teilt nimlich die Knotenpunkte
Ay, Ay, ..., A, den x Klassen zu — je nachdem ein Punkt 4 entweder vor B, oder
zwischen B, und B,, B, und B, usw. liegt. Umgekehrt lassen sich aus jeder solchen
Klasseneinteilung der Punkte 4 so viele vollstindige Bahnen in ® bilden, wie aus
den in die gleiche Klasse gelangten Punkten 4 geordnete Variationen herstellbar sind.

Damit ist (17) fiir alle positiven Zahlen x bewiesen. Infolgedessen verschwinden
also die Koeffizienten b,_, fiir ungerades /. Wegen (16) hat man mithin folgendes
Gleichungssystem:

(18) S~ [Glo+ Sz [G]y + 835Gl + ... +83=i[G], = 0
fir i=20+1 (v=0,1...).
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Die so gewonnene Aussage zeigt anschaulich den Zusammenhang zwischen den
Zahlen [G]; und ist, wie man zeigen kann, mit (9) dquivalent. (18) erlaubt die re-
kursive Berechnung der Zahlen [G], (/=3).

§6

Sei 7, das Maximum der Anzahlen (G,) der vollstindigen Bahnen simtlicher
zu festem n gehdrenden gerichteten vollstindigen Graphen G,. Ziel unserer Uber-
legung ist es, moglichst gute Schranken fiir 7, anzugeben. Den Mittelwert der
Zahlen (G,) bezeichnen wir mit K,. Offenbar gilt

Al
S5
@

wobei iiber alle méglichen 2'*” Orientierungen zu summieren ist. Die  vollstindige
Bahn A,4,...A, tritt genau in den Graphen G, auf, in denen die Kanten A, 4 Az, A A;,,

K, =

o X,;_tA,, vorkommen, wobei die tibrigen (2)—(n— 1) Kanten beliebig gerichtet

2 —{n-=1
sein diirfen. Demzufolge betrigt dic Anzahl dieser Graphen G,: 2(") ’. Eine
durch eine beliebige Punktpermutation bestimmte vollstindige Bahn kommt in
ebenso vielen Graphen G, vor. Da es n! Punktpermutationen gibt, erhalten wir

s@) =234
also
|
(19) K, = % = T

Betrachten wir andererseits einen bestimmten gerichteten Graphen G,. Zu
bestimmen ist die Anzahl der Punktpermutationen A,A4,...4, mit A, Az, A3A4.

g {:4,,_,_;1:, fir gerades n
A, A, fir ungerades n.
Diese Knotcnpunktpermutatlonen sollen Punktpermutationen vom Typ —... -

heiBen, ihre Anzahl sei 7,. Da Jede vollstindige Bahn von G, eine solche Punkt-
permutation festlegt 1st (G ) =T,

Die Kante A Az der Punktpcrmutation AA,...A, vom Typ—...—~... kann
aus den [2] Kanten von G, beliebig ausgewihlt werden. Lassen wir die Punkte
Ay, A, und die mit ihnen inzidierenden Kanten weg, so erhalten wir einen gerichteten

vollstindigen Graphen G,_,. Aus den verbleibenden Kanten kann A_-_,A_: auf [n;2]
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Weisen ausgewihlt werden usw. Damit erhalten wir fir 7, die Formel

3 n|[n=-2){n—-4
T"=(2][ 2 ][ 2 ]=
~ nn—=1) (n—2)(n—3) (n—4)(n—75) . nl
-7 warig 2 2 Ve [_]
22

Wir sehen also, daBB 7, von der Orientierung der Kanten von G, unabhiingig ist.
Da also fiir alle gerichteten vollsdndigen Graphen G, mit » Knotenpunkten (G,) =T,
gilt, folgt somit 7,=T,, d. h.

(20)

]
(21) T, &2,
2[?]
Aus diesen Uberlegungen folgt
lim — =0
ne 4w N

2"—' =T, = o<t
3] 53
oder o oo
b andy |
i 81 = e
7 22
also i s
H n I Tl‘l l
]/ T, )T el
22
o

Es erhebt sich die Frage, ob l/ '; flir n— < einem Grenzwert zustrebt und wenn
n.

ja, welchem. Wir werden beweisen, daBB lim V i [ existiert und vermuten, dal3

=% ist.

Der Existenzbeweis wird durch die Verallgemeinerung der Abschitzung (21)
gefiihrt. Sei k <n; betrachten wir die Knotenpunktpermutationen
AA;...A, vom Typ (k—1) Kanten (k—1) Kanten, d. h. diejenigen, in denen
AI“’Z"‘AI&' A*+|A,“+2... Az*, A(q—l)k+1Alq—I)k+2”' Aqk (":qk"'r, O:Er‘:k)
Bahnen von G, sind.
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Die Anzahl dieser Punktpermutationen ist nicht von der Orientierung der
Kanten von G, unabhingig, deshalb wird auch die Fromel (20) nicht
verallgemeinert werden konnen, wohl aber die Ungleichung (21). Aus den

Knotenpunkten von G, sind k& Punkte A4,,..., 4, auf (:] Weisen auswihlbar.

Die ausgewiihlten k& Knotenpunkte A4; lassen sich auf genauso viele verschiedene
Weisen anordnen, wie es vollstindige Bahnen in dem durch die Punkte A; be-
stimmten vollstindigen Untergraphen G, von G, gibt, mithin also 7} verschiedene

Weisen. Entsprechend konnen die Punkte A, ,, ..., 4, auf [";k] aus den

Punkten des Graphen (G, —A4; — A4, —... — 4;) ausgesucht werden. Wie oben gibt
es fur die Anornung dieses k-Tupels von Punkten wieder 7, Mdglichkeiten.

Das Verfahren liefert bei Beriicksichtigung der Tatsache, daB die als Rest
bleibenden r Knotenpunkte A, _;, Au+2, ..., 4, auf hochstens r! verschiedene
Weisen vorschreibbar sind, fiir die Anzahl der betrachteten Punktpermutationen
hochstens

n n—k n—(g—NDk n! 1)
[k]T*[k]T‘"'[ k ]T“ ey T "[]

Die durch die vollstindigen Bahnen von G, bestimmten Punktpermutationen
kommen unter den in Rede stehenden Punktermtationen vor. Und mit

:[;{—'] erhalten wir 24)
(23) ) ( ][ ]

Offenbar entsteht (21) aus (23) fir k=2. Wegen 7, =k! und [%]>-E—l ergibt

sich die Beziehung
e o)
oder

n " k
T 1/Kl /T
4 ENEYE
!
Fir festgehaltenes k strebt I,f ];,— —1 fiir n—+<e, so daB fir beliebiges ¢=0 und
k

3;) Vermittels dhnlicher Uberlegungen erhiilt man, daB die Anzahl derjenigen Punktpermu-

— —r n
tationen, in denen A;A,...Ax Ax:,Ax+a...A, Bahnen von G, sind hichstesn [k] T T~ betrigt,

n 1 - PR : ; A 4 3 : - -
also 7T.= T Tnais —E—-—k . Die Ungleichheit (23) ergibt sich hieraus iterativ.
k n! k! (n—=k)!

D11
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geeignetes n =ny(e) die Abschitzung

i

Die Folge ]/%’; erweist sich nur als ..fast monoton abnehmend”. Trotzdem 1Bt

n
sich aus (25) die Existenz von lim V%’; zeigen.

Sei / die untere Grenze der positiven Zahlen

3 n
I, . /T l/&
11 VZ!’ v < TEUER A (T Bt

l/— = [ fir alle positiven n.

Dann gilt einerseits

"

Andererseits existiert eine positive Zahl k, so daB fiir e=0 V:’,’ <[ +¢ gilt, also

=
fiir n=ny(e) Iz%l/ % <Il+2, d.h. lim V%: =/, wobei als Folge von (22)

n-s o
1

0 EIE—E sein mub.

Mit dem Ziel der Herleitung einer besseren oberen Schranke fiir / verfeinern
wir die aus (23) folgende Abschitzung fir k=3: vgl. 29)

aus einer Punktpermutation A4,A4,...4, vom Typ - —...—~ —... des Graphen
G, konnen die ersten drei Knotenpunkte auf (;] Weisen festgelegt werden. Dabei

ist ihre Reihenfolge auf drei oder auf eine Weise wihlbar, je nachdem nimlich
diese drei Punkte ein zyklisches oder ein transitives Dreieck bilden. Demzufolge

kann die Bahn 4, 4,4, auf 3¢4(G,) +15(G,) =3 (;) —2t5(G,) Arten bestimmt werden,

wo 13(G,) und c;(G,,):[;) —15(G,) die Anzahl der transitiven bzw. zyklischen

Dreiecke des Graphen G, bedeuten. Wir werden nun das Minimum von 74(G,)
bestimmen.
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Unter dem ,,Anfangspunkt”™ eines transitiven Dreiecks sei derjenige eindeutig
bestimmte Knotenpunkt verstanden, von dem aus zu den beiden anderen Punkten
je eine Kante ausgeht. Treten aus einem Punkt A von G, e Kanten aus, so ist er

€ s . ” . 3
Anfangspunkt von [ 2] transitiven Dreiecken, denn die beiden restlichen Knoten-

punkte der transitiven Dreiecke diirfen aus den e Endpunkten der von A4 aus-
strahlenden ¢ Kanten beliebig ausgewihlt werden. Gehen also von den Punkten

Ay, A;, ..., A, des Graphen G, beziehentlich e,,e,, ..., ¢, Kanten aus, dann ist
- "e,,___l_ "z_n]

(26) IS(Gn) —v;;[zl = 2 (v;z;ev [2] ’

weil

(27) Se= ';_’]

(d. i. die Anzahl der Kanten von G,).

Die Summe 3 e? kann unter der Nebenbedingung (27) nur endlich viele Werte

v=1
annehmen, unter denen es einen kleinsten gibt. Das Minimum kann nur angenommen
werden, wenn entweder alle ¢; gleich sind oder wenn es zwei e-Werte gibt mit ¢; — ¢, =1
(i #k). Sei nimlich e; —e, =1, so besteht nach Verminderung von ¢, und Ver-
groflerung von e, um 1 auch weiterhin die Nebenbedingung (27). Andererseits gilt

n n
(e, =12 +(e;+1)02+E+...4+e2 = D et —2(e,—e,— 1)< D, &
v=1]

v=1]

n
d. h. > e¢? wire kein Minimum.
v=1

Ist n ungerade, dann ist jeder Summand von

@7) > [e‘.— ot ] -

v=1

n—I1
——, oder

eine ganze Zahl. Entweder verschwindet jeder Summand, d. h. e, = 5

es gibt mindestens ein positives und mindestens ein negatives Glied, d. h.

n—1 =1 el

€; ) y € 2

=—1.

¥ n
Jedoch ist dann e;—e;=2 und > e} kann infolgendessen kein Minimum sein.

v=1]
s 25 n—1
So erhilt man das Minimum fiir ¢, =e,=...=¢,=

e 2
(n—1)>*
TR

. Es betrigt demnach

n
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Bei geradem n sind die Summanden von (27°) keine ganzen Zahlen, sondern
von der Gestalt m+ 4 mit ganzem m. Demnach muB3 im Falle des Eintretens eines
Minimums die Hilfte der Summanden gleich +1, die andere gleich — 1 sein, oder
es gibe zwei Summanden, von denen der eine groBer als 4 der andere kleiner als
— 1 wire. Dann existierten aber auch zwei Kantenzahlen e; und ¢, mit ¢; —¢; =1,
weshalb Ye? ihr Minimum nicht annehmen kénnte. Fiir das Minimum gilt daher
bei geradem n:

o onfl. a—1)* 2[_.1_ n—1)°_ n(n*—2n+2)
v;:e“‘z[ﬁ 2 ]+2 EE 5 e L.

Somit ist also

—1)2
: :f("_4_U_ fir n=1 (2)
v=1 i("__aﬁ') fir =0 (2).

Zusammen mit (26) ?5) ergibt sich daraus:

l{n(u— l)z_n(n— l)} n(n—1)(n—3)
7

= , wenn n=1 (2)

A 4 2 s 8
W1 Jn(n? —2n+2) 1*:(@1—1)}_»‘1(“—2)2 2
5{ z e — 8 " wenn n=0 (2)
mithin
¢3(G,) = "'(”7_12212), —1,(G)=
(28)
nin—1) _ (+Da@-1) ., _
—og—(4n—8-3n+9) = 54 fir n=1 (2
=
-~ |n(n—-2) n+2)n(n-2) . Z.
25 @n—4-3n+6) =——r—— fir n=0 (2.
Des weiteren gilt ;
1{"4—-- (2n—4—n+3) = M fir n=1 (2)
3(” - u)é 2
3 ("4 2) (2n—2- +2)=7’1 (’1_2) fir n=0 (2),

25) Aus der obigen Uberlegung folgt nicht sofort, daB die rechte Seite das Minimum von
1:(G,) liefert, Es ist noch die Existenz eines derartigen Graphen zu zeigen mit
n-—1

€ =&y =, =g = 3 fur n=1(2)
bzw. 8 =Lz = ... = €8 CN . TEEH LTS .=y =——]
2 doadf A 2
2 2+I 2+ )

fiir #=0(2). Derartige Graphen konntan angegeben werden, jedoch ist es fiir die fogenden Uber-
legungen nicht wesentlich, daBl das Gleichheitszeichen angenommen werden kann.
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d. h. fiir beliebiges n

" n LN n—1
(28" 3{3]——213(0,)_4-2-”-2 ]

Die Bahn A,AZAF; der Punktpermutation 4,4,...4, vom Typ - —~...— —... kann

auf hochstens 3 ;]—ZI:,(G,,) verschiedene Weisen gewihlt werden. Entsprechend

gibt es hochstens (n—3) n;3][n;4] Maéglichkeiten fiir XIA;&; usw. bis zur

—_———

von der Form 3¢, 3¢+ 1 oder 3g+2 ist. Im ersten Falle ist jeder Knotenpunkt
bestimmt, im zweiten Fall ist A, nur auf eine Weise wihlbar, im letzten Falle konnen
die Punkte A4,_, und A4, die Punktpermutation auf zweierlei verschiedene Arten
abschlieBen. Die Anzahl der Knotenpunktpermutationen A4,, 4,, ..., A, betrigt
daher hochstens

o nlln—1 n—3|[n-4 n—17
S (] 51 PR P | B P S

Die letzten Faktoren sind

fir n=0(3): 3

3
;-
fir n=1(3): 4~% e P
-
2

fir n=23): 5

Damit erhalten wir die Abschidtzung

. n n—1 n—3 n—4 n—6 n—17
T“:T"énzﬂ_ih_("ﬁ3) 2 —2 ("“6) 2 2* -
n n—1 n—3 n—4 n—6 n—17 n-n! n-n!
R e 2) S Tt T s e 5 it R
2713 23
so daB 2% " . iy

T, s B &5 ol
s = = im) ey
23 23

' 1
26) Die Ungleichung 1=— folgt auch aus (24), wenn k=6 gesetzt wird; denn mit 7s=45
R 2
ergibt sich Ts =—l§ Ts wird durch die langwierige Untersuchung aller vollstindigen Graphe
6!

) ;
Ge bestimmt. Dagegen ist die obige Uberlegung zur Verallgemeinerung geeignet.
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Eine analoge Untersuchung der Punktpermutationen — - - ... = = = = = — |
fiihrt zu einer weiteren Verschidrfung der Abschitzung fir /. Zunichst sei fest-
gestellt, daf} fiir einen Graphen mit vier Knotenpunkten G, die Anzahl der voll-
stindigen Bahnen durch

(29) (Gy) =1+2¢5(Gy)
gegeben ist, ndmlich: aus (15) folgt mit Riicksicht auf den Paragraphen 5
[Galsx +[Galax(x — D) +[Gelix(x — D) (x —2) +x(x —1)(x —2)(x —3) =

= x*+2¢,5(G)x>.
Fir x=1 folgt (29). ?7)
Die Beziehung (29) wenden wir auf alle vollstindigen Teilgraphen G, des

gerichteten vollstindigen Graphen G, an. Es gibt (:] derartige Teilgraphen.

Jedes zyklische Dreieck eines Teilgraphen G, kommt in insgesamt (n—3)
Teilgraphen mit 4 Punkten vor, weil bei festgehaltene 3 Punkten der vierte auf
(n—3) verschiedene Arten ausgewihlt werden kann. Aus (29) erhilt man durch
Summation iiber alle vollstindigen Teilgraphen von G, mit 4 Punkten fiir die
Anzahl der Bahnen in G, mit 3 Kanten:

[:]+2(n—3)c3(6.,)_.
folglich mit (28)
[:]+2(n—3)03{6',,) =

n(n—1)(n—3) n*(n—1)(n—3)

3 (n—2+42n+2) = - 3 fir n=1(2)
f'_(_".__?i)“ﬁf})_ (,,_1+2,,+4)=("+_')"("; =3 rar n=00);

Diese Abschiitzung gibt also an, auf wievele Weisen die Bahn A, 4,454, der Punkt-

permutation A4;A4,...4, vom Typ — - —...— — —_.. hochstens gewihlt werden
(n—4)>*(n—5)(n-17)

kann. Analog ist die Bahn ASA(,A}}]: auf maximal — Bt fiir
n=1() und (—”_3)(""{?—”_.—9_(":7) Weisen fiir n=0(2) wihlbar usw. So

gelangt man bis zur Bahn

——

Agg-3Asg-2Asg- 14y, (n=4q+r; 0=r<4).

Im Falle n=0(4) ist die Punktpermutation damit abgeschlossen; ist n=1(4), so
ist der fehlende Punkt A, eindeutig bestimmt und fiir »=2(4) konnen A4,_, und

27) Die Formel (29) erhiilt man unmittelbar, wenn alle vollstindigen Graphen Gi: mit 4
Knotenpunkten — es gibt davon im wesentlichen 3 verschienene Typen — untersucht werden.
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A, in 2! — bzw. fiir n=3(4) die Punkte 4,_,, 4,_, und A4, in — fach verschiedener
Reihenfolge die Permutation beschlieBen.

Damit erhalten wir fiir die Anzahl der Punktpermutationen vom Typ
- —> —>,..—> — —... maximal

nn=1)(n=3) (-4*@-5)0-17)
8 8
— 2 — —
(n—8) (n8 9)(n—11) ok e
=Y @t D=2 0= - -4 (-6 (n-7)
8 8
AN HO DG I, amog)
Der letzte Faktor dieses Produkts betriigt
fir n=0(4): %21
2.4.2
fir n=1(4): kel
8
fir n=2(4): 7'6;34'3-2!
fir n=3(4): ?7—';-'1-31.
In jedem Falle gilt:
T, =T = (n+1)n! e (n+1)n!

35 8[':] '2_?':___3

SOWiC n n n
[T, 1/8(n+1) il ilee o)
V ! “]/ o e A l-” r R iy
2* ;
Das legt die Vermutung nahe, daB man aus der Untersuchung der Permutationen
4

vom Typ — = — —.., = —+ — — .. [=2 ° erhilt usw. Dazu miiBten die Beziehungen

(28) und (29) verallgemeinert werden; denn in der ersten Verallgemeinerung kommt

die Anzahl der zyklischen Fiinfecke, Siebenecke usw. und die Anzahl der aus

mehreren zyklischen Vielecken zusammengesetzten ,,zyklischen Figuren™ des

Graphen G, vor. Diese Verallgemeinerungen sind jedoch dem Autor nicht gelungen,
n F—

so dal} die durch die Abschidtzungen vermutete Relation /= lim J;’,‘- = —;— noch

nicht bewiesen werden konnte.
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Die nachfolgende Tabelle weist die Werte von 7, des oben eingefiihrten Mittel-
wertes K, als untere Schranke von T, und der oberen Schranken 7, 7., 7, 3=n=7)
aus:

n T , & y jA T y
3 3 3 3 6
4 5 3 6 8 5
5 15 1,3 30 40 25
6 45 22.5 90 108 126
7 189 78,75 630 504 882

AbschlieBend spricht der Verfasser Herrn Professor Dr. LASzLO REDEI, der
ihn zu der vorliegenden Arbeit veranlaBt und ihm bei ihrer Ausfiihrung mit wert-
vollen Bemerkungen zur Seite gestanden hat, seinen Dank aus, ferner Herrn Privat-
dozenten Dr. LAszLO KALMAR, dem er niitzliche Hinweise bei der Abfassung des
Artikels verdankt.

Nachtrigliche Bemerkung des Autors beim Korrekturlesen: Das Resultat (28”),
die Maximalzahl der Bahnen in G, mit zwei Kanten betreffend, 1dBt sich durch fol-
gende Uberlegung wesentlich einfacher gewinnen. Betrachtet man diejenigen Bahnen
mit je zwei Kanten, deren ,,mittlerer Punkt” ein bestimmter beliebig gewihlter Kno-
tenpunkt von G, ist, so besteht jede derartige Bahn aus einer in den ,,mittleren
Punkt” einlaufenden und einer von ihm ausgehenden Kante.

Laufen also von einem als ,,mittleren Punkt” ausgewihlten Knotenpunkt e,
Kanten weg und e,, Kanten in ihm ein, dann ist die Anzahl der in Betracht gezogenen
Bahnen mit 2 Kanten gleich ¢e,.

Wegen ¢, +e,=n—1 kann das Produkt e,-e, im Falle n=1(2) hdochstens
e 2
("--2- -1-) , im Falle n=0(2) héchstens; (% s 1] sein, und damit findet man sofort

(28").

Dem Verfasser ist es nicht gelungen, diese einfache Methode fiir die Bestimmung
der maximalen Anzahl der Bahnen mit k& Kanten fiir die Behandlung der Fille
k =2 zu verallgemeinern. Das Maximum der Anzahl der Bahnen mit je 3 Kanten
dann so auch weiterhin nur mittels (28) und (29) berechnet werden.
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