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Kongruenzsiitze fiir Sternfliichen in Riumen konstanter
Kriimmung

Von HERBERT FRANK (Berlin)

In der vorliegenden Arbeit werden einige Kongruenzsitze fiir Sternflichen
der klassischen dreidimensionalen Réume konstanter Kriimmung K bewiesen,
die eine Verallgemeinerung einiger im Nachtrag von E. RemMas und K. P. GROTE-
MEYER zu N. W. EFiMow [2] dargelegten Kongruenzsitze fiir Flichen positiver
GauBscher Kriimmung des euklidischen Raumes darstellen. Die gesamte Darlegung

wird fiir den hyperbolischen Raum 1S, (K = —}12-) ausgefiihrt, wihrend fiir den

euklidischen Raum R, (K=0) und fiir den elliptischen Raum S, [K: }2) nur auf

Abweichungen hingewiesen wird, die sich in diesen Ausfilhrungen fir die letzt-
genannten Ridume ergeben. Als Hilfsmittel werden die Herglotzschen Integral-
formeln und die in [4] bewiesenen Siitze benutzt sowie cin spezieller Hilfssatz fiir
Sternflichen, der im nachfolgenden bewiesen wird.

Die Herglotzschen Integralformeln. Da wir wiederholt von den Herglotzschen
Integralformeln Gebrauch machen miissen, seien sie hier ohne Herleitung wieder-
gegeben, um sie bei Bedarf vor Augen zu haben !).

Es sei @ eine Fliche der Klasse C® im 'S; mit dem begleitenden Vierbein
{ay, ay, a,, a3}, und e, sei ein beliebiger fester Punkt des 'S;. Man setzt dann

(I) pi=(eo,ai), £=0, l, 2, 3.
Hierbei gilt insbesondere

(2) p‘,:—rchf— =-r, p3|=rshlg-,
r ¥

wenn o den Abstand des Punktes e, vom Flichenpunkt x=ra, bezeichnet und
¢ den Abstand des Punktes ¢, von der Tangentialebene E der Fliche ¢ im Punkte x.
Ferner sind p,, p, die partiellen Ableitungen der Funktion rp, beziiglich des Paares
Pfaffscher Formen o, ¢,, so daB die Form

(3) Q(rpo) =p 1@, +prw,

eine Invariante der Fliche & ist.

1) Die I:Ierleitung der Herglotzschen Integralformeln fiir die Ridume 'S; und S; s. H.
FrANK [3], 615-617 und 620, fiir den R; s. W. BrascHkKE und H. ReicHARrDT [1], 103-104.
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Es seien nun @ und & zwei isometrische Flichen der Klasse C), wobei die
Parameternetze auf ihnen so gewihlt seien, daB sic einander durch die Isometrie
zugeordnet sind. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man dann annehmen,
daB in einander durch die Isometrie zugeordneten Punkten der Flichen @ und &
die Beziehungen

)] G,=0,,0,=0;, D3=03

gelten. Ist nun I" ein einfach zusammenhingendes Flichenstick von @, das von
einer (stiickweise) glatten, geschlossenen Kurve y berandet wird, so haben die
Herglotzschen Integralformeln die Gestalt

) f(Q(’Po)—ﬁ(fPo)) =~'[IP35[°'U “z]'*'-f—_[fpo(ﬂ*ﬁ)["':s .l
7

© [ (@ho)-20h0) = [ [ 50101031 > [ [ po(H — Aoy, 0]

' §

oder in der symmetrisierten Form

f{ﬁo (Q(’Po) = ﬁ(fpo)) +Po(ﬂ(rﬁo) = Q(fﬁo))} =

(7)
: .!.’ (po Py +Popi)dlo,y, 0,]
mit
8) 0= Ll Tl = (€11 —C11) (€22 — C22) — (12— 12)%

- [gl L] 02]

AuBerdem sei noch die Integralformel
2 .
©) [ 2o =2 [[ psK-K)loy, 021+ [[ po oy, o]
7 r r

erwihnt, die man bei der Herleitung der Formel (5) als Zwischenresultat erhilt.

Diese Integralsiitze gelten natiirlich auch fiir mehrfach zusammenhingende
Flichenstiicke I', deren Rand y aus einer endlichen Anzahl (stiickweise) glatter,
geschlossener Kurven besteht; denn ein solches Flichenstiick kann durch Auf-
schneiden in ein einfach zusammenhingendes Flichenstiick verwandelt werden,
wobei sich die Randintegrale iiber die angebrachten Schnitte in der Summe wegheben.

Bemerkung. Tm elliptischen Raum S, gilt
(10) |pol = rcos c: , |psl = rsin f :

wobei ¢ und ¢ die vorige geometrische Bedeutung haben. In den Integralformeln
(5), (6) und (9) dndert sich im Falle des S5 nur das Vorzeichen der zweiten Glieder
auf der rechten Seite: die symmetrisierte Herglotzsche Integralformel (7) bleibt
unverindert.
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Im euklidischen Raum R, setzt man

(11) 2po=(x, x) =0, p,=(x, ay), i=1,23.
Hierbei gilt insbesondere
(12) psl=0

wenn o den Abstand des Ursprunges von der Tangentialebene E der Fliche &
im Punkte x bezeichnet:; p,, p, sind die particllen Ableitungen der Funktion p,
beziiglich des Paares Pfaffscher Formen o,, ¢, und somit dic Form

(13) Q(po) =p 0, +pr0,

eine Invariante der Fliche @. In den Integralformeln (5), (6) und (9) steht in diesem
Falle auf der rechten Seite tiberall anstelle der Faktoren p,, p, und 1/r der Faktor 1;
die symmetrisierte Herglotzsche Integralformel erhélt man aus den Herglotzschen
Integralformeln (5) und (6) durch einfache Addition.

Zwei Hilfséitze fiir isometrische Fldchen. Der erste Hilfssatz prizisiert den
Satz 4 in [4].

Hilfssatz 1. Sind ® und @ zwei isometrische Flichen der Klasse C'® und ¢, ¢
einander durch die Isometrie zugeordnete Gebiete von ® bzw. ® mit K—K <0 und
& =0, auf derem Rand 6 verschwindet, so setzt sich der Rand von ¢ und @ aus einander
durch die Isometrie zugeordneten Randstiicken zusammen, die nur aus Kongruenz-
punkten bestehen, d. h., in deren Punkten die Beziehungen

C11=C11, C12=C12, C22=C32

gelten, oder aus einander durch die Isometrie zugeordneten Randstiicken, die Asymptoten
linien sind — soweit sie nicht aus Flachpunkten bestehen —, wobei jedoch stets wenig-
stens eines zweier einander durch die Isometrie zugeordneter Randstiicke Asymptoten-
linie ist.

Beweis. FaBt man die Ergebnisse des Satzes 4 in [4] tber die Struktur des
Randes von ¢ und ¢ zusammen, so gelangt man zu dem oben genannten Sach-
verhalt, jedoch mit dem Zusatz, dall noch zwei Randpunktmengen auftreten kénnen,
die zum Rand von ¢ und ¢ nirgends dicht sind. Es erweist sich allerdings, daB diese
Punktmengen bereits in den in der Formulierung des Hilfssatzes angefiihrten Rand-
punktmengen enthalten sind.

In der Tat, nach Satz 4 in [4] kann noch eine Menge von Randpunkten mit
K —K =0 auftreten, die zum Rand von ¢ und ¢ nirgends dicht ist. Diese Punkt-
menge ist in der AbschlieBung der Menge R~ der Randpunkte von ¢ mit K—K <0
enthalten, die nach dem zitierten Satz ausschlieBlich aus Kongruenzpunkten von
@ und @ oder Asymptotenlinienstiicken besteht. Aus Stetigkeitsgriinden kann dann
auch die AbschlieBung der Menge R~ nur aus Kongruenzpunkten oder Asymptoten-
linienstiicken bestehen. Somit ist die eingangs genannte Menge von Randpunkten
mit K —K =0 bis auf eine etwaige Teilmenge von Kongruenzpunkten von @ und &,
die zum Rand von ¢ und ¢ nirgends dicht ist, bereits in den in der Formulierung
des Hilfssatzes angefiihrten Randpunktmengen enthalten.

Als letzte Mdglichkeit kann eine Menge von Randpunkten auftreten, die zum
Rand von ¢ und ¢ nirgends dicht ist und ausschlieBlich aus Kongruenzpunkten
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von @ und & besteht. Diese Punktmenge ist in der AbschlicBung der Menge R*
von Randpunkten enthalten, die sich aus allen Randstiicken von ¢ zusammensetzt,
die — soweit sie nicht aus Flachpunkten bestehen — Asymptotenlinien sind, lings
derer also die zweite quadratische Grundform verschwindet. Somit ist die Menge
R* mit ihrer AbschlieBung identisch und folglich die eingangs genannte Rand-
punktmenge bereits in ihr enthalten.

Damit ist Hilfssatz 1 bewiesen.

Der zweite Hilfssatz befaBt sich mit der Invariante ¢ isometrischer Sternflichen.

Eine Fliche heiBit Sternfliche, wenn man einen Punkt ¢, (im R; den Ursprung)
so wihlen kann, daB ihre Stiitzfunktion p, beziiglich dieses Punktes nirgends ver-
schwindet. Eine Stiitzfunktion, die nirgends verschwindet, heifit definit.

Hilfssatz 2. Auf zwei isometrischen Sternflichen ® und ® der Klasse C'?,
die — sofern es sich nicht um vollstindige Flichen handelt — von (stiickweise) glatten
Kurven berandet werden, lings derer der Integrand des Randintegrals in der symmetri-
sierten Herglotzschen Integralformel verschwindet, gibt es keine einander durch die
Isometrie zugeordneten beschrinkten Gebiete mit K—K <0 und =0, auf deren
Rand — zumindest soweit er nicht gleichzeitig Rand von ® und & ist — & verschwindet.

BeEwEls. Wir beweisen diesen Hilfssatz indirekt und nehmen an, es gibt zwei
isometrische Sternflichen @ und & mit den genannten Eigenschaften, auf denen
einander durch die Isometrie zugeordnete beschrinkte Gebiete ¢ bzw. ¢ mit
K—XK =0 und 4=0 existieren, in deren Randpunkten — zumindest in denen, die
nicht zum Rand von @ bzw. & gehdren — § verschwindet. Nach Hilfssatz 1 gilt
dann auf den Réndern # und #j von ¢ bzw. ¢ folgender Sachverhalt:

1. Einander durch die Isometrie zugeordnete Randstiicke 7, und #,, die nicht
zum Ra%d von @ bzw. & gehoren, bestehen ginzlich aus Kongruenzpunkten von
@ und @.

2. Randstiicke n, von ¢ sind selbst Asymptotenlinien oder die ihnen durch
die Isometrie zugeordneten Randstiicke #j, von @ sind Asymptotenlinien, d. h., die
Randstiicke n, sind glatte Kurvenstiicke.

3. AuBerdem konnen Randstiicke 7, von ¢ zum Rand von & gehdren. Nach
Voraussetzung sind diese Randstiicke ebenfalls glatte Kurvenstiicke.

Wir verbinden nun die Endpunkte jeder zusammenhingenden Komponente
der Randstiicken 7, von ¢ durch eine einfache glatte Kurve y,, die ganz auf @ ¢
liegt — ist eine zusammenhingende Komponente der Randstiicken #, geschlossen,
so ersetzen wir sie durch eine einfache, geschlossene, (stiickweise) glatte Kurve 7,,
die ganz in @ ¢ liegt —, und bezichen in unsere Betrachtungen das Gebiet I" von
@ ein, das ¢ enthdlt und dessen Rand y aus den glatten Kurvenstiicken y,,, n, und
1, besteht. Wir setzen fiir alle Punkte von I’

(14) 6;=0;=0;, O3=w3=0;
und

(15)

Da in den Punkten des Durchschnitts (I'. @) () ¢, der aus den Randstiicken 5, von
¢ besteht, die Beziechungen

w; fir alle Punkte von I /¢
7 |@; fir alle Punkte von @.

CU=EU
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gelten und somit
w;=a;, [0;, 0] = [d;, &
ist, also auch
Doy = [0;, my] = [@3, &y] = Dd; D, = —[w;, o,] = —[d3, &,] = Da,,

sind die Koeflizienten ¢&;; in der Zerlegung der Pfaffschen Formen &; nach &,, &,
iiberall auf I' stetig und die Formen &, besitzen stetige duBere Differentiale. Ferner
sind die Integrierbarkeitsbedingungen

DG, = [@;, 6,], DO, = [‘a;s d)z],
D&Z - _[6)3': 6-1]9 Dé)z g— _[(ﬁlh (Dl]a

A~ A -~ l -~
0 =[d,,6,]-[0,,6;], Dd; = o [6y, 6:]—[Dy, B,]

erfiillt. Somit existiert nach dem Hauptsatz der Flichentheorie eine Fliche I' mit
den Pfaffschen Formen &,;, &;. Diese Fliche I’ ist sowohl dem Gebiet I' von @
als auch dem entsprechenden Gebiet I' von & isometrisch. Wegen (14) und (15)

gilt insbesondere fiir die Invariante 8(I", I") der isomterischen Flichen I' und I’

0 fiir alle Punkte von I ¢
o(I', I')=0 fiir alle Punkte von ¢.

Ferner, wegen (14) und (15) ist nach dem Hauptsatz der Flichentheorie das Gebiet
¢ von I', das den Flichenstiicken ¢ und @ durch die Isometrie zugeordnet ist, dem
Fldchenstiick ¢ kongruent oder symmetrisch; dabei kann man den Fall der Sym-
metrie durch Ausfiihrung einer Spielung von I’ auf den Fall der Kongruenz zuriick-
fiihren.

Da man bei der Herleitung der Herglotzschen Integralsitze lediglich die
Darbouxschen Formeln und die Integrierbarkeitsbedingungen benutzt, gelten diese
Integralsitze also auch fiir das isometrische Flichenpaar I' und I. Insbesondere
gilt nach (7) und (3)

J o pi=po ) @, =0+ (Bop2—po2) (@~ 3} =

(17)
= [[ o b5 +Bop)s (T, P)o,, 2).
.
Dabei verschwindet lings y der Integrand des Randintegrals: lings der Randstiicke
1, laut Folgerung aus Satz 4 in [4], lings der Randstiicke 7, laut Voraussetzung

des Hilfssatzes und lings der Randstiicke y, wegen (15). Beriicksichtigt man noch
(16) und die Kongruenz von ¢ und @, so kann man fiir (17) schreiben:

(18) [ (0o b5 +50 ) 3(T, Floy, 031 = 0.



192 H. Frank

Da @ und & Sternflichen sind, kann man annehmen, daB die Stiitzfunktionen
p3 und p; definit sind. Falls p; und p; verschiedene Vorzeichen besitzen, dndern
wir die Orientierung der Fliche &, indem wir die Richtung ihres Normalvektors
umkehren, und damit das Vorzeichen von j,. Wegen p, <0 und j, <0 verschwindet
dann der Ausdruck pop;+pops nirgends. AuBerdem gilt laut Voraussetzung
d(I', I’)=0 in den Punkten von ¢. War es allerdings nétig, die Orientierung von
& auf die genannte Weise zu dndern, so ist o([, I) nach Satz 2, Nr. 1—3 in [4]
nunmehr negativ in den Punkten von ¢. Dieser Widerspruch zu (18) beweist die
Richtigkeit der Behauptung unseres Hilfssatzes.

Bemerkung. Im Falle des S5 bedarf der Beweis des Hilfssatzes 2 einer Erginzung.
Wie aus (10) ersichtlich ist, besitzen in diesem Falle die Funktionen p, und p, a
priori kein festes Vorzeichen.

Es seien Punkte e, und &, des S; bereits so gewihlt, daB die Stiitzfunktionen
p3 und j, der Sternflichen @ und @ definit sind, und die Flichen @ und & seien
durch ihre Normalvektoren so orientiert, daB3 p; und p; gleiche Vorzeichen haben.
Dieser Sachverhalt erfihrt keine Anderung, wenn wir den Punkt &, durch eine
Bewegung des Raumes mit dem Punkt e, zur Deckung bringen. Sodann fiihren
wir durch das Zentrum der Hypersphire mit dem Radius r des vierdimensionalen
cuklidischen Raumes R,, die uns bei identifizierten diametral gegeniiberliegenden
Punkten als Modell des elliptischen Raumes §; dient, die Hyperebene R; mit dem
Normalvektor ¢;. Anstatt diametral gegeniiberliegende Punkte der genannten
Hypersphire zu identifizieren, kénnen wir als Modell des S, auch eine beliebige
Halbhypersphiire mit identifizierten diametral gegeniiberliegenden Punkten ihres
Randes ansehen. Insbesondere kénnen wir als Modell des S, eine der Halbhyper-
sphiiren des R, wihlen, deren Rand in der genannten Hyperebene R, liegt. Am Ver-
halten der Funktionen p; und j, dndert sich dabei nichts; die Funktionen p, und
po aber haben dann offenbar in allen Punkten von @ bzw. &, die nicht in der Ebe-
ne S, liegen, deren Modell der Rand unserer als Modell des S, fungierenden Halb-
hypersphiire ist, dasselbe feste Vorzeichen; in allen Punkten von & und &, die in
der Ebene S, liegen, verschwindet p, bzw. j,. Da aber in den Punkten von ¢ und ¢
laut Voraussetzung K—K <=0 gilt, kdnnen dort keine ebznen Bereiche auftreten.
Es kann sich also bei den Punktmengen ¢ (1.5, und ¢ (1 S, nur um Mengen handeln,
die auf ¢@ bzw. @ nirgends dicht sind. Somit wechselt die Funktion p,j;+pops
nunmehr auch im vorliegenden Falle in den Punkten von ¢ das Vorzeichen nicht
und verschwindet nur in einer auf ¢ nirgends dichten Punktmenge.

Die Kongruenzsdtze. Der Gegenstand unserer weiteren Untersuchungen werden
isometrische Sternflichen @ und & mit den folgenden Eigenschaften sein:

1°. Die Sternflichen @ und & lassen sich im GroBen durch ihre Normal-
vektoren so orientieren, dal3 in allen einander durch die Isometrie zugeordneten
Punkten mit K—K =0, die keine Flachpunkte sind, ihre mittleren Kriimmungen
gleiche Vorzeichen haben, also HH =0 ist.

2°. Es existiert fiir die Sternflichen @ und & je eine definite Stiitzfunktion
py und py, deren Vorzeichen iibereinstimmen, wenn die Vorzeichen der mittleren
Kriimmungen H und A in entsprechenden Punkten mit K —K =0, die keine Flach-
punkte sind, iibereinstimmen.

3°. Die Teilstiicke von @ mit verschwindender relativer Kriimmung werden
von stiickweise glatten Kurven berandet.
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4°, Die Menge der Randpunkte mit verschwindender relativer Kriimmung
eines Regelflichenstiickes mit K—K =0 auf & besteht nur aus Geradenstiicken.

Die ersten beiden Forderungen sind fiir die Kongruenz oder Symmetrie zweier
isometrischer Sternflichen wesentlich. LaBt man diese Forderungen fallen, so kann
man sich z. B. leicht zwei geschlossene Sternflichen vorstellen, die stiickweise
kongruent und stiickweise symmetrisch, also nichttrivial isometrisch sind.

Satz 1. Zwei isometrische, geschlossene Sternflichen der Klasse C*, die den
Bedingungen 1°—4° geniigen, sind kongruent oder symmetrisch.

Bewels. Es seien I und I" zwei isometrische, geschlossene Sternflichen mit
den genannten Eigenschaften. Wendet man auf sie den Integralsatz (7) an, so erhdlt
man auf bekannte Weise

(19) [ (po s+ o ps)dla,.a5] = 0.
5

Dabei seien I" und I" durch ihre Normalvektoren so orientiert, daB in allen ent-
sprechenden Punkten mit K —K=0 gilt HA=0, und p;, p, seien definite Stiitz-
funktionen von I' bzw. I' mit iibereinstimmenden Vorzeichen. Wegen po, <0 und
Po =0 wechselt dann die Funktion p,ps+ pops nirgends das Vorzeichen und ist
iiberall von Null verschieden. Ferner gilt dann in allen entsprechenden Punkten
von I' und " mit K—K =0 nach den Sdtzen 1 und 7 in [4] die Ungleichung 6 =0.
Auch in allen Teilgebieten mit K—K <=0 muB fiir  diese Ungleichung gelten, da
anderenfalls beschrinkte Teilgebiete mit K—K<=0 und 6=0 auftreten wiirden,
auf derem Rand ¢ verschwindet, was nach Hilfssatz 2 nicht moglich ist.

Aus (19) folgt somit, daBl ¢ identisch verschwindet. Nach Satz 1 in [4] gelten
dann in allen Teilgebieten von I und I' mit K —K =0 die Beziechungen

und dieselben Beziechungen gelten nach Satz 5 in [4] auch fiir alle Teilgebiete mit
K—K <=0, deren Punkte, in denen die geoditische Kriimmung der Asymptoten-
linien verschwindet, eine zu diesen Teilgebieten nirgends dichte Menge bilden.
Aus Stetigkeitsgriinden erstreckt sich die Giiltigkeit der Beziehungen (20) auch
auf die Rinder der genannten Teilgebiete von I' und I". Es verbleiben also nur
noch Teilgebiete zur weiteren Untersuchung, die Regelflichenstiicke sind.

Es sei @ ein zusammenhiingendes Regelflichenstiick von I' mit K—K <0 und
@ das ihm durch die Isometrie zugeordnete Regelfiichenstiick von I*. Lings der
geradlinigen Erzeugenden dieser Flichenstiicke, die einander durch die Isometrie
zugeordnet sind (s. Folgerung des Satzes 5 in [4]), gilt nach Satz 6 in [4]
@21) el SR

V—(K—K

Da keine geschlossenen Regelflichen der Klasse C*) existieren — eine vollstindige
Regelfliche der Klasse C'* enthiilt Geraden und kann deshalb nicht beschrinkt
sein — besitzen @ und & einen Rand und sind als Teilstiicke einer geschlossenen
Fliche beschriinkt. Wie wir bereits bewiesen haben, gelten in allen ihren Rand-

D13
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punkten mit K—K<0 die Bezichungen (20), also insbesondere auch H—H = 0,
wihrend die Randpunktmenge mit K —K =0 von @ laut Voraussetzung aus Geraden-
stiicken besteht. Dabei muB jedes Geradenstiick des Randes von @ eine Erzeugende
der AbschlieBung von @ sein.

In der Tat, anderenfalls kann man dieses Geradenstiick g — zumindest lokal —
als Leitlinie wéihlen. In jedem Punkt von g wird dann die Tagentialebene des betrach-
teten Regelfiichenstiickes von der Geraden g und einer Erzeugenden aufgespannt.
Lings g gilt aber w] + w3 =0,also w; =w, =0, was wegen K — K =0 aus der Identitit

(K—K) (01 +063)+2H (0, 6, — 0, 0)) + 0] + @3 = 0

folgt, wenn man beriicksichtigt, daB eine Gerade auf einer Fliche stets Asymptoten-
linie ist. Somit gilt lings g nach der letzten Darbouxschen Formel

das =ay — wlaz = 0,

d. h. ay=const. Folglich fallen die Tangentialebenen in den Punkten von g alle
in einer Ebene zusammen, und diese Ebene enthiilt alle Erzeugenden des betrachteten
Regelflichenstiickes. Dieses Regelflichenstiick ist somit ein ebener Bereich, was
nicht méglich ist, da fiir seine inneren Punkte K —K <0 sein sollte.

Es trifft also jede geradlinige Erzeugende von @ und & den Rand dieser Flichen-
stiicke in einem Punkt mit H — A =0, was dann wegen (21) in allen Punkten von @
und @ gilt. Wirhaben somit neben § = 0in den Punkten von @ und & noch die Identitit

e= g len—ai)—(n—E)P +era =) = H—H)P -5 =0,

woraus unter Beriicksichtigung von (8) die Beziehungen (20) folgen.

Es seien nun @ und & die einander durch die Isometrie zugeordneten Punkt-
mengen von I' und I" mit K—K=0. Wir bezeichnen mit @, die Menge der Flach-
punkte von @ und mit &, die entsprechende Punktmenge von &, mit &, aber die
Menge der Flachpunkte von & und mit &, die entsprechende Punktmenge von @.
Die Mengen der iibrigen Punkte von @ und @ bezeichnen wir mit @5 bzw. @;.

Da die Punktmengen @, und &, beide keine Flachpunkte enthalten, gelten
fir ihre zusammenhidngenden Komponenten, die innere Punkte besitzen, nach
Satz 8 in [4] die Beziehungen

— H -4

. i Gl - o
mit

7 = const

lings der Erzeugenden von @5 und @,, die einander durch die Isometrie zugeordnet
sind. Treffen also einander entsprechende Erzeugende von @; und @, auf Rand-
punkte von @ bzw. &, die keine Flachpunkte sind, so gelten lings dieser Erzeugenden
die Beziehungen (20), da sie auf dem Rand von @ und & gelten.

Es sei nun @% die Teilmenge von @;, in der die Beziechungen (20) nicht gelten.
Die Erzeugenden dieser Menge &% werden den Rand von @& nicht treffen oder in
Punkten treffen, die Flachpunkte sind. Es sei ferner @3 die Teilmenge von @, mit
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H #0. Ist dann I'* eine zusammenhingende Komponente der Vereinigung @3 U @3,
so gilt auf derem Rand y* iiberall @, =w, =0. In der Tat, der Rand y* von I'*
kann nur zusammengesetzt sein

1. aus geradlinigen Erzeugenden, lings derer @} + w3 =0, also w, =w, =0 gilt;

2. aus Teilen des Randes von @, die zum Rand von &% gehéren und somit
laut Definition von @3 aus Flachpunkten bestehen, in denen also @, =, =0 gilt;

3. aus Teilen des Randes von @, die zum Rand von &3 gehéren und somit
ebenfalls aus Flachpunkten bestehen, da auf dem Rand von @ gilt: o;=®, (i=1, 2),
in @, aber die @, identisch verschwinden;

4. aus Teilen des Randes von @,, der nach Definition aus Flachpunkten
besteht.

Hieraus ist ferner ersichtlich, daB es sich bei dem Rand 7* von I'* um eine
stiickweise glatte Kurve handelt, da nach Voraussetzung die zusammenhingenden
Komponenten des offenen Kerns der Menge @ von stiickweise glatten Kurven be-
randet werden und der gemeinsame Rand des Torsenstiickes I'* und der Ebenenstiicke
von @, offenbar aus Geradenstiicken besteht. Wir kénnen also auf I'* den Integral-
satz (9) anwenden. Beachten wir dabei, daB auf dem Rand y* die Pfaffsche Form
Q(rpo) verschwindet und in I'* die relative Kriimmung, so erhalten wir

[*fpoﬂlol,azl =0,

was nicht méglich ist, da H in I'* das Vorzeichen nicht wechselt und p, <0 gilt,
d. h., die Menge I'* muB leer sein.

Aus den bisherigen Aussagen ergibt sich, daB in allen entsprechenden Punkten
von @, und &, die Beziechungen (20) gelten und die Punktmengen @, und @,,
also auch die ihnen durch die Isometrie zugeordneten Punktmengen &, und &,,
identisch sind, dort somit die Bezichungen (20) trivialerweise gelten: ¢;;=¢;;=0.

Damit ist mit Berufung auf den Hauptsatz der Flichentheorie die Kongruenz
oder Symmetrie von I' und I' bewiesen.

Bemerkung. Es ist hier fur den Fall des S; dieselbe Bemerkung wie zu Hilfssatz 2
anzufiigen, die nur in sofern erginzt werden muB, daB jetzt auf den Flichen I' und
I" des S, einander durch die Isometrie zugeordnete ebene Bereiche auftreten kénnen,
die in der Ebene S, liegen, fiir deren Punkte p, und p, verschwinden. Aus (19)
folgt deshalb zunichst nur § =0 fiir alle Punkte von I' und I, die diesen Bereichen
in der Ebene S, nicht angehéren. Da aber fiir einander durch die Isometrie zu-
geordnete ebene Bereiche c;;=¢;;=0 gilt, verschwindet nach (8) die Invariante
o auch in diesen Punkten.

Diese Bemerkung gilt auch fiir alle nachfolgenden Sitze.

Satz 2. Zwei isometrische, beschrinkte Sternflichen mit Rand der Klasse C'®,
die einander entsprechende innere Punkte mit K—X =0, die keine Flachpunkte sind,
enthalten, sind kongruent oder symmetrisch, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. Die Flichen haben die Eigenschaften 1°—4°.

2. Die Riinder der Flichen bestehen aus endlich vielen Kurven der Klasse C'®,
deren Kritmmung nur auf einer zu ihnen nirgends dichten Punktmenge verschwindet.

3. Einander durch die Isometrie zugeordnete Randkurven sind kongruent oder
symmetrisch.
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4. Sind die Fldchen durch ihre Normalvektoren so orientiert, daf die Vorzeichen
ihrer mittleren Kriimmungen in allen entsprechenden Punkten mit K —K =0, die keine
Flachpunkte sind, iibereinstimmen, so sind sie gleich orientiert im Falle der Kongruenz
ihrer Randkurven und verschieden orientiert im Falle der Symmetrie ihrer Rand-
kurven; die Normalkriimmungen der Randkurven haben dabei in allen entsprechenden
Punkten — sofern sie nicht verschwinden — gleiche Vorzeichen.

Beweis. Es seien I' und I' zwei isometrische, beschriinkte Sternflichen mit
Rand, die die genannten Eigenschaften besitzen. Wir orientieren zuniichst die
Flichen I' und I’ durch ihre Normalvektoren so, dall in allen entsprechenden
Punkten mit K—K =0 die Ungleichung HA =0 gilt. Sodann wiihlen wir definite
Stiitzfunktionen p; und j; von I' bzw. I' aus, deren Vorzeichen iibereinstimmen.

Sind die einander durch die Isometric zugeordneten Kurven der Rinder y
und 7 von I' bzw. I" kongruent, so gilt
(22) k=k, w=w,
wenn die Randkurven gleich orientiert sind, was wir im weiteren annchmen werden.
Den Fall der Symmetrie der Randkurven kann man auf den Fall der Kongruenz
zuriickfiihren, indem man eine Spiegelung von I” ausfiihrt (die Ungleichung HA =0
in entsprechenden Punkten mit K — K =0, die Ungleichung k,k, =0in entsprechenden
Randpunkten sowie die Ungleichung p;p; =0 wird davon nicht beriihrt). Anderer-
seits ist die Kriitmmung und Windung einer Randkurve mit den Flicheninvarianten
im Randstreifen auf folgende Weise verkniipft:

(23) k,=kcos9d, k,=—ksind, k=VkZ+k?;
_ _©00,—0,0, ,_ 010, +w;0, d3
(24) == oi+o3 °’ tw= 63+ 03 ds’

wobei in der letzten Beziehung (24) das Zeichen ,,plus™” steht, wenn das be-
gleitende (Frenetsche) Vierbein der Kurve dieselbe Orientierung wie das begleitende
(Darbouxsche) Vierbein der Fliche besitzt, und das Zeichen ,,minus”, wenn diese
Vierbeine verschieden orientiert sind. Wegen der Isometrie stimmen in entsprechenden
Punkten von y und § die geoditischen Kriimmungen k, und £, iiberein. Nach (22)
und (23) stimmen somit auch die Absolutwerte der Normalkriimmungen k, und
k, iiberein, so daB wegen unserer Voraussetzung iiber das Vorzeichen der Normal-

kriimmungen gilt

(25) k,=k,.
In entsprechenden Punkten mit k =k #0 gilt dann nach (23) auch
(26) 9=3.

Da laut Voraussetzung auch die Flichen I' und I" gleich orientiert sind, steht in der
zweiten Beziehung (24) vor w und vor w dasselbe Vorzeichen, so dall sich wegen
(22), (25) und (26) aus (24) ergibt

(W —d,)0, — (0, —@)0, =
= (€yy "511}0"1 +2(¢y,—¢,,)0, 02'*'("22_522)“5 =0,
(0, —®,)0,+(w,—®,)0, =

= (('12_(':13)(0'5_0:;)"'[(('“ "‘(711)_("'22_(‘:23)]0'1 g; = 0,

(27)
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wobei sich die Giiltigkeit dieser Gleichungen aus Stetigkeitsgriinden auch auf alle
Randpunkte mit k =k =0 erstreckt, da nach Voraussetzung kK und X nur auf einer
zu y bzw. 7 nirgends dichten Punktmenge verschwinden.

Aus (27) und (28) folgt sofort

(29) 0,—-0; =0, w,—@, =0

lings einander entsprechender Randkurven, so daB ldings dieser Randkurven der
Integrand des Randintegrals in der symmetrisierten Herglotzschen Integralformel
(7) verschwindet. Wenden wir also auf die Flichen I' und I” diesen Integralsatz an,
so erhalten wir wiederum die Beziehung (19), aus der sich hier dieselben Schlul3-
folgerungen wie im Beweis des Satzes | ergeben.

Wenn wir noch zeigen, daB lings aller einander entsprechenden Randkurven-
stiicke # und #j von I' bzw. I, die zum Rand von Regelflichenstiicken mit K —K <0
gehdren, die Bezichungen ¢;;=¢;; oder K—K=0 gelten und liings aller einander
entsprechenden Randkurvenstiicke £ und & von I' bzw. I, die zum Rand von Regel-
flichenstiicken mit K—K =0 gehdren, die Beziechungen ¢;;=¢;; oder w;=®;=0,
so verlduft der Beweis des Satzes 2 im ibrigen offenbar in gleicher Weise wie der
Beweis des Satzes 1; es ist nur zu beachten, daB jetzt zum Rand der Punktmenge
= (s. S. 13) auch Randstiicke ¢ gehéren konnen, lings derer @, =, =0 ist.

Aus (29) folgt unmittelbar

0 = (¢, — ¢yl _‘122)_(012 —&13)*=0

lings des Randes von I' und I'. Ist in diesen Punkten auBerdem noch .

1
= “;{I("lt — &) —(C32 =) +(c12—E12)* = 0,

so gelten dort offenbar die Beziehungen c¢;;=¢;;. In einem Punkt P von 5 oder
¢ sei e#0. Dann kann man in einer Umgebung von P auf dem Randstreifen das
durch die Gleichung (28) definierte orthogonale Netz als Koordinatennetz ein-
fithren, und zwar so, daB die betrachtete Randkurve in der Umgebung von P zur
Kurvenschar o, =0 gehort. Aus (28) und (27) folgt dann

(30) C12=C3, €11 =Cyy,
wobei wegen £=0
(1) €22 %€y

sein mul. Unter Beriicksichtigung der Beziehung
(32) K—K::f'n"zz“('fz:Enﬁzz“flzz

ergibt sich somit schlieBlich
(33) €y =06y =0,

d. h., das betrachtete Randkurvenstiick von I’ sowie das entsprechende Rand-
kurvenstiick von I" ist Asymptotenlinie.

Haben wir nun ein Kurvenstiick von n bzw. ij vorliegen, so muB in den Punkten
desselben K—K <0 sein, daim Falle K—K=0 laut Bedingung 4° ein Geraden-
stlick vorliegen miiBte, wiihrend andererseits die Kriimmung der Randkurven
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von I' und I" nur in einer zu y bzw. § nirgends dichten Punktmenge verschwindet.
Ferner sind die geradlinigen Erzeugenden isometrischer Regelflichen mit K—K <=0
einander durch die Isometrie zugeordnet (s. Folgerung des Satzes 5 in [4]). Da die
betrachteten Kurvenstiicke von n und # ebenfalls Asymptotenlinien sind und einander
entsprechen, so miissen auch die Hauptkriimmungsrichtungen von I' in P und
von I im entsprechenden Punkt P einander durch die Isometrie zugeordnet sein.
Wegen (4) gilt somit in P und P nach den Transformationsformeln fiir die Koeffi-
zienten der zweiten quadratischen Grundform

2cy5 €08 2 —(Cyq —C35) SINn 222 =0,  2¢,, cos 2x — (€, —€5;) sin 2x =0,

wenn » den Winkel zwischen einer Hauptkriimmungsrichtung und der Randkurve
n in P bezeichnet. Hieraus folgt aber wegen (30) und (31) die Gleichheit sin 2x =0
und damit ¢;, =&, =0 in P bzw. P, was jedoch fiir K—K <0 nicht eintreten kann,
da auBerdem (33) in P und P gilt. Somit miissen lings n und # die Bezichungen
('U :EU gelten.

Haben wir ein Kurvenstiick von & bzw. & vorliegen, so gilt in den Punkten
desselben K—K =0 und somit nach (32) wegen (33)

(34) €12=¢1,=0.

Lings der betrachteten Kurvenstiicke von ¢ und &, die zur Kurvenschar ¢, =0
gehdren, haben wir also wegen (33) und (34)

-—w1=01201+0220‘2=0, G)2=C“O‘1 +C|202=0

und analog @, =@, =0, was zu beweisen war.
Damit kann der Beweis des Satzes 2 als abgeschlossen betrachtet werden.

Bemerkung. Ist in allen Randpunkten zweier isometrischer Sternflichen mit
Rand die relative Kriimmung nichtnegativ, so eriibrigt sich die Forderung iiber
das Vorzeichen der Normalkriimmungen der Randkurven im Satz 2, da diese dann
von selbst erfiillt ist, wie aus der Identitit

0,0, — W0, Oi+0]
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sofort ersichtlich wird.

In den anschlieBenden beiden Sitzen miissen wir zwei Arten von Sternflichen
unterscheiden: Eine orientierbare Sternfliche heiBt einseitig definit, wenn bei gleich-
bleibender Orientierung ihre definiten Stiitzfunktionen p; alle ein und dasselbe
Vorzeichen haben; besitzt eine orientierbare Sternfliiche bei unverinderter Orientie-
rung definite Stiitzfunktionen p; mit verschiedenen Vorzeichen, so heiit sie zwei-
seitig definit.

Satz 3. Zwei isometrische, beschrinkte, einseitig definite Sternfldchen mit Rand
der Klasse C'®, die aufer Flachpunkten keine inneren Punkte mit K—X =0 enthalten,
sind kongruent oder symmetrisch, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. Die Flichen haben die Eigenschaften 3°—4°.

2. Die Riinder der Flichen bestehen aus endlich vielen Kurven der Klasse C'®,
deren Kriimmung nur auf einer zu ihnen nirgends dichten Punkitmenge verschwindet.

3. Einander durch die Isometrie zugeordnete Randkurven sind kongruent oder
symmetrisch.



Kongruenzsiitze fiir Sternflichen g 199

4. Sind die Flichen durch ihre Normalvektoren so orientiert, daf die Vorzeichen
ihrer definiten Stiitzfunktionen iibereinstimmen, so sind sie gleich orientiert im Falle
der Kongruenz ihrer Randkurven und verschieden orientiert im Falle der Symmetrie
ihrer Randkurven:; die Normalkriimmungen der Randkurven haben dabei in allen
entsprechenden Punkten — sofern sie nicht verschwinden — gleiche Vorzeichen.

Diesen Satz beweist man offenbar vollig analog dem Satz 2. Dasselbe trifft
auch fiir den nachfolgenden Satz zu.

Satz 4. Zwei isometrische, beschrinkte Sternflichen mit Rand der Klasse C'®,
deren eine zweiseitig definit ist und die aufer Flachpunkten keine inneren Punkte
mit K—XK =0 enthalten, sind kongruent oder symmetrisch, wenn folgende Bedingungen
erfiillt sind:

1. Die Flichen haben die Eigenschaften 3°—4°,

2. Die Rénder der Flichen bestehen aus endlich vielen Kurven der Klasse C®,
deren Kriimmung nur auf einer zu ihnen nirgends dichten Punktmenge verschwindet.

3. Einander durch die Isometrie zugeordnete Randkurven sind kongruent oder
symmetrisch.

4. Die Normalkriimmungen der Randkurven haben bei gleicher Orientierung
der Fldchen in allen entsprechenden Punkten — sofern sie nicht verschwinden — gleiche
Vorzeichen im Falle der Kongruenz der Randkurven und verschiedene Vorzeichen
im Falle der Symmetrie der Randkurven.

Als nichstes betrachten wir Sternflichen mit Rembsschen Rdndern, d. h. mit
Réndern, die aus endlich vielen Kurven bestchen, lings derer der Normalvektor
der Fliche konstant ist.

Satz 5. Zwei isometrische, beschrinkte Sternfldichen der Klasse C'® mit Rembs-
schen Réndern der Klasse C®, die den Bedingungen 1°—4° geniigen, sind kongruent
oder symmetrisch.

BEWEIS. Aus a; =const lings eines Rembsschen Randes folgt nach der letzten
Darbouxschen Formel
da; =w,a; —w,a, =0,
daB dort gilt
(35) 0, =w0,=0.

Insbesondere folgt hieraus K—K =0 fiir alle Randpunkte.

Sind also I" und I zwei isometrische Sternfliche mit den genannten Eigenschaften,
die durch ihre Normalvektoren so orientiert sind, daB in allen entsprechenden
Punkten mit K—K =0 fiir ihre mittleren Kriimmungen HA =0 gilt und fiir zwei
ihrer definiten Stitzfunktionen p,j, =0, so verlduft wegen (35) unter Anwendung
der symmetrisierten Herglotzschen Integralformel (7) der Beweis des Satzes 5 ganz
analog dem des Satzes 2.

AbschlieBend wollen wir uns noch mit den Sternflichen mit sphdrischen Réndern
befassen, d. h. mit Réndern, die aus endlich vielen Kurven bestehen, lings jeder
derselben alle Flichennormalen durch einen festen Punkt — das sphdrische Zentrum
der Randkurve — gehen.

Satz 6. Zwei isometrische, beschriinkte Sternflichen der Klasse C'® mit sphiiri-
schen Rindern der Klasse C'®, deren Randkurven alle ein und dasselbe sphdrische
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Zentrum besitzen, sind kongruent oder symmetrisch, wenn folgende Bedingungen
erfiillt sind:

1. Die Flichen haben die Eigenschaften 1°, 3° und 4°.

2. Die Stiitzfunktionen der Flichen beziiglich des sphdrischen Zentrums der
Randkurven sind definit und haben gleiche Vorzeichen, wenn die Vorzeichen der mitt-
leren Kriimmungen in entsprechenden Punkten mit K—K =0, die keine Flachpunkte
sind, iibereinstimmen.

Beweis. Ist e, das sphiirische Zentrum einer sphdrischen Rundkurve, so gilt
lings dieser Kurve

(36) eo=r[aoch-£:.1+aash$ y m-;'éo,
woraus sich sofort ergibt
(37) p1=(eo, a;)=0, p,=(eo, a;)=0.

AuBerdem erhilt man durch Differentiation unter Verwendung der Darbouxschen
Formeln

rda,=o0,a, +0,a,, day=w,a, —w,a,
aus (36) die Gleichung

(6,a,+0, a;)chg:--i-r(wzal —w, az)sh¥+ a, sh ?“““3 ch 2:— dR = 0,

aus der neben R =const insbesondere folgt

L) 4| b
(38) Chg—:o‘l+r5h§mz=0, ch%az—rsh%wlzﬁ,

wonach lings der sphirischen Randkurve gilt

(39) 0,0, +w®,0, =0,
d. h., sie ist Kriimmungslinie.

Sind also I und I" zwei isometrische Sternflichen mit den genannten Eigen-
schaften, die durch ihre Normalvektoren so orientiert sind, dal3 in allen entsprechen-
den Punkten mit K —K =0 fiir ihre mittleren Kriimmungen HA =0 gilt, so verliuft
wegen (37) und (39) der Beweis des vorstehenden Satzes unter Anwendung der
symmetrisierten Herglotzschen Integralformel (7) wiederum véllig analog dem des
Satzes 1, wenn p; und j, die Stiitzfunktionen von I" bzw. I" beziiglich des gemeinsamen
sphirischen Zentrums e, bzw. &, der sphirischen Randkurven sind. Dabei ist nur
zu beachten, daB fiir einander durch die Isometrie zugeordnete Randkurven mit
K—K#0 die Beziechungen ¢;;=¢;; gelten und fiir Randkurven mit K—K=0 die
Pfaffsche Form Q(rp,) im Integralsatz (9) wegen (37) verschwindet.

Um die Giiltigkeit der Beziechungen ¢;; = ¢;; fiir Randkurvenstiicke mit K—K =0
zu zeigen, geniigt es, auf den Randstreifen in der Umgebung der Punkte der betrach-
teten Kurvenstiicke das durch die Gleichung (28) definierte orthogonale Netz,
dem wegen (39) auch die Randkurven angehdren, als Koordinatennetz einzufiihren.
Aus (28) und (39) folgt dann fiir die betrachteten Randstiicke ¢,, =¢,, =0, woraufl
sich aus 6=0 und K—K=¢,,¢;,=¢,,¢5,#0 die genannten Bezichungen sofort
ergeben.
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Bemerkung, Im Falle des S5 steht anstelle von (36) die Gleichung
e =r aocos¥+a,,sin¥], R=0

und im Falle des R;, wenn das sphirische Zentrum der sphirischen Randkurve
als Ursprung gewihlt ist, die Gleichung

x+Ra; =0, R=0.

In beiden Fillen gelangt man offenbar zu denselben Aussagen iiber die sphirischen
Randkurven.
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