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Ubertragungstheorie beziiglich der allgemeinen
Linienelementtransformationen

Von ARTHUR MOOR (Szeged)
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§ 1. Einleitung

Im folgenden werden wir eine lineare Ubertragungstheorie in einem solchen
Raum 9, entwickeln, dessen Grundelemente (x',v'), (i=1,2,....,n) den Trans-
formationsformeln von der Form:

£ = #x, x2, ..., X"
(1.1 o Umad s sab o o ox) |
¢ = @, 9, ...,.7"), V= 3 ¥
(9%') | ov'
(lZa) Det -(;}—"‘_'k‘ =0 (l2b) Det '5:_?? #0
geniigen und die Funktionen #(¢', ..., ?") dabei in den ©* homogen von erster

Ordnung sind. Die ¢ sollen immer nur bis auf einen skalaren Faktor bestimmt
sein, d. h. (x, v') und (x', ot') definieren dasselbe Grundelement von 9R,. Offenbar
ist diese Eigenschaft auf Grund der vorausgesetzten Homogenitit erster Ordnung
der Funktionen #(¢) auch fiir die transformierten Grundelemente (&', o) giiltig.

Vor allem geben wir eine geometrische Interpretation fiir die Grundelemente
(x', v). Nehmen wir erstens an, daB in (1. 1) die Relation ¢ =¢' besteht. Dann
bestimmt (1. 1) wegen (1. 2a) die Transformationsformel der gewdhnlichen Linien-
elemente (x',¢), wo x' das Zentrum und ¢' die Richtung des Linienelementes
definiert. &' =%/(x) bestimmt eine Punkttransformation, die das Linienelement
(xf, v') in (&, ) transformiert. Transformiert man dann zweitens die Richtung &' des
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Linienelementes (&, i) durch eine Richtungstransformation o' =¢(#) in die
Richtung ¢, d.h. man dreht das Linienelement (&, i) um sein Zentrum ¥, so
erhdlt man eben die Transformationsformel (1. 1), die somit als die Zusammen-
sitzung einer reinen Punkt- und einer reinen Richtungstransformation der Linien-
elemente (x%, ¢) interpretiert werden kann. Wir wollen aber im folgenden die (x', ¢')
als erweiterte Linienelemente auffassen, die der Transformationsformel (1. 1) geniigen
und die im Falle ¢'=#" die gewdhnlichen Linienelemente bestimmen.

Eine Ubertragungstheoriec im 9i,-Raume der erweiterten Linienelemente
definiert also die Paralleliibertragung der Vektoren und Tensoren, die jetzt von den
(x',v) abhiingig sind. Wir miissen aber auch den Tensorbegriff beziiglich der
Transformationen (1. 1) erweitern, so aber, daB wir im Falle ¢! =% die wohl-
bekannten Transformationsformeln der Tensoren bekommen. Dementsprechend
werden wir in § 2 den Tensorbegriff erweitern, und dann, in § 3 definieren wir
das invariante Differential der verallgemeinerten Vektoren bzw. Tensoren, und
wir bestimmen ferner die Transformationsformeln der Ubertragungsparameter.
Eine derartige allgemeine Ubertragungstheorie der verallgemeinerten Vektoren
und Tensoren haben A. KAwAGucHi und S. HokAri begriindet (vgl. [S]—[7]).
Die Grundtransformationen der Kawaguchi—Hokarischen Geometrie ist zwar
allgemeiner als unsere zu Grunde gelegten Transformationen (1. 1), aber eben deshalb
konnen in dem von uns betrachteten Falle auch solche charakteristische Sdtze
bewiesen werden, die im allgemeinen schon nicht giiltig sind. Auch die von uns
angegebene geometrische Interpretation, nimlich die Zusammensetzung der Grund-
transformationen (1. 1) aus einer Punkt-und Richtungstransformation der Linien-
elemente, besteht im allgemeinen Fall nicht. Fiir eine andere geometrische Inter-
pretation vgl. auch [8]. Eine eingehende Vergleichung unserer Untersuchungen
mit denen von A. KAwAGUcCHI und S. HokARI werden wir iibrigens im §9, in
den SchluBbemerkungen angeben.

In §4 bestimmen wir die fundamentalen kovarianten Ableitungen unserer
in § 3 begriindeten Ubertragungstheorie. Nachher erweitern wir in § 5 das invariante
Differential auf Pseudotensoren, die solche GroBe sind, die nur im 9i,-Raum auf-
treten und im gewdhnlichen Linieneclementraum (bzw. Punktraum) mit den gewdhn-
lichen Tensoren iibereinstimmen. Diese Erweiterung geschieht mittels einer speziellen
groBe af, die in den Linienelementriumen in das Kroneckersche J} iibergeht.

In § 6 konstruieren wir die Ubertragungsparameter aus einem symmetrischen
rein kovarianten Tensor zweiter Stufe g, (x, v), der die Rolle des metrischen Grund-
tensors im 9i,-Raum spielt. In §7 werden wir die Torsions- und Kriimmungs-
grolen der M,-Ridume festlegen.

Unsere Theorie wird somit die Verallgemeinerung der Theorie der affinzu-
sammenhingenden Mannigfaltigkeiten von Linienelementen (vgl. [4]), bzw. im
metrischen Fall wird sie die Verallgemeinerung der Cartanschen Theorie der Finsler-
rdume (vgl. [2]). Endlich — in § 8 — werden wir einige charakteristische Kurven
in unserem I,-Raum untersuchen.

§ 2. Erweiterung des Begriffs der Vektoren und Tensoren

Der Begriff der Vektoren und Tensoren in den Punkt-bzw. Linienelement-
riumen kann mit Hilfe der Transformationsformeln der Grundelemente fest-
gelegt werden. Falls in (1. 1) &' =#' gilt, d. h. der Raum M, ein gewdhnlicher Linien-
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elementraum ist, so hat bekanntlich die Transformationsformel eines Tensors
T}:’_:‘}-’, die Form:

X dxir Pxb oxbs

2.1) THar(2 ) = T e 9o g The (%, v),
wo dle Ableitung der inversen Transformation x*=x’(£) bedeutet. Diese

Bff
inverse Transformation existiert wegen der Bedingung (1. 2a) immer. Wir kdnnen
uns leicht iiberzeugen, daB im Falle ?' =¢ auf Grund der zweiten Relation von
(1. 1), die Transformationsformel (2. 1) in der Form

- Liva. & a i 3-“ a‘bl a s
(2.2) St = S S S o e THE G 0)

geschrieben werden kann, da im erwihnten Falle

' of ot ox
r  x’ ol %I

gilt.

Die Transformationsformel (2. 2) ist schon geeignet dafiir, daB mit ihr die
Tensoren im 9R,-Raum definiert werden, falls wir zeigen, daB die inverse Trans-
formation von (1. 1) existiert. Auf Grund von (1.2a) und (1. 2b) sind aber die
Formeln von (1. 1) beziiglich x* und &' 18sbar, d. h. es gilt:

d=xi(, ..., ), F=0@, ..., 7).

Beachten wir jetzt, daB3 aus

0%
'-.J — o
(2. 3a) U o
; ; . o
nach einer Uberschiebung mit 9%
e 0%
(2. 3b) R arj U

folgt, so bekommt man fiir die inverse Transformation von (1. 1) die Formeln

g R

2.9 i O sy 2 ..
t-—axsl(t RS g B

wo #%(p) die Losung des in (1. 1) auftretenden Funktionensystems ¢'(7) beziiglich
#* bedeutet und wo nach (1. 2a) und (1. 2b) auch

Det gxl]ﬁ(} Dct[ ]#0

giiltig sind.
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Wir beweisen das folgende, fiir die spiteren noch sehr wichtige

Lemma 1. In den Transformationsformeln (1. 1) und (2. 4) sind 1. die ' von
erster Ordnung homogene Funktionen von v', ..., v" und auch 2. die v' sind von erster
Ordnung homogene Funktionen von ©',...,0".

Beweis. Die Behauptung 1. des Lemmas ist auf Grund der Forderung iiber
die Funktionen ¢'(9) (vgl. (1. 1) und die nachfolgenden Zeilen) trivial, da & von
den ¢’ linear abhingig ist. Wir miissen also nur die Behauptung 2. beweisen. Setzen
wir statt (1. 1)

(2.5) o' = ¢'(),
so gilt nach unserer Annahme:
(2. 6) ¢'(e0) = 09" ().

Driickt man # mittels ¥ aus, was nach (1. 2b) méglich ist, so wird:

2.7 o' = '(0) = (D).
Nach (2. 5) und (2. 7) gilt: : _
V(o @) =7

Setzen wir nun in diese Identitit statt ¢ die GroBe pi’, beachten wir ferner (2. 6),
so wird:

¥ (o (9)) = ot
In Hinsicht auf (2. 5) und (2. 7) bekommt man aus dieser Formel

¥i(e) = ov'(9)

und das driickt schon nach (2. 7) und (2. 4) die Behauptung 2. unseres Lemmas 1 aus.
Jetzt konnen wir schon den Begriff der Tensoren im 9,-Raum festlegen, da
im M,-Raum nach (1. 1) und (2. 4)

vt o'
o’ P
Sinn haben.

Definition. Ein verallgemeinerter Tensor, kurz Tensor im I,-Raum ist die
Gesamtheit der Funktionen T} (x,v) die bei einer Transformation (1.1) — bzw.
(2.4) — dem Tran.s;formanonsgesetz (2. 2) geniigen.

Ein Pseudotensor im 9M,-Raum ist die Gesamtheit der Funktionen Fj':i:(x, v)
die bei einer Transformation (1. 1) dem Transformationsgesetz von der Form:

(2.8) Fiiii(®,0) = plt ... ol gl .. g Fi8(x, v)
RS It (9x" o’
geniigen, wo die pl, bzw. ¢} die Grifen — e D bzw, — 9% 95 bedeuten kannen,

so aber, dafi die beiden Type der Faktoren, d. h. dx und auch dv effektiv vorhanden
seien.
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Sind in (2. 8) nur die Faktoren dx vorhanden, d. h. gilt in (2. 8):

Pﬂ‘u a.\_a'! qJ — a",:)(

so geht (2. 8) in (2. 1) ither, F::: ist also ein Tensor im engeren Sinne, d. h. ein gewohn-
licher Tensor.

Bemerkung. Beziiglich der allgemeinen Transformation (1. 1) bzw. (2. 4) sind
die einzelnen Faktoren in (2. 2) von der Form:

v’ s o' 0x" bss o’ it ox® o

o " Ix° B Y T -
Die Formel (2. 2) ist also wirklich eine Verallgemeinerung von (2. 1), und sie geht
nur im Falle & =¢ in (2. 1) iiber—.

Die Vektoren sind die Tensoren erster Stufe. Offenbar gehéren diese zu einer
der folgenden beiden Type: 1. verallgemeinerte Vektoren mit den Transformations-
formeln:

o _ 0D - o’

i r — 4
(2.9a) A= P X bzw. (2.9b) Y, = 9 b A
2. Vektoren im engeren Sinne mit den gewdhnlichen Transformationsformeln:
L - x*
(2. 10a) = o 4 bzw. (2. 10b) W;= Fra P

Pseudovektoren kénnen im Sinne der angegebenen Definition nicht existieren.
(Dieser Vektorbegriff befindet sich auch bei Hokari, vgl. [6] S. 25).

Die drei verschiedenen Type der Tensoren, d. h. die verallgemeinerten Tensoren,
die Pseudotensoren und die Tensoren im engeren Sinne kommen — wie wir es
sehen werden — im 9N,-Raum effektiv vor, vgl. den Satz 3 und die Formeln (4. 15).
Ist aber in der Transformation (1. 1) ¢! =, d. h. ist die Transformation (1. 1) im
Wesentlichen eine Punkttransformation £=%/(x) der Linienelemente (x', v%),
die wir kurz als gewohnliche Linienelementtransformation bezeichnen wollen, so
stimmen wegen (2. 3a) alledrei Type der Tensoren iiberein. In diesem Falle existieren
nur Tensoren im engeren Sinne.

Interpretieren wir die (x%, ¢) als ein Linienelement, so kann der folgende Satz
bewiesen werden:

Satz 1. Die Transformationsformeln (2.9a) und (2.9b) der verallgemeinerten
Vektoren setzen sich aus einer Punkt— und aus einer durauffolgenden Richtungstrans-
formation zusammen.

Beweis. Zuerst bestimmen wir die Komponenten der verallgemeinerten Vektoren
nach einer reinen Punkt — bzw. Richtungstransformation. Die reine Punkttrans-
formation ist — wie schon bemerkt wurde — durch #' =’ charakterisiert. Es gehen
in diesem Falle nach (1. 1) bzw. (2.4) die Transformationsformeln (2.9a) und

(2.9b) in
@2.11) xi=%y p_ 9,

T ox T
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iiber, wo wir die neuen Komponenten durch einen Strich bezeichnet haben.
Ist nun (1. 1) eine reine Richtungstransformation, dann ist wegen £ =x':

Al A s b

=0, ..., T, v =r,
und (2. 9a) und (2. 9b) gehen in
5 o' 5 a0’
| A r p—
(2.12) X' = 3!—)'-X1 Yl_ 86, s
iber.
Betrachten wir nach diesen Vorbereitungen die Transformationsformeln (2. 9a)

und (2. 9b) beziiglich der allgemeinen Transformation (1. 1) bzw. beziiglich ihrer
Inversen Transformation (2. 4). Diese kénnen wir nach (2. 11) in der Form:

R
“ oo X "o

s Bt Dt ov"

h=r =

schreiben. Diese beiden letzten Formeln driicken aber nach (2. 11) und (2.12) aus,
daB die Vektoren X' bzw. Y7 nach einer Punkttransformation in X’ bzw. Y, und
dann nach einer Richtungstransformation in X! bzw. Y transformiert wurden.

§ 3. Das invariante Differential der verallgemeinerten Vektoren

Das invariante Differential der Vektoren wollen wir durch die folgenden
Forderungen festlegen: 1. Das invariante Differential soll zu einem kontra- bzw.
kovarianten Vektor wieder einen kontra- bzw. kovarianten Vektor zuordnen.
2. Das invariante Differential soll den gewdhnlichen Differentiationsregeln genitigen.
3. Beziiglich einer Transformation (1. 1) mit der Bedingung &' = i, soll das invariante
Differential in das entsprechende invariante Differential der gewdhnlichen affin-
zusammenhiingenden Linienelementriume iibergehen (vgl. [4] §1).

Das invariante Differential eines kontravarianten Vektors muB auf Grund
dieser Forderungen die Form:

(3. 1) DX' = dX'+ M}, X! d* + L}, XI dx*

haben. Wir miissen noch die Transformationsformeln der Ubertragungsparameter
bestimmen. Aus der Forderung 1. folgt, daB DX’ ein verallgemeinerter Vektor
sein mul}, d. h. es gilt die Transformationsformel:

P (.)fl s
(3.2) Df' = 2= DX".

Es ist nun nach der Form (3. 1) des invarianten Differentials:

(3.3) Di‘:dfi'i'ﬁ?“‘“fjdak'i-z.;tfjd.?.
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Aus der Transformationsformel (2. 9a) von X' folgt nun:

e P ' : P L D2
34 df! = Srdx*+X Wd”'+wd”'l
Auf Grund von (1. 1) hat man noch:

i otk ot o*

I o L b B i T r
(3.5 di* = o dt.+ax,dx’, dr“—-ax,dx.

Substituieren wir nun die Formeln (3. 1) und (3. 3) in (3. 2), beachten wir dann
(3.4) und (3. 5), so bekommen wir durch Gleichsetzen der Koeffizienten von dv"
und dx" die Transformationsformeln der Ubertragungsparameter M, und Lj‘k.
Es wird nach Indexvertauschungen

AR O P L

90 Miv= Mg 5 oxt 5ua0
AP O Y N N
e L= Ly ot Mo o+ 5w g

Aus diesen Formeln kénnen die Transformierten der Ubertragungsparameter,
d.h.: M}, und L/, bestimmt werden. Auf Grund von

(3.6) (%’} g’; =8, (o} : Kronecker-d)
wird nach einer Kontraktion mit g;—:,, g;: bzw. mit g-}:

P T o A L
r 9t 9 O%4 PEAXT 9581 Ox Ot 9% dvr

(3.9 L)sL!

Um die Homogeneitiitseigenschaften der Ubertragungsparameter zu bekommen,
beachten wir, daB X' in den v homogen von nullter Ordnung ist und DX’ auch
homogen von nuliter Ordnung sein soll. Setzen wir jetzt in (3. 1) statt ¢' die GroBen
o(x, v)v’ ein, so sieht man, daB DX’ dann und nur dann unverindert bleiben kann,
falls L/, in den v' homogen von nullter Ordnung, M, homogen von (— 1)-ter
Ordnung und noch

(3.10) M\ EM\ot =0

ist, was wir im folgenden immer annehmen wollen. In der Formel (3. 10) und im
folgenden werden wir durch den Index ,,,” immer die Kontraktion mit ¢/ bezeichnen.
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Die GroBen ¢* selbst, die die Richtung des erweiterten Linienelementes be-
stimmen, haben einen kontravarianten Vektorcharakter und sie geniigen dem
Transformationsgesetz (2. 9a). Aus (1. 1) folgt nimlich wegen der Homogeneitit
erster Ordnung:

A
af v

V= —

ok

o

und das beweist unsere Behauptung.

Die Bedingungsgleichung (3. 10) ist eine Tensorrelation, zwar M}/, kein Tensor
ist, wie das nach der Transformationsformel (3. 8) bestitigt werden kann. Auf
Grund der Homogeneitiit erster Ordnung von #(v) und ¢'(v) folgt niimlich, daB
M, ein Tensor ist, da das Glied 9?¢* nach der Kontraktion mit & aus (3. 8) hinaus-
fallt.

Wir umformen noch fiir die spiteren die beiden Transformationsformeln
(3. 8) und (3. 9). Aus (3. 6) folgt nach einer partiellen Ableitung nach ©¢ die Relation:

0, o R 00 D
PYER ol L R PR hp T
und aus (3. 8) wird somit

& PTG T T T
: - L)
(3.11) M), = M7, P vt o1 ' It QrP 9T

Fiir die Umformung von (3. 9) eliminieren wir zuerst M,’, mittels der Formel (3. 8),
ferner setzen wir:
ot* Ix" ot o

e ax 9%~ or 0%1”

was nach der partiellen Ableitung von ¢* nach £4 auf Grund von = 0 unmittelbar

PXd
folgt. Differenzieren wir unsere letzte Relation nochmals nach #7, so wird:
*tk 9t Ox R* It W 9V

(3.12a) IO 9P 0% - OO 9 9t 97 9% IoP’

und damit verindern wir das letzte Glied in (3. 9). Wir bekommen somit fir L),
die Transformationsformel:

. ﬂﬁf_£+M, ot bt vt A 0?0

ot vt oxe

o
(3.13) Lj,=L A4 T P YR PP TP YT

wo wir auch die zu (3. 6) inverse Relation

otk "

(3. 14)

beniitzt haben.
Mit Hilfe von (3. 11) und (3. 13) kann schon bewiesen werden, daBB diec Formel

=t

(3. 15) DYI - in—Mijk Yj dl-'k—Lijk YJ ‘ka
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den Forderungen des invarianten Differentials geniigt, d. h. (3. 15) die Formel
des invarianten Differentials der verallgemeinerten kovarianten Vektoren bestimmt.

Die Formeln (3. 1) und (3. 15) bestimmen das invariante Differential der verall-
gemeinerten Vektoren im 9R,-Raum der verallgemeinerten Linienelemente. Fiir
einen Skalar ist das invariante Differential mit dem gewdhnlichen Differential iden-
tisch. Ist der M ,-Raum ein gewdhnlicher Linienelementraum, d. h. ist in (I. 1),
bzw. (2.4) t'=0', so geht unser 9M,-Raum in einen affinzusammenhingenden
Linienelementraum iiber (vgl. [4] § 1), wie das aus (3. 11) und (3. 13) leicht gefolgert
werden kann. Die Erweiterung der Formeln (3. 1) und (3. 15) des invarianten Dif-
ferentials kann fiir beliebige verallgemeinerte Tensoren in der gewdhnlichen Weise
geschehen, doch fiir Pseudotensoren kann die Erweiterung nicht unmittelbar durch-
ggfﬁhrt werden, da in der Transformationsformeln der Pseudotensoren neben
%, g% auch g%, % vorkommen. Auch fiir gewdhnliche Vektoren mit den
Transformationsformeln (2. 10a) bzw. (2. 10b) sind die Formeln (3. 1) und (3. 15)
nicht anwendbar. Fiir diese GroBen werden wir ein invariantes Differential in
§ 5 definieren.

§ 4. Die fundamentalen kovarianten Ableitungen
Die fundamentalen kovarianten Ableitungen erhilt man, wenn das invariante
Differential durch tensorielle Glieder bestimmt wird. dx* ist ein Vektor im gewdhn-
lichen Sinne, dv* ist aber kein Vektor. Es gilt aber das folgende:
4. 1) *(d) % dv* + L}, dx

ist ein verallgemeinerter Vektor mit dem Transformationsgesetzt (2. 9a), falls

4.2) Mj =M =0
besteht.

Der Vektorcharakter von w*(d) folgt aus der Tatsache, daB v* — wie wir das
schon gezeigt haben — im Wesentlichen ein verallgemeinerter kontravarianter

Vektor ist, und auf Grund von (4. 2) und (3..1) @*(d) eben das invariante Differential
von ¢* ist. Ein unmittelbarer Beweis des Vektorcharakters von w* wire auf Grund
der aus (3.9) folgenden Transformationsformel

ot Ix"  IT* Ix"

FE = t o
(2 Loa=Ld: o' 954 Ox" 9x4
im Hinblick auf die Formeln
2 o ook ox"
k - 4 o
di o dx*+ Py dr?, dx FYT dit

auch leicht durchfiihrbar,

Bemerkung. Im folgenden wollen wir immer annehmen, daB neben (3. 10)
auch (4. 2) giiltig ist. Die Bedingung (4. 2) ist aber nicht notwendig, wie wir das
z. B. im gewdhnlichen metrischen Linienelementraum gezeigt haben (vgl. [3], §2).
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Bestimmt man nun dv* mittels (4. 1), so kann (3. 1) in der Form

(4.4) .DX‘=dX""Mjlkijt(d)‘i'L*J‘kadxk
angegeben werden, wo
(4' 5) L*jft d_ef jil: oty Mj‘r ork

gesetzt wurde. Die Transformationsformel von (4. 5) kann mittels (3. 8), (3. 13)
und (4. 3) in Hinblick auf (3. 14) bestimmt werden. Die Rechnung gibt:

TR K o s T
o= 1% oo od 98 T ovaw Lot g o

(4.6)
*vt o v It 9

P R i S T
Auf Grund von (4. 2) ist
4.7 L*}y = Lj,
und das zeigt, daB L*); nach (4. 3) ein geometrisches Objekt ist. Es ist aber L*/,
wegen (4. 6) nur beziiglich der in v* linearen Transformationen ein differentiell-
geometrisches Objekt (in deren Transformationsformel also ¢ nicht explizit vor-

kommt).
Vor der Bestimmung der fundamentalen kovarianten Ableitungen fassen wir
die Grundeigenschaften der Ubertragungsparameter im folgenden Satz zusammen:

Satz 2. Die Ubertragungsparameter M »q Dilden ein differentiell-geometrisches
Objekt mit der Transformationsformel (3.11); M./, ist ein schiefsymmetrischer
verallgemeinerter Tensor '). Beziiglich der in v' linearen Transformationen von der
Form:

X" 3
hiﬁ I.’s, h:. — konst.
ist auch M}, ein Tensor. L*,, ist ein differential-geometrisches Objekt. L*}, ist nur
beziiglich dper Transformationen von der Form (4.8) ein differentiell-geometrisches
Objekt und L* ', hat nur beziiglich der durch v' =v' charakterisierten Transformationen
Pseudotensorcharakter. In diesem Falle ist aber L* ', ein Tensor im gewdhnlichen
Sinne.

(4.8) o= =

Bewgis. Die Behauptungen des Satzes beziiglich M/, und L*, folgen unmittelbar
aus (3. 11) und (4. 3) in Hinsicht auf (4. 7). — Ist L*/, ein differentiell-geometrisches
Objekt, somit kann in (4. 6) L/, nicht vorkommen. Das kann nur im Falle:

R o3
ot o'
vorkommen, woraus folgt, daB ¢* die Form (4. 8) hat.

) M, bedeutet — wie gewohnlich — den schiefsymmetrischen Teil von M,',, d. h.:

i def |1 i i
er-‘r) = ?(Mnn-Mcv)-
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Wiire nun L* f, ein Pseudotensor, so wiire seine Transformationformel:

o It ox'
(49) L Jk] L[rl} avj avs axk

Vergleichen wir jetzt (4. 9) mit (4. 6), so folgt, daB} (4.9) nur dann bestehen kann,
falls von der Formel (4. 6) die 9’0 und 0%’ enthaltenden Glieder herausfallen,
oder in j, k symmetrisch sind. Da L,’, nicht vorkommen kann, muB (4. 8) gelten,

9Y st also nur von den x! abhiingig. Nach (4. 6) wird somit:

v/
o Ix' v Ix'| OV
o 9%* 9ok 9%

L [Jik] b 2 L*

wenn wir beachten, daB die iibrigen Glieder herausfallen miissen. Aus (4. 9) be-
kommt man nach Indizesvertauschungen:

v ax gt ax) O
f il 5 s B
Lifa = 3 1%\ 55 o5 ~ 9 o) a0

Die beiden letzten Formeln bestehen aber nur dann fiir beliebige Punkttransfor-
mationen x'=x'(¥), falls

o ax" _ 9" ox' % o' ox' _ o ox"
vl 9% — Pk A% T vl T 9% T 9P T IR
besteht. Daraus folgt daB
o
o~ Cox

richtig ist; ¢ muB sogar eine Konstante sein, sonst wiirden die Glieder 9°¢' in (4. 6)
in j, kK nicht symmetrisch sein; dann kann aber ¢ =1 gesetzt werden, da die ¢' nur
bis auf einen skalaren Faktor bestimmt sind. In Hinsicht auf (2.4) folgt somit
aus der letzten Formel:

ox' 9 Ix'

o8 o) Ix/

- '
Py wird wegen (3. 7):

und nach einer Kontraktion mit

w .,
e

und das beweist die letzte Behauptung des Satzes.
Die fundamentalen kovarianten Ableitungen erhilt man aus (4. 4), wenn in (4. 4)

P
dX '= g det+ Sop do
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gesetzt und dv* mittels (4. 1) unter Beachtung von (4. 7) eliminiert wird. Man be-
kommt auf diese Weise:

(4. 10) DX' = V, X! dx + V, X' o(d),

i
.11 V. X' ';’:; ‘23’:; LA+ LY X0,
(4.12) V, Xi "‘f%’; + M X,

Die Formeln (4. 11) und (4. 12) definieren die beiden fundamentalen kovarianten
Ableitungen. Dies sind formal vollstindig analog zum Falle der gewd&hnlichen
affinzusammenhiingenden Linienelementriume (vgl. [4] Formeln (2. 6)—(2.8)
und (1.13)), nur die Transformationsformeln der Ubertragungsparametcr sind
jetzt anders. Die partielle Ableitung nach »/ bildet aus einem Skalar einen Vektor,

fiir Tensoren ist aber 3—8,; keine tensorielle Operation, wie das nach der aus (2. 9a)
folgenden Formel
oXt _ 9% o ., 08 ov X"
VL T A T o o vt
unmittelbar verifiziert werden kann. Aus dieser Formel folgt auch das
B?J ist dann und nur dann eine Tensorielle Operation,

falls die Richtungstransformation in v' linear ist, d. h. die Form (4. 8) hat, oder 9%

Lemma 2. Die Operation

auf einen Skalar angewandt wird.
Im kovarianten Fall hat man statt (4. 11) und (4. 12):

(4.13) v, Yi“fg;' ‘;i‘ X —I*LY;,
& del‘ayi
(4. 14) vy S - M/, Y,.

Beziiglich des Charakters der fundamentalen kovarianten Ableitungen gilt der

-
Satz 3. V, ist eine tensorielle, V, aber eine pseudotensorielle Operation, d. h.
Vi ordnet zu einem verallgemeinerten Tensor einen Pseudotensor.

Bewers. Nach (3. 2) hat man:

ov! 6u‘

Vil s s dx*+VJX’ w(d) = 5 DX,

da dx* ein gewohnlicher und ®*(d) ein verallgemeinerter Vektor ist. Setzen
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wir jetzt DX* aus (4. 10) in diese Formel, beachten wir ferner, daB dx* und w*(d)
beliebig vorgegeben werden kénnen, so folgen die Formeln

o/ vt £ * ‘(f)_,‘}i " W x
v, Xi o = o5 X5 v, X aF = oo VX"
Diese Formeln geben nach Kontraktion mit 2‘: bzw. %’:—
» 0o ox* : s o G
(4' 15) Vm ‘? au a,{'”; V* X ) Vm X — -3{}_"‘- -a_fr_"-'— Vl: X

und das beweist den Satz.

Unsere Ubertragungstheorie ist also die Verallgemeinerung der Vargaschen
Theorie der affinzusammenhingenden Linienelementridume; sie ist aber nicht die
Verallgemeinerung der Berwaldschen affinen Bahnengeometrien, da in diesen
Riumen fiir die Ubertragungsparameter G/,

2
L0 @+t o)+ 4,

Gie =2 poige ¢

charakteristisch ist, wenn die G,, von gewissen L*/-Ubertragungsparameter
stammen (vgl. [1], Formel (10.5); 4|, bedeutet in der Formel von G, einen
in j, k symmetrischen Tensor). In unserem 9 ,-Raum ist aber nach (4. 6)
- ox ... 0w o.
L — L* t it t.{" L et
O T T T T
und das zeigt, daB L*,}, wegen
ox"
0%

1 = v

kein geometrisches Objekt ist, wie im Berwaldschen Fall.

Wir bemerken noch, daB die beiden fundamentalen kovarianten Ableitungen
nur fir verallgemeinerte Tensoren definiert sind, da das invariante Differential
nur fiir diese festgelegt war. Die Formeln (4. 15) kénnte man iibrigens auch mittels
der entsprechenden Transformationsformeln (3.11) und (4. 6) beweisen. Fiir einen
beliebigen verallgemeinerten Tensor 77 ist:

*
(4. 16) DT =V, T d*+V, T o*(d).

§ 5. Invariantes Differential der Pseudotensoren

Ein invariantes Differential D fiir Pseudotensoren konnen wir dadurch de-
finieren, daB wir den Pseudotensor in geeigneter Weise in einen verallgemeinerten
Tensor tiberfiihren und dann das im vorigen Paragraphen eingefiihrte invariante
Differential anwenden.
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Nehmen wir an, daf im 9,-Raum auBer den Ubertragungsparametern noch
ein Fundamentalobjekt aj(x, v) existiert, und seine Transformationsformel

N A
(5.1 aj(x,0) = W 9% as(x, v)

ist. Durch die Gleichungen
5.2 aib] = 8}

ist der zu &} inverse Tensor b{ bestimmt, falls |a}| #0, was wir immer annehmen
wollen. Es 1st wohlbekannt, dall aus (5. 2) auch

(5. 2a) abm = op
folgt. Die Transformationsformel von 5% kann aus
a5 = o

mittels (5. 1) bestimmt werden. Es wird:

O e

o ow BH =%
Kontraktion der Reihe nach mit .4 b LA ibt nach (5. 2a)

I o0 gy B ;
av afP

(5.3) b = ¥ })Fb, 3

Mit Hilfe der Pseudotensoren @} und b{ kann durch Kontraktion zu jedem
Pseudotensor bzw. gewonhlichen Tensor ein verallgemeinerter Tensor mit der Trans-
formationsformel (2. 2) zugeordnet werden.

Definition. Das invariante Differential D eines Pseudotensors bzw. gewiohn-
lichen Tensors ist das invariante Differential des zugeordneten verallgemeinerten
Tensors.

Durch ein Beispiel zeigen wir die Konstruktion des zugeordneten verallge-
meinerten Tensors. Es sei 7%;, ein Pseudotensor mit der Transformationsformel

b 08 o o
a4 T'w = 5 237 9%

Auf Grund von (5. 1) und (5. 3) ist

Y o

(5.5) T d by T,
der zugeordnete verallgemeinerte Tensor von T7;,. Aus den Formeln (5.4) und

Y . ” o5 oW .
(5. 5) sieht man, daB a bzw. b} die GroBlen - — bzw. ., die in den Transfor-

axr N PR
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mationsformeln der Pseudo- und gewdhnlichen Tensoren vorkommen, durch
pi P iis e Y

Kontraktionen in 3_:,7 bzw. %ﬁberfﬁhren. Nach der Definition ist nun:

(5.6) bri, < DT,

Zu (5. 6) analoge Formeln gelten beziiglich der kovarianten Ableitungen der
Pseudotensoren. Wir bemerken noch, daB ein Pseudotensor 4} kann aus einem
Vektor X nach (4. 15) mittels V; gebildet werden.

§ 6. Der metrische 9, -Raum

Es sei im M,-Raum ein in i, k symmetrischer verallgemeinerter Tensor gy (x, v)
definiert, der die Lidnge und Winkel der verallgemeinerten Vektoren durch die
Formeln
g der B X' Z*

xl-1Z|
bestimmt. g,(x,v) ist der metrische Fundamentaltensor des Raumes. In der ge-
wohnlichen Weise definieren wir durch die Gleichungen

(6. 1) gijgjk = o}

die kontravarianten Komponenten g*(x,v) des metrischen Grundtensors. Das
Herauf- bzw. Herunterzichen der Indizes der verallgemeinerten Tensoren ist dann
durch g bzw. g;;, wie in den Finslerriumen definiert.

Neben g;; fiihren wir auch den Tensor

1X]1% Ve, XTX*, cos

-

r r 5
6.2) Vit & @} @
ein, der nach den Transformationsformeln (5. 1) und

4 ot o'
8rs = Frar g

einen Tensor im gewdéhnlichen Sinne bestimmt, d. h. seine Transformationsformel
lautet:

5 e R
fik = 5or Dok Vrs-

Mit y,(x, v) konnen wir die Linge und den Winkel der gewohnlichen Vektoren
mit der Transformationsformel (2. 10a) definieren.
Definieren wir jetzt einen gewdhnlichen rein kontravarianten Tensor durch

7 g by b,
so folgt nach (5.2), (6. 1) und (5. 2a), daB

Y“ P, e o4
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besteht, d. h. y" sind eben die kontravarianten Komponenten von y;,. Mit dem
gewOhnlichen Tensor y;; konnen wir diejenigen Indizes herunterziehen, die bei
einer Transformation (1. 1) einen 3——-Faktor haben. Offenbar verdndern wir

ox’
somit den pseudotensoriellen Charakter nicht. Ahnliches gilt fiir "/ bei dem Her-

aufziehen derjenigen Indizes, die einen %-Faktor hervorrufen.
Wir wollen jetzt die Ubertragungsparameter durch g;; bestimmen. Da die
Paralleliibertragung der verallgemeinerten Vektoren lings einer Grundelementfolge

x=x(1), v'=v(t)

durch das Verschwinden des invarianten Differentials definiert ist, gibt die Forderung,
daB bei Paralleliibertragung die Linge der verallgemeinerten Vektoren eine In-
variante sei, die Relation:

Dg;;=0,
die nach (4. 16) mit den Bedingungen
* g
(6.3) Vg = bgg — My — My, =0,
08 0%ij ..,

dquivalent ist. Dabei wurde
M ik =8js My, L?}k =5 er?’k
gesetzt.

Stellen wir jetzt die Forderung, daB M/, in i, k symmetrisch sei. Diese Bedingung
ist beziiglich der Transformationen (1. 1) invariant, da die angegebene Forderung
mit M/, =0 dquivalent ist, und diese Relation nach unserem Satz 2 eine tensorielle
— d. h. beziiglich (1. 1) invariante — Relation ist. Auf Grund von (6. 3) ist

% * %
Vi&ii+Vigu—Vigu=0

und aus dieser Gleichung folgt nach der gestellten Symmetrieforderung:

Die Formel (6. 5) bestimmt nun M,; und somit nach einer Kontraktion mit
g’ auch M, ausgedriickt durch die g;;. Doch sind die gy nicht vollstindig beliebig
angebbar. Nach (3. 10) und (6. 5) folgt, wenn die g ; in den v* homogen von null-
ter Ordnung sind, was im metrischen Fall immer gelten mulb, daB

33;& k_ 38.1
(6.6) Dot v v v =

besteht. (6. 6) zeigt, daBl die g;; nicht beliecbig gewiihlt werden konnen.
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In den Finslerriumen” ist die Relation

0%ij 4 _
(6.7) WU =0

charakteristisch (vgl. [2], Formel (¥) und die nachfolgenden Zeilen auf S. 11.).
In unserem M ,-Raum gilt der folgende

Satz 4. Die Relation (6.7) ist beziiglich der Transformation (1.1) dann und
nur dann eine invariante Relation, falls in (1. 1) t'(v) in den t* linear ist, d. h. die
Form (4. 8) hat.

Beweis. Berechnen wir die Transformationsformel von g—gvgv" mit Hilfe der
Formel:
2 ov" ot

8 = 35 97 &

mittels partieller Ableitung nach #*, beachten wir die Homogeneitiit erster Ordnung
der inversen Transformation von (1. 1) in den * (vgl. unser Lemma 1 und die Formel
(2. 4)), so wird

A 2
(6 8) agb ) aU’ ov' 8grs 3 v’

3 =T oF 9r U T oo B

v

(6. 7) ist somit beziiglich der allgemeinen Form von (1. 1) keine invariante Relation.

Nehmen wir jetzt an, daB (6. 7) beziiglich einer gewissen speziellen Transfor-
mationsgruppe von der Form (l. 1) eine invariante Relation ist. Dann ist nach
der Formel (6. 8) v/(¢) von der Form:

B S
ool ot

 ,
o Pr

o

v,

'r‘
0, v = L;?t' ﬁk(ﬁ) —
woraus die Linearitit von #' in ¢’/ folgt.

Aus diesem Satz folgt ein interessantes

Korollarium. g,(x, v) kann dann und nur dann in der Form

1 9*F "
6.9) gij(x,v) = 2 o’ F rgaa v v

bestimmt werden, falls in der Transformationsformel (1. 1) ¢' von den v' linear ab-
héingig ist.

Bewels. Wiire (6. 9) eine invariante Relation, so wiirde auch (6. 7) gelten und
nach dem Satz 4 wiire auch die Behauptung des Korollariums richtig.

Nun gehen wir auf die Berechnung der L*/, iiber. Das Gleichungssystem (6. 4)

besteht wegen der Symmetrie in i, j aus ; n?(n+ 1) Gleichungen. L*/, bzw. die
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gleichwertigen L=, geben n’ Komponenten; das Gleichungssystem (6.4) bestimmt
also nicht eindeutig die L*; ;. Im Finslerraum kann die Bedingung

* — *
L¥j = L%

vorausgesetzt werden (vgl. [2], Forderung E. auf S. 10). Diese Bedingung kann
aber wegen des Satzes 2 in den IR, -Rdumen nicht gestellt werden. Zu den Gleichungen

(6. 4) miissen wir noch lnz(n— 1) weitere stellen, um n® Gleichungen zu erhalten.

2
Es sei f; ein in i, k schiefsymmetrischer verallgemeinerter Tensor;
T 3
(6- 10) kau = ag‘ 3{: ! AR e B L*J'x —frj LYy =0

gibt é— n*(n—1) weiere Gleichungen, die mit (6. 4) zusammen fiir die »* GroBen

L*, ebensoviel lineare Gleichungen bestimmen. Das lineare Glechungssystem
(6. 4) und (6. 10) bestimmt dann die Ubertragungsparameter L*,
Die Berechnung wollen wir kurz skizzieren. Offenbar ist:

6.11) L*p = L¥gjm+ L¥n
immer eine Identitédt. Der in i, j symmetrische Teil: L*;;,,, hat nach (6. 4) die Form:

1108, 08 ;4 v
(6.12) L¥g = -5}1 3»3 L*,,]

Der in i, j schiefsymmetrische Teil kann aus (6. 10) berechnet werden. Die Gleichung
(6. 10) kann ndmlich wegen f;; = —f}; in der Form:

0 of;
(ST D = o= T 1y,

angegeben werden. Beachten wir (6. 11), so wird:
(6.13) O"ij ¥ = (f*105 =1 0D L* (i + A T o ks
wo wegen der schiefen Symmetrie von L*,, in r, s:

rs def f[s 6:-] f[s 5

bedeutet. Bezeichnet man den inversen Tensor von ¢";; mit ¥/, d. h. ist:

(6.14) o™ = oljs31 2)
so wird nach Uberschiebung mit lj/“,,,, aus (6. 13):
. ofi; o
(6.15) L* e = Y lm{zf (07 L ey + axi 3; Lx }

2) Die rechte Seite und somit auch w'/,, ist auch in /, m schiefsymmetrisch.
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Aus (6.11), (6.12). und (6. 15) erhilt man

| (93- agj ]
B, e i A B Fop e
Eise 2 \ox* o L%+
(6. 16)
a s Rr 38':; agrs t aj:l af a & ¢
rvu (oG -0 s o - Yo .

L*;; ist noch nicht vollstindig bestimmt, nur mit L*, ausgedriickt. Die Struktur
von L*;; kann aber aus (6. 16) abgelesen werden. Jetzt miiite man noch eine Uber-
schiebung von (6. 16) mit ¢* durchfithren, so wiirde man ein Gleichungssystem
fiir L*, erhalten, die noch geldst werden sollte, um L*;;, vollstindig zu bestimmen.
Die GrundgréBen sind jetzt g; und f;;.

§ 7. Torsions- und KriimmungsgroBien des 9, -Raumes

Da das invariante Differential der 9, -Ridume — abgesehen von den Trans-
formationsformeln der Ubertragungsparameter — formal mit dem der affinzu-
sammenhiingenden Linienelementriume identisch ist, konnen die Torsions- und
KriimmungsgroBen in analoger Weise bestimmt werden (vgl. [4], §3).

Bedeuten d und 6 miteinander vertauschbaren Differentiationssymbole, und
D und 4 die zu ihnen gehorigen invariante Differentiale, so sind durch (4D — DA4)x'
die TorsionsgréBen des 9N,-Raumes bestimmt?). Da x' als Koordinate eines Punktes
ein Skalar ist, ist Dx'=dx’. Nun ist aber dx' ein gewdhnlicher Vektor, somit ist
das invariante Differential von dx’ nach der Definition des invarianten Differentials
der gewdhnlichen Tensoren

(7.1) A dx'* Ad dxI.
Auf Grund von (4.4) und (5. 6) wird somit:
(4D — DAYX' = 3d; dx! + M} a; dx! *(8) + L*iy @ dx’ 5x* — d|8,

wo d|é den vorigen Ausdruck mit vertauschten Differentiationssymbolen d und &
bedeutet.
Beachten wir jetzt, daB3 nach (4. 1) und (4. 7)

&t = ' (d) — L* ), dx*
ist, so wird wegen (6d—dd)x'=0:

_!_ a_ai_aq},L*f

(5 - 02 i a1k v+

(7.2) (AD — DA)x' =

I-
- [g% + My a}] [dx’ o],

35) 4 und D bedeutet nach (5.6), daB man das invariante Differential eines gewdhnlichen
Vektors bilden soll, da Dx'=dx' ein gewdhnlicher Vektor ist.
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wo jlk den vorigen (in Klammern stehenden) Ausdruck mit vertauschten Indexen
J» k bezeichnet und die eckigen Klammern die entsprechenden duBeren Differential-
formen bedeuten.

Die beiden Torsionstensoren des 9,-Raumes sind nach (7. 2):

i
(7.3) Q' gi; - ‘;“j L+ X —jlk
und

(7.4) Ty 2% i

Beachten wir noch, daB auf der linken Seite von (7. 2) auf Grund von (7. 1) ein.
verallgemeinerter Vektor steht, ferner, daB dx* ein gewohnlicher Vektor und o*(d)
ein verallgemeinerter Vektor ist, so folgt aus (7. 2), daB die durch (7. 3) und (7. 4)
bestimmten GréBen Pseudotensoren sind. Ihre Transformationsformeln sind die
folgenden:

N 9 oxt o
i
Qo= 35 o35 o T

A ax

T'n = 57 237 95

T’Sl’

Die Bestimmung der KriimmungsgréBen ist vollstindig analog zu dem Falle
der affinzusammenhiingenden Linienelementriume. Ist X' ein verallgemeinerter
Vektor, so ist

(1.5 (AD—DAX = { Ruldx* dxt] + Py [dx* w’]+ Stulo* o ]} X,

wo

* J
Rijﬂ def[aL ik 3L ik

ax] 3_'. *r]+L*'*Lx‘Jl k!]+

aL*srt oL*/ s k

+ MY, | =t S Ly Ly, L*,',—Au) o,
cl aL 1 aL 5 = ]
-ptud_r‘b?_* Vi M/ + M/, Py *‘-
oM/
S 2 O T+ Mt My~ kil

bedeuten. Beachten wir jetzt, daB die linke Seite von (7. 5) ein verallgemeinerter
Vektor bestimmt, dx* ein gewdhnlicher und @*(d) ein verallgemeinerter Vektor ist,
ferner dx*, dx*, w*(d), ©*(d), X* voneinander unabhiingig vorgegeben werden kénnen,
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so erhilt man die folgenden Transformationsformeln der Krimmungsgrében:

o ) 9x" oOx*

oy AR BN e, S
Riu = vt o 9x* ox! Rp'rss

- o ot Iax" I’
Plu = 55 gt o gt Tr'n
S 2 P I " W S8,

D0 vt 9 O

R/ und P/, sind also im M -Raum Pseudotensoren, S/, ist aber ein verall-
gemeinerter Tensor,
Der Tensor R/, hat die Form:

(7.6) -R!JH = R*iju‘i“ M i"'r R* s
WO

- autOL*d, AL, . _
R*y= _(r'j;‘:'Ji e Df-k LY+ LY LY — k|l

gesetzt wurde. Wir zeigen, daB R*,/,, kein Pseudotensor ist. Wiire niimlich R*;/,, ein
Pseudotensor, so konnte R/,, nach (7. 6) und (3. 8) kein Pseudotensor sein, ent-
gegen der vorigen.

Beschrinken wir uns aber auf solche Transformationen (1. 1), die in den ¢f
homogen linear sind, d. h. die Form (4. 8) haben, so ist beziiglich dieser Trans-
formationen auch R*; 4, ein Pseudotensor. In diesem Falle ist ndmlich nach (3. 8)
M/, ein verallgemeinerter Tensor, und nach (4. 2) ist immer (auch beziiglich der
allgemeinen Form von (1. 1)):

R u=Ry

ein Pseudotensor. Aus (7. 6) folgt dann, daB in diesem Fall
(7.7) R*:ju - Riju - M ijr R«
auch ein Pseudotensor ist.

§ 8. Charakteristische Kurven im 9i,-Raum

Im gewdhnlichen affinzusammenhédngenden Linienelementraum ist eine Kurve
als eine einparametrige Mannigfaltigkeit der tangenten Linienelemente

i i N S | — dx‘
X =)y, v )=
i
definiert. Im 9M,-Raum sind aber die Transformationsformeln von ¢ und %—

verschieden, darum wird der Begriff der tangenten Linienelemente einen anderen
Sinn haben. Wir geben die folgende
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Definition. Eine Kurve im engeren Sinne im IR, -Raum ist eine einparametrige
Folge (x'(t), v'(t)) der erweiterten Linienelemente, fiir die

o .

(8' l) -\J = xi(r), "‘}r__ j(x(tL U(‘))Uj(f)

besteht. Eine Kurve im weiteren Sinne ist eine einparametrige Folge der erweiterten
Linienelemente.

Bemerkung. Existiert im 9,-Raum der Pseudotensor b} bzw. aj nicht, so kénnen
im Raume selbstverstindlich nur die Kurven im weiteren Sinne definiert werden.

Auf Grund der Transformationsformel (5. 3) folgt, daB bjp’ ein gewdhnlicher
Vektor ist. Die v/ bestimmen ndmlich, wie wir das schon in § 3 gezeigt haben, einen
verallgemeinerten Vektor. Auf Grund von (5. 2) kann (8. 1) in der dquivalenten Form

5.2) =), = d(x, 00) -

angegeben werden. Eine wichtige Bemerkung ist das folgende:

Eine Kurve im engeren Sinn ist — falls nicht Singularitéiten vorhanden sind —
durch x'(t) bestimmt.

Auf Grund von (8. 1) ist ndmlich

dx! .
(8.3) = B(x (1), v(D)v/ (1)
fiir v'(¢) ein Gleichungssystem mit n Unbekannten. Ist (8. 3) beziiglich ©' unldsbar,
so bezeichnen wir x(¢) als eine Kurve mit Singularititen.
Jetzt konnen wir schon die autoparallelen Kurven definieren. Die autoparallelen
Kurven sind diejenigen Mannigfaltigkeiten (8. 2), fiir die

| 8 dx!
(8.4) o (d) = D[af(x(z), o(0) - =0

giltig ist. (8. 4) bestimmt ein Differentialgleichungssystem fiir (;': 2

Die Bogenlinge einer Kurve im engeren bzw. im weiteren Sinne, wenn der
Raum metrisch ist, ist durch

(8.5) s = f l/m(x(r), v(t))% %g- dt

definiert. Ist (8. 2) giiltig, so folgt aus (6. 2):

(8. 5a) s= [Veu(x@, 0@) v @) () dr.
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Die Extremalkurven koénnen durch die Variation von (8. 5) bestimmt werden,
Setzen wir fiir die variierte Kurve

(8.6) x*(1) = x'(1) + &' (1),

so muBl man fiir die Anwendbarkeit der Euler—Lagrangeschen Differentialgleichungen
noch die Abhingigkeit des Feldes v'(r) der erweiterten Linienelemente von &, x* und
dx’

= = ' bestimmen. Fiir die Kurven im erweiterten Sinne kann /(7)) auch von x'()

und x"*(z) unabhingig vorausgesetzt werden, fir die Kurven im engeren Sinne
ist die Abhiingigkeit von ¢' von x' und %' durch die Formeln (8. 2) bestimmt. Die
Losung von (8.2) gibt die Form

v =v(x, ), ¥ = 0vi(x* %),

wo x* x* durch (8. 6) bestimmt sind. Die zum Bogenlinge (8. 5) gehdrenden
Variationsproblem hat somit die Form:

o f Vyu(x, v(x, x))x* *dt =0,

wo yu(x, v) durch (6. 2) bestimmt ist.

§ 9. SchluBbemerkungen

Im Finslerschen Raum, der unter unseren 9M,-Rédumen durch # =& gekenn-
zeichnet ist, beniitzt man statt der partiellen Ableitung nach ¢* immer die Operation

9
P

wo F die Grundfunktion des Raumes bedeutet. Fiihren wir den Einheitsvektor

f Y T ]
o r FE Ve (x, v)v' o,

e

i del v'

N Fix, )

ein, so gilt fiir eine GréBe 7 '(x, v) die in den ¢ homogen von nullter Or dnung ist
oT’

(9.2) T |; = a0

Es ist ndmlich auf Grund der vorausgesetzten Homogeneitit nullter Ordnung:
T (x,0) =T (x]1)
und nach einer partiellen Ableitung nach ¢ folgt in Hinsicht auf (9. 1)

TN PR RS
% o [F"‘“ v (F“

woraus (9. 2) wegen * = FI* und wegen der Homogeneitit unmittelbar folgt.
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Die Grundfunktion F als homogenisierender Faktor, und der Einheitsvektor
(9. 1) kénnen mit der Operation (9. 2) zusammen auch in dem 9,-Raum eingefiihrt
werden, doch ist (9. 2) nach dem Lemma 2 in § 4 nicht eine tensorielle Operation,
nur wenn fiir Skalaren angewandt wird. Dementsprechend sind auch im 9,-Raum

die kovarianten Komponenten des Einheitsvektors /', falls noch (6. 7) gilt.

Beziiglich der Kriimmungstensoren bemerken wir, daB man im Wesentlichen
die in § 7 angegebenen Kriimmungstensoren erhalten wiirde, wenn man statt des
verallgemeinerten Vektors X' einen gewdhnlichen Vektor V' mit dem Transfor-
mationsgesetz (2. 10a) gewihlt hitten. Das invariante Differential von V' wiire
nidmlich nach der Definition

bV p(di vi).

In der Formel (7. 5) wiirde also statt des verallgemeinerten Vektors X der verall-
gemeinerte Vektor aj¥/ vorkommen, die Kriimmungstensoren wiren dieselben.

Beziiglich der autoparallelen Kurven bemerken wir, daB sie auch dann definiert
weden konnen, falls a_‘,- nicht existiert. In diesem Falle ist ihre Gleichung

9.3 o'(d) = %‘;—i-i-L*j‘t(x(r), v(1))v/ () (1) = 0.

Wir wollen jetzt eine Vergleichung zwischen der im vorigen festgelegten
Geometrie und der Kawaguchi—Hokarischen Ubertragungstheorie kurz: K-— H-
Theorie, angeben. Vor allem stellen wir fest, da3 die Grundtransformationen der K— H-
Theorie allgemeiner sind, als die unsrigen (vgl. [7], Formel (1)). Die Begriindung
der Ubertragung ist in der K — H-Theorie zu der der Punktriiume, bei uns aber zu der
der Linienelementrdume #hnlich. Das kommt in der Tatsache zum Ausdruck,
daB in der K— H-Theorie ein Ubertragungsparameter mit (m +.n)* Komponenten
vorkommt, withrend bei uns zwei Ubertragungsparameter mit je #* (nicht immer
verschiedenen, z. B. M,j, = M,)) Komponenten existieren (vgl. [6] Formel (7) und
unsere Formeln (3. 11), (3. 13) bzw. (4.7)). Dementsprechend kommen bei uns

*

zwei fundamentale kovariante Ableitungen V, und V, vor. Auch die Homogeneitiit
der Grundtransformationen (1. 1) in den ¢ deutet an den Richtungscharakter der
Grundelemente ¢'. Hingegen miiiten wir aber fiir das invariante Differential der
Pseudotensoren auBer M/, und L/, noch ein Objekt, nimlich das a; mit den Trans-
formationsformeln (5. 1) benutzen.

In der K— H-Theorie konnen offensichtlich nur im Falle m=n die GrdBen
x* als die Bestimmungszahlen einer Richtung betrachtet werden. (Vgl. [6] Formel
(1)). Somit ist unser Satz 1. in der allgemeinen K — H-Theorie nicht giiltig.
Der Satz 2. kénnte aber auch in der K— H-Theorie formuliert werden, und das
wiirde dort behaupten, daB gewisse Teile der Ubertragungsparameter I' -
(4, B, C=1, ..., m+n) in sich ein geometrisches Objekt bilden, mit denen man
die Ubertragung schon bestimmen kann, falls m=n list.

Die Untersuchungen des metrischen Falles, sowie die TorsionsgréoBen fehlen
noch in der allgemein K- H-Theorie.
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Zum schlul wollen wir nochmals auf die Wichtigkeit der speziellen Trans-
Jormationen von der Form (4. 8) hinweisen, die eine Untergruppe der Transformationen
(1. 1) bilden und beziiglich welcher mehrere Eigenschaften der gew&hnlichen Linien-
clementriume giiltig bleiben.

Zum Beispiel: Es ist beziiglich (4. 8) nach Satz 2. M,/, ein verallgemeinerter

Tensor und L%, ein differentiell-geometrisches Objekt; nach Lemma 2 ist %

bzw. (9. 2) tensorielle Operation, die Relation (6. 7) ist eine invariante Relation,
folglich bestehen auch die Relationen (6.9). Auch R*/,, in der Formel (7. 6) ist
ein Pseudotensor des 9R,-Raumes.

Diese Tatsache zeigen daB die in o' lineare Richtungstransformationen eine
besondere Stellung haben, die aber doch allgemeiner ist als die durch &' =i gekenn-
zeichneten Transformationen der affinzusammenhingenden Linienelementrdume.
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