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Uber die diophantische Gleichung x’ + )" = ¢z’
Von KALMAN GYORY (Debrecen)

1. Fiir den Fall einer reguldren Primzahl p haben E. MAiLLET [1], H. S.VANDIVER
[2], P. DENES [3] und andere Resultate beziiglich der diophantishe Gleichung

(1) xP+ y? =cz?P

erhalten, wo x, y, z von Null verschiedene und ¢ gewisse Bedingungen erfiillende
ganze rationale Zahlen sind.

Wenn ¢ =1 ist, ist insbesondere (1) die Fermatsche Gleichung.

Im Weiteren seien p=3 ecine beliebige Primzahl, und ¢ eine ganze rationale
Zahl, fir welche (¢(c), p)=1 gilt, wo ¢(c) die Eulersche Funktion ist. Wir kénnen
gleichzeitig voraussetzen, daB in (1) x, y und z paarweise relativ prim sind.

Bei der Untersuchung der Gleichung (1) werden wir die folgenden drei Fiille
unterscheiden:

I. Fall: x, y und z sind zu p relativ prim,
I1. Fall: x oder y ist durch p teilbar,
I1I. Fall: z ist durch p teilbar.
Wir werden jetzt kurz die bisherigen, sich auf die Fille 1. und II. beziehenden
Resultate zusammenfassen. Aus den Ergebnissen von S. LUBELSKI erhalten wir

mittels entsprechender Modifizierung der Bezeichnungen die folgenden Sitze
([4] Satz 1. und Satz 2., oder [5]).

Satz A. Es seien p= 3 eine beliebige Primzahl, und c eine ganze Zahl, fiir welche
(¢(c), p)=1 gilt. Wenn die Gleichung (1) eine ganzzahlige Liosung besitzt, und p{xz
ist, dann gilt fiir eine beliebige ganze Zahl r|x

rr='=1 (mod p?).
Satz B. Es sei ¢ eine ganze Zahl, fiir welche (p(c), p) =1 undc¢?~"' 227~ (mod p?)
gilt. Wenn die Gleichung (1) eine ganzzahlige Losung hat und pfz ist, dann gilt fir
eine beliebige ganze Zahl r|(x—y)

r’='=1 (mod p?).

Der folgende Satz stammt auch von S. LuBeLsk1 ([4], Satz 6.):
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Satz C. Es sei ¢ eine ganze Zahl, fiir welche (¢(c), p)=1und ¢?~' £27~' (mod p?)
gilt. Wenn die Gleichung (1) eine ganzzahlige Losung hat und p{z ist, dann gilt

c?~1=1 (mod p?).

Im Zusammenhang mit den Sitzen A. und B. haben T. MoORISHIMA und
T. MivosH1r Folgendes gezeigt [5]:

Satz D. Es sei c eine ganze Zahl, fiir welche (¢ (c),p) =1 und c¢?~' # 27~ (mod p?)
gilt. Wenn die Gleichung (1) eine ganzzahlige Lisung besitzt, und p{xyz ist, dann
gilt fiir eine beliebige ganze Zahl r|(x + y)

r’~'=1 (mod p?).

Wir bemerken schlieBlich, daB S. LuBeLski ([4], Sitze 3. und 8.), T. MORISHIMA
und T. MivosHr [5] das folgende Resultat erhalten haben:

Satz E. Es sei ¢ eine ganze Zahl, fiir welche (¢(c),p)=1 und c?~' #27~' (mod p?)
gilt. Wenn die Gleichung (1) eine durch p nicht teilbare, ganzzahlige Lisung besitzt,
dann gilt

2»-'=]1 und 3?~'=1 (mod p?).

2. Es sei p=3 eine beliebige Primzahl. Wir setzen voraus, daB die Gleichung
(1) xP 4 yP=cz?

eine paarweise relativ prime, ganze rationale Lésung x, y, z hat, wo ¢ eine ganze
rationale Zahl ist, welche nicht die p-te Potenz einer ganzen rationalen Zahl ist,
und welche nicht durch eine Primzahl der Form pt + 1 teilbar ist, d. h. (¢(c), p)=1.

Wir zeigen, daBB Satz D. auch im Falle 1I. gilt, und damit geben wir eine Ver-
allgemeinerung des Satzes C. Andererseits werden wir beweisen, daBB der Satz A.
auch im Falle III. gilt.

Der Kreisteilungskorper K({) sei durch L’:e-_ﬂ_ definiert, und es sei A=1-—C(.
Wir betrachten den durch die Gleichungen
N(t)=1

[—G;—] =0 o P = l%] (mod t)

definierten p-ten Potenzcharakter, wo « eine ganze Zahl, t ein Primideal in K({),
(t, p)=1, und N(t)=¢' der Norm von t ist. Ferner sei, wenn die kanonische
Form des Ideals a a= [[1t ist, wo a zu p und zu « relativ prim ist, die folgende Glei-

| [2)- nf3)

Wie iiblich, werden wir die ganze Zahl «€ K({) primdr nennen, wenn Afx
und z=a (mod A?) ist, wo a eine ganze rationale Zahl ist. Ist nun r #p eine Prim-
zahl, « primir und zu r relativ prim, so gilt nach dem Reziprozitiitssatz von Eisenstein

[6] die Gleichung
—ll1-] =1L
r)\«

chung giiltig:
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Mit Hilfe dieser Ergebnisse werden wir den folgenden Satz beweisen:

Satz 1. Es sei p=3 eine beliebige Primzahl, und c eine ganze rationale Zahl,
fiir welche (@(c), p)=1 und ¢*='#27~' (mod p?) gilt. Dann hat die Gleichung

(1) XP+yP=cz?; piz

nur dann eine paarweise relativ prime ganze rationale Losung, wenn fiir eine beliebige
ganze Zahl rlc
r’=1=1 (mod p?)
gilt.
Zuerst werden wir das folgende Lemma beweisen:

Lemma. Sind p= 3 und r # p beliebige Primzahlen, und x, y und z ganze rationale
Zahlen, fiir welche

) =2 (=1 (Z-yLp)=1 und r|(x+y)

ist, dann gilt
r’='=1 (mod p?).

Beweis. Wir kénnen (r, z) =1 voraussetzen. Sonst ist ndmlich

XP+y? [((x+y) =3P+
- v — (v =1 p=2 A p—1
e o $30 (x+) P(X+y)P=2y+...+py

und wegen (x, y)=1 folgt r|p, was nicht méglich ist. Andererseits ist offenbar p1z.
Dann kann man aber (2) in folgender Form schreiben:

pP—1
o Ge+imy=2

wo die Ideale [x +{"y] (m=1, 2, ..., p— 1) paarweise relativ prim und p-te Potenzen
von Idealen in K({) sind. Ahnliches kénnen wir vom Ideal [{*x+{~*y] sagen, wo
{x +{"*y primir ist. Somit gilt, nach dem Reziprozititssatz von Eisenstein

(e o). (et (1=,
r r r r r

Durch Quadrieren beider Seiten erhalten wir:

T 1o B g e S T
1 - =z} |7 ; =) -

weil {~&+» —2 - [*+7 reell ist. Daraus folgt [%) =1, also ist tatsiichlich

r’=1=1 (mod p?).
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BeEwEls DES SATZES 1. Da laut Voraussetzung ¢ durch p nicht teilbar ist
und keine Teiler der Form pt+ 1 hat, folgen aus (1”) die Gleichungen

.tp +yp
X = cu®, — 31
g xX+y

Weiterhin ist wegen ¢?~'#27-! (mod p?) und pfz, (x*—y?% p)=1. Wenn also
rlc ist, dann gilt auch r|(x+y), und damit haben wir nach dem Lemma unsere
Behauptung bewiesen.

Bemerkung. Damit haben wir den Satz D. von T. Morishima und T. Miyoshi
auch im Falle II. bewiesen, und gleichzeitig haben wir den Satz C, welcher von S.
Lubelski stammt, verallgemeinert.

SchlieBlich werden wir zeigen, dafl der Satz A. auch im Falle 111. gilt.

Satz 2. Es sei p=3 eine beliebige Primzahl, und ¢ eine ganze rationale Zahl,
welche keinen Primteiler der Form pt+ 1 hat. Wenn die Gleichung (1°) eine paarweise
relativ prime ganze rationale Losung hat, und p{x ist, dann gilt fiir eine beliebige
ganze Zahl r|x

rP='=1 (mod p?).

Lemma. Ist p =3 eine Primzahl, sind ferner x, y, z und r ganze rationale Zahlen,
und gilt

i o O . i :
(3) vrer pzl, (x,y)=1 und r|x,
dann ist
r’~!' = 1(mod p?).
xP4yP ; :
Beweis. Aus (3) folgt p?{— i d. h. pfz. Dann ergibt sich aber aus (3)
4) [x+{™] = [Aaf, (m=1,2,..,p-1),

wo aj, ein Ideal in K({) ist. Aus (3) folgt auch p|(x + y), und so erhalten wir mit
den Bezeichnungen x+ y=pu und

p=(0=-0D1=0>)..(=0"")=4ar"1¢

wo & eine Einheit ist, im Falle m =2 die Bezichung

x+3y =0+ +x(1=-0) =2 tau+x(1-0%) =
= A2 2 eu+ x(1+0)).

Aus (4) folgt somit
[£227~2eu+ x(1 4+ ()] = a3,
d. h.

243 o S &
£ 2 A ?sutx(C 2 4L 2 )] =a

W
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wo im Falle p>3
p+3

P+3 ek
a={ 2 A 2gutx({ 2

__.+_-...
2

+{ 2)

primir ist. Deshalb ist fiir eine beliebige Primzahl r = p und r{z, [%J =1. Es gilt also

[x+C’y] i (clzp-‘su+v}:§_1_—;fl] = (i] [E]% [E] =
- - r Ik 3 11 3 g

-6 - (9

Wenn nun r|x gilt, dann ist (—E) =1, d. h. es folgt in der Tat

r’~1'=1 (mod p?).

BeEwels DES SATZES 2. Nach Satz 1. dirfen wir uns auf den Fall beschrinken,
wo p|z, oder p|c gilt. Da c keinen Primteiler der Form pz+ 1 hat, erhalten wir aus
der Gleichung (1”) die Gleichungen

- e o 46
x+y

x+y = ¢’ ptu’, = pv,

wo ¢|c gilt. Unsere Behauptung folgt nun auf Grund des Lemmas.
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