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Uber die Divergenzpunkte des Newtonschen Verfahrens
zur Bestimmung von Wurzeln algebraischer Gleichungen IV.

Von BELA BARNA (Debrecen)

Wir beschiftigen uns in dieser Arbeit — wie in den vorigen Teilen 1., II. und
III. — mit dem Newtonschen Niherungsalgorithmus angewandt auf Polynome
mit reellen Koeffizienten und Nullstellen. Durch die Anwendung der Ergebnisse
des Teiles III. werden wir hier die Menge der Divergenzpunkte nach ihrem Mal
studieren. Als Resultat wird sich ergeben, daB diese Menge eine Nullmenge ist.

Bilden wir die ersten invers-iterierten Intervalle des unmittelbaren Konvergenz-
intervalls (— <=, B, ) (siche die Figur). Diese sind die Intervalle ((B,)-,, B,)(i=2,3,...
...y K —1), wo der Punkt (B,)_, der (einzige) invers-iterierte Punkt von B, im Inter-
all (B;_,, B)) ist. Es sei

((Bl)-'l! B‘-) EQ;, (Bl)—IG(Bi—I N .B'). i=2, 3, ey k‘l.

Fig. 1

Analogerweise bilden wir die ersten invers-iterierten Intervalle von (B,_,. + ).
So bekommen wir die Intervalle

(Bf—l ’ (Bt—l)-l)EQ;’ (Bl‘.“l)"] E(Bi—l’ ‘Bf)’ i'-:z, 3, T k—'l.
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Es sei noch
(E;, FL)EQj, i=2:3. k=1

Wir nennen die so erhaltenen vollstindigen Konvergenzintervalle Q;, Q, Q; die
Q-Intervalle. Die von diesen nicht bedeckten Teilintervalle von (B, B,-,) sind
die A-Intervalle:

A =[(By-1)-1 E), (Bi-1)-1€(Bi-1, E), A =[F;, (By)-4], (By)-1€(F, B).

In diesen (geschlossenen) Intervallen sind N’(x) und N”(x) stetige Funktionen,
und so gibt es eine Zahl H, fiir welche |N”(x)| = H gilt, wenn nur der Punkt x in
ecinem A-Intervall liegt. X

Beachten wir jetzt, daB die Menge X~ aller Konvergenzpunkte x€(B,, By_,)
aus den Punkten der invers-iterierten Intervalle der Q-Intervalle besteht, d.h. aus
den Intervallen (2)_, (=0, 1,2, ...). Daraus folgt die MeBbarkeit der Punkt-
menge 4. Zur Bestimmung des MaBes von ) miissen wir uns ausfiihrlicher mit
der Menge der Intervalle (2)_, beschiftigen.

Wir betrachten vor allem die invers-iterierten Intervalle erster Ordnung der
unmittelbaren Konvergenzintervalle ;. Jedes Intervall Q, wird von der Funktion
N(x) auf sich selbst abgebildet, es ist also ein invers-iteriertes Intervall von sich
selbst. Da aber zwischen den vollstindigen Konvergenzintervallen das Intervall
Q; vor kommt, verabreden wir diese nicht zu seinen eigen Invers-iterierten zu zdhlen,
d.h. es ist

(1) (2)-1#9Q;.

Dann koénnen wir einsehen: simtliche invers-iterierten Intervalle ()., aller
Q-Intervalle sind paarweise fremde Intervalle (d.h. sie haben keinen gemeinsamen
Punkt).

Enthalten nédmlich irgend zwei (Q)_,-intervalle einen gemeinsamen Teil-
intervall, so enthdlt einer von beiden wenigstens einenen Grenzpunkt des anderen,
oder fallen sie zusammen.

Der erste Fall ist unméglich, weil die Grenzpunkte als Punkte von der Form
(B)-n, (E)-, oder (F)_, Divergenzpunkte sind, sie konnen also nicht in einem
Konvergenzintervall liegen. Es ist auch unmdglich, dal gewisse invers-iterierten
Intervalle (gleicher oder ungleicher Ordnung) von verschiedenen Q-Intervallen
zusammenfallen. Dies bringt mit sich, daB die Punkte dieser gemeinsamen invers-
iterierten Intervalls eine gegen zwei verschiedene Grenzwerte konvergierende
Iteriationsfolge haben. Daraus schlieBlich, daB ein Q-Intervall zwei zusammen-
fallende invers-iterierte Intervalle hat, z.B.

2 (Q) - =(Q)-p, n" =0,
folgt im Fall n” >n" fiir die iterierten Intervalle (n” — 1)-ter Ordnung
(Q)n”—ll' -1 ':'(Q)— 1>

Dies ist nur dann moéglich, wenn dieses Q-Intervall ein €, ist, und so folgt Q,=
=(£;)-, im Gegensatz zu (1). Ist dagegen n”"=n’, so erhdlt man aus (2) (durch
(n’ —1)-malige Iteration) das Zusammenfallen zweier invers-iterierten Intervalle
erster Ordnung, was der Tatsache widerspricht, daB die Invers-iterierten erster
Ordnung eines Q-Intervalls in verschiedenen (B;_,, B;) -Intervallen liegen.



Uber die Divergenzpunkte des Newtonschen Verfahrens 93

Zufolge der vorigen kénnen wir sagen: die unendliche Reihe der Mapzahlen
samtlicher Intervalle (Q)_, (n=0,1, 2, ...) ist (absolut) konvergent. Diese summe
ist das MaB der Menge X.

Bei der Ausrechnung dieser Summe bezeichnen wir mit |o| die Linge des
Intervalls ¢. Es wird dies auch denn kein MiBverstindnis hervorrufen, wenn wir
das Symbol bei Zahlen in dem gewdhnlichem Sinn (als Zeichen des absoluten Wertes)
verwenden. Die Summe der LingenmaBe sédmtlicher invers-iterierten Intervalle
n-ter Ordnung des Intervalls ¢ schreiben wir in der Form S_ (o), d.h. es ist

S-a(0) = 2Zlo-..

G -n

Die Intervalle
Q;s AI9 Q[s A;: Q?

bedecken ,,vollstindig und einfach” das Intervall (B;_,, B;); damit wollen wir aus-
driicken, daB jeder Punkt von (B;_,, B;) zu einem, und nur zu einem der vorigen
Intervalle gehort. Zufolge der Definition des Symbols S_, kénnen wir schreiben:

So(Q0) + So(A7) + So(Q:) + So(A7) + So(2) = B,— B; ;.

Wir wollen noch mit S_,(€2) und mit S_,(A4) die Summe der Léangen aller
(2)_,~, bzw. aller (A)_,- Intervalle bezeichnen. Also gilt

So(Q2) + So(A) =B, — B,.

Die Intervalle ()., und (A)_, haben mit keinem Q-Intervall Punkte gemein-
sam; die Intervalle (2)_, (n=0, 1, 2, ...) sind ndmlich (paarweise) fremde Inter-
valle, es liegen ferner in jedem Teilintervall eines jeden A-Intervalls (£)_,-Inter-
valle, also liegt in einem Q-Intervall kein (A)_,-Intervall (oder ein Teil davon). Daraus
folgt, daB die Intervalle () -, und (A) - ; Teilintervalle von A-Intervallen sind. Ander-
seits ist N(x) in A” und in A” monoton abnehmend, und das Intervall

y (Al’)1=[Fka—1]
wird von den Intervallen
(4) AJ”9 Qi”s QI+1$"'! Q:—l
und
(A--')I =[Bh FI‘]
von den Intervallen
(5) Q;! A£$ 'QZ’ e Q:'"Al'

vollstindig und einfach bedeckt. Das bedeutet, daB die in (B,_,, B;) liegenden
ersten invers-iterierten Intervalle der Intervalle (4) und (5) die Intervalle A; und
A] vollstindig und einfach bedecken. Dies ist fiir die Werte i=2, 3, ..., k — 1 giiltig.
So gewinnen wir, das simtliche Intervalle (2)_, und (A4)_; zusammen sdmtliche
A-Intervalle vollstindig und einfach bedecken, d.h.

So(A)=S5_4(4) +5_-,(Q).

Dieses Formel kénnen wir mit vollstindiger Induktion vorallgemeinern: Nehmen
wir an, dass samtliche Intervalle (A)_,-, von den Intervallen (A)_, und (Q)_,
volistindig und einfach bedeckt werden. Dann liegt ein beliebiges (2)_,=¢ in

.
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einem Intervall (A4)_ -, =t. Jedes invers-iterierte Intervall 7_, ist ein Teilintervall
eines A-Intervalls, und hier ist N(x) streng monoton abnehmend. Deshalb gilt
o_yC1-y dh. (2)_,+, ist ein Teilintervall von einem (A)_,. Fiir die Intervalle
(A)-(a+1) sieht man das ebenso ein. Anderseits ist jedes ((4)-,); ein Intervall
(A) - (a-1)> welche nach der Annahme, von Intervallen (£2)_, und (4)-, vollstindig
und einfach bedeckt wird. Aus der Monotonitdt von N(x) folgt jetzt, daB das be-
treffende Intervall (A)_, durch die Intervalle (2)_ 44y und (4)- 4+ vollstindig
und einfach bedeckt wird.
Dies bedeutet:

S_(A4) = S—(n+1)(g)+ S—{n+l)(A) (n=0,1,2,..),
und so folgt weiter sehr einfach:

So(A) = S_ (D +S_,(2)+... + S_,(2)+ §_,(A),
oder nach (3)

(6) So(D)+S_(2+...+S_,(2)+S_,(A) = B,_, —B,.

Wir beweisen: es ist
lim S_.(4) = 0.

Lemma. Ist ¢ ein Teilintervall eines A-Intervalls, so ist lim S_, (o) =0.

Bewels. Die Richtigkeit der Behauptung ist leicht einzusehen, wenn ¢ ein
Konvergenzintervall ist. Dann liegt namlich ¢ in einem vollstindigen Konvergenz-

intervall w, und S‘ S_.(w) bildet eine Teilreihe der (absulut) konvergenten Reihe
n=0

der Liangen samtlicher vollstindiger Konvergenzintervalle, es ist also konvergent.
Dann gilt aber lim S_, (w) =0, woraus zufolge der Ungleichungen S_ (w)=S_,(0) >
=0 die Behauptung folgt.

Ist o kein Konvergenzintervall, so kénnen wir so vorgehen: Es gibt immer
(unendlich viele vollstindige) Konvergenzintervalle in jedem Intervall. Es sei @
ein in o liegendes Konvergenzintervall. Wegen w C o, o_, C A und der Monotonitét
von N(x) liegt in jedem o_, ein invers-iteriertes Intervall n-ter Ordnung von
w:w_,co_,. Wir wollen fiir diese Intervallpaare beweisen, dal3 die Zahlen

10—l

— =0 1L ...

o )
eine beschrinkte Menge bilden.

Selbstverstindlich ist lsld"‘l

o Die Bestimmung einer oberen Schranke ist
-n

umstindlicher. Ist
(a—(u-l'- l))l =0_p»

so gilt nach dem Lagrangeschen Mittelwertsatz

) Lol _ @, Zeo_gen

]0'-(;+l)|
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Es ist 6_ 4 ein Teilintervall eines A-Intervalls, und in diesem ist |[N'(x)|=Q=1.
(Siehe III. S. 202.) So folgt also

|U—u[§Q|°'—(a+1)|, 0=>1.
Unter Anwendung dieser Ungleichung fiir n=0, 1, 2, ... erhalten wir:

(8) |0|§Q"“|0-(.,+nf-
Aus (7) folgt jetzt
i
Iw—(u+1)| '_'lN (x )" X Ew—(rl-ln
also
|0 - a4 1)l N ol 4 [N’ (x")|
W @—rnl 0= N
Hier i1st
N'(x) | _ max|N’(x)
‘ iR 7 . v e

und wegen W_(,41)C0_(n41), Eilt
max |N'(x)| = Jmax [N’ (x)|,
XET-(n+1

XED-(n+1)
also ist
N’ (x) max [N’ (x)|
o e R
Es folgt noch, wegen |[N'(X)|= min |[N'(x)| (x€0-(441))s
N'(¥) | _ max|N'(x)|
N®E | = mnN@)|® FEo-or

Schreiben wir fir x€o_,-
max |N'(x)|=M’, min [N'(x)|=m’,
so erhalten wir aus der vorigen Ungleichung auf Grund von m"=Q=>1:

s M M —m

LU A PR AR el AL R
m m

i NE
Aus der Monotonitit der Funktion |[N’(x)| fir x€o_ . (siche III. S. 202.) ergibt
sich, daB diese Funktion den groBten und kleinsten Wert in den Grenzpunkten
des Intervalls annimmt, d.h. durch nochmalige Anwendung des Lagrangeschen
Satzes folgt

M —m A
]0’ (+“| — |N (x”)li xoea-(n-ﬁl},
=(n

und so erhdlt man aus (8)

an M—w = a',‘ii—, NG, X"€0-ganye
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Es ist aber in jedem Intervall o_,
IN"(x)|=H
deshalb gilt nach (11)

und aus (9) und (10) erhalten wir:

|6 -+ 1) [l+ R lo—al

lw-@+n) ' i) B T Iy
Schreiben wir diese Ungleichung fiir die nacheinander folgenden Zahlen n auf:
o,/ [ ] |°'|
ol =0T 2) el
|O'_1| = l+ ]0' ll
IOJ z| I —-ll
[0'—»’ i |‘7-(a+1)
|- . Q" o+l

so ergibt sich:

1) b
oo =)o) 1M e el

Es ist aber das unendliche Produkt

= +5

konvergent, und so bekommen wir fiir jedes n

ol |o]|
< P—
‘ w oo = Tl
Schreibt man dies in Form
o]
|a-nl -~ P-—-—'](D_,'I,
||

so folgt

|o|
Sudale) < PerGioh

und wir erhalten — wegen der Konvergenz von 2'S_.(w) —

n=0

lim §_,() = 0
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Durch Anwendung dieser Gleichung auf die Intervalle
&= Aév A;! A;! A;, saey A;-—l! A:-l

folgt in (6) ot g
im S_,(4) =0,

p—oe=

d.h.
2 S-n(Q) = By, —B,.

n=0

Dies ist der MaBl der Menge X, der Menge der Konvergenzpunkte im Inter-
vall [B,, B,_;]. Da es aber auBler diesem Intervall keine Divergenzpunkte gibt,
folgt der

Satz. Die Menge der Divergenzpunkte ist eine Nullmenge.

Literatur

B. Barna, Uber die Divergenzpunkte des Newtonschen Verfahrens zur Bestimmung von Wurzeln
algebraischer Gleichungen 11, Publ. Math. Debrecen, 8 (1961), 193—207.

( Eingegangen am 23, April 1966.)



