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Uber eine invariante Form der Bedingung fiir die Rekurrenz
der kovarianten Ableitung eines beliebigen Tensors

Von A. JAKUBOWICZ und A. WEGRZYNOWSKA (Szczecin).

§ 1. Einleitung

Es sei X, ein Punktraum, in dem ein zweifach kovarianter, nicht verschwinden-
der Tensor T, d.h. mit
(1.1) T,,#0
existiert.

Wir stellen die Frage, wann dieser Raum ein L, Raum werden kann, wobei
die kovariante Ableitung des Tensors 7}, von vornherein als eine rekurrente Ab-
leitung angegeben wird, d.h.

(l 2) VGI:1,|1=K6T£1|'

Es handelt sich somit um die Auflosung des Systems der (algebraischen)
Gleichungen
(1.3) O T3 — T3 oy — 5, Tha =K, T,

wo I® (o,A pu=1,2,...,n) dic unbekannten Komponenten des Objekts der
parallelen Ubertragung sind (das Feld K, sowie das Feld T}, werden als angegeben
betrachtet).

Ist der Tensor T}, symmetrisch, d.h.

(1'4) Til,n: pi (j"p:l, 2s seey H),

gilt ferner

(1. 5) Det (T3,) #0,

und sind gleichfalls die Ubertragungsparameter I'*, symmetrisch, d.h. es gilt
(1.6) =I5 (Aop=12..n),

so hat dieses Problem A. MOOR in seiner Arbeit [1] gelost und eine Formel fiir die
gesuchten Parameter I'%; bestimmt. Es gilt fiir I'%; :

(l . 7) Fgl o * Tw‘(al Turu +3¢r Tal ind 31 Talc) B i(Klag' " ‘Ktr(s'JI.l o KuT\u‘ Tlar)!
wo T den reziproken Tensor in bezug auf T, darstellt:

(1.8) T d™ =08 =12 ... 0k
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Im Falle, in dem der Tensor T}, schiefsymmetrisch ist, d.h.
(19) Tm}. =_T1p (l!.uzliz-:‘-')")

besteht, ferner die Ubertragungsparameter I'%, nicht symmetrisch vorausgesetzt
wurden, wurde das Problem ebenfalls von A. Moér in seiner Arbeit [2] gelGst.
Die Resultate beziiglich der Type (1. 4) und (1. 9) sind im Satz 1 von [2] formuliert.

Fiir den Fall des zweidimensionalen Raumes X,, bei beliecbigem T;,, — der
weder symmetrisch noch schiefsymmetrisch ist, d.h.:

(1. 10) Tiiay#0
und
(1. 11) T(;,.}?fO,

und wenn auBerdem das gesuchte Objekt der parallelen Ubertragung I'*; beliebig
aber nicht symmetrisch ist:

(1. 12) 52, #0,
wuo
(1.13) -9

hat A. Modr in der Arbeit [2] die notwendigen und hinreichenden Bedingungen
der Losbarkeit des Systems der Gleichungen (1. 3) angegeben, deren Gestalt jedoch
keinen invarianten Charakter besitzt.

In der vorliegenden Arbeit geben wir gewisse Bedingungen an, die notwendig
und hinreichend fiir die Losbarkeit des Systems der Gleichungen (1. 3) fiir cinen
zweidimensionalen Raum sind. Unsere Untersuchungen stiitzen sich auf die Theorie
der geometrischen Objekte, und sind in einer invarianten Gestalt formuliert.

Wir schreiben die Gleichungen (1. 3) in expliziter Form aus:

2T I3y +2T 155 =@,
TyaT2+ Ty T3+ Ty Tl Ty3T2 = gy,

1.14
( ) ToyIYi+ Ty T2+ Ty T+ Tyl =@,
2T 1232 +2T;, rz, = &,,,
WO
(1.15) Dy L0, Tip—K,Top.
Die Matrix IM* der Koeffizienten dieses linearen Systems der Gleichungen ist:
2y Wan O 0
(1-26) wa*ﬂ- TIZ le Tll Tll

TZI TZZ TII TZl .
0 0 2T 42y 2T,
Die adjungierte Matrix 9 ist wie folgt:

Po11 2Ty 2Ty O 0

P Tyw T i T
(I.l? mdj el 12 22 11 12 .
) el SO T R
¢a’22 0 0 2T(12) ZTzz
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§ 2. Grundsiitzliche Objekte.

In diesem Paragraphen werden gewisse grundsitzliche Objekte bestimmt,
welche wir fiir die Losung des Problems brauchen werden.
Betrachten wir das Objekt

@. 1 AL Det (T,,).
Das Objekt A ist bekanntlich eine gewohnliche Dichte vom Gewicht 2:
2.2) A =Y"%4,
wo
”

(2.3) Y¥Det(4}), 4A¥< g; :
Betrachten wir ferner das Objekt

ar 0A
(2.4) 9,A4% 2%
Die Transformationsregel dieses Objekts lautet:
(2.5) 9,4 = Y-2A4%(—249,1n|Y|+d,A).

Auf Grund von (2. 5) sehen wir, daB das Objekt (2. 4) kein geometrisches Objekt
ist. Es kann jedoch leicht die Gruppeneigenschaft der Transformationsregel (2. 5)
nachgewiesen werden. Wenn wir nun die Gesamtheit

(2.6) {4, 0,4}

betrachten, so koénnen wir auf Grund der Transformationsregel (2. 2) und (2. 5)
feststellen, daB sie ein geometrisches, sog. halbzusammengesetztes Objekt ([4]) dar-
stellt. Auf Grund der Regeln (2. 2) und (2. 5) sehen wir weiterhin, daBl die gleich-
zeitigen Gleichheiten (in einem beliebigen festgewidhlten Raumpunkt X,)

2.7 A=0 und 9,4=0
einen invarianten Charakter haben. Betrachten wir nun das zweite Objekt:
(2.8) vE4T,,.

Es ist gleichfalls bekannt, dass das Objekt v im zweidimensionalen Raum eine
Dichte vom Gewicht 2 darstellt:

(2.9) v = Y~ 2p.
Betrachten wir ferner das Objekt
(2.10) ws 4—v.

Dies ist — dhnlich wie 4 und v — eine Dichte vom Gewicht 2 also geniigt es der
Transformationsregel

(2.11) w =Y 2w,
Weiterhin nehmen wir in Betracht:
2.12) 9, wii®

m--é—éﬁ .
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Wir beachten, daB auf Grund der Annahme (1. 10) w0 folgt, woraus sich auf
Grund von (2. 10) ergibt, daB 4 und w nicht gleichzeitig verschwinden koénnen.

Analog, wie fiir das Objekt 0,4, kann man beweisen, daB das Objekt d,w
dieselbe Transformationsregel

(2.13) dyw = Y~2A4%(—2wd, In |Y|+9,w),

besitzt, also kein geometrisches Objekt darstellt.

Jedoch, analog wie frither die Gesamtheit {4, 9,4}, stellt die Gesamtheit
{w, 9, w} bereits ein geometrisches (halbzusammengesetztes) Objekt dar. Auf Grund
der Transformationsregeln (2. 11) und (2. 13) sehen wir, daB das gleichzeitige Be-
stehen der Gleichungen
(2. 14) w=0 und J,w=0

einen invarianten Charakter hat.
Betrachten wir endlich die Objekte

i o
(2.15) IS—s
(2.16) 5,%£9,s.

Da die Objekte w und 4 Dichten vom Gewicht 2 darstellen, ist das Objekt s ein
Skalar und das Objelet s, ein kovarianter Vektor. Folglich hat die Gleichung

(2. 17) S‘,:O

einen invarianten Charakter. Die Objekte {4,d,4} und {w, d,w} sowie der
kovariante Vektor s, sind die grundlegenden Objekte zur Losung des in
der Einleitung gestellten Problems.

§ 3. Untersuchung des Ranges der Matrizen (1. 16) wnd (1. 17)

Wir wollen beweisen, daB bei den Annahmen (1. 10) und (1. 11) die Matrix
(1. 16) den Rang r, =3 besitzt. Durch direkte Berechnung der Determinante D
der Matrix M* stellen wir fest, daB

(3.1 D=0

ist, also, daB r, jedenfalls die Ungleichung r, =3 erfiillt. Betrachten wir jetzt die
Unterdeterminante

(3.2) D‘f':4(T22)2T[12]-

Diese ist von Null verschieden, was aus den Annahmen (1. 1) und (1. 10) hervor-
geht, sowie aus der Feststellung in der Arbeit [5], welche behauptet, daB es stets
ein solches Koordinatensystem gibt, in welchem alle nichttriviale Komponenten
des nichtnullwertigen Tensors von Null verschieden sind.

Daraus folgt r; =3. Um zu beweisen, daB das System der Gleichungen (1. 14)
Losungen hat, muB man nun beweisen, daBB der Rang r, der adjungierten Matrix
(1. 17) ebenfalls drei ist:

(3. 3) ry=3.
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Zu diesem Zwecke berechnen wir die Unterdeterminante vierter Ordnung D*
(k=2, 3, 4, 5) der Matrix M, wo in D* der obere Index die ausgestrichene Kolonne

bezeichnet :

IDZ = T(IZ) (AB,m— m3,A) — T(IZ)A_ fc.;
T\12 Ttz
g 2
p’ = Ju (40, w —wd, A) = Mg,
6.9 4 [12) Thin
P 28 (40,0 —wd, A) = T"}Z,A %
[12] [12]
ps = Tun (45 v wd, 4) = Tund'se
[12] Tnz;

Aus den Formeln (3. 4) sicht man, daB (3. 3) in den folgenden Fillen besteht:

(3. 5a) A=0 und 9,4=0,
oder

(3. 5b) w=0 und J,w=0,
oder

(3. 5¢) 5, =0.

Wir haben also den folgenden Satz bewiesen:

Satz. Die notwendige und hinreichende Bedingung des Vorhandenseins einer
kovarianten rekurrenten Ableitung des gegebenen nichtverschwindenden Tensors
T, (falls dieser weder symmetrisch noch schiefsymmetrisch ist) im zweidimensionalen
Raum ist die folgende Alternative:

A=0 und 9,4=0, oder w=0 und d,w=0, oder s,=0.
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