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Zur Spektraltheorie hypoelliptischer Differentialoperatoren

Von HANS TRIEBEL (Jena)

In der vorliegenden Arbeit werden Eigenwertverteilungen selbstadjungierter
hypoelliptischer Differentialoperatoren mit reinem Punktspektrum betrachtet.
Ferner wird untersucht, wann sich die inversen Operatoren als Integraloperatoren
schreiben lassen und welche Eigenschaften die Kerne dieser Integraloperatoren
besitzen.

Im Teil I werden Einbettungssitze fiir die Riume

Warme ()

P1...Ps
von SLOBODECKI und IL'IN ([6]) hergeleitet. Im Abschnitt 1 werden fiir Q=R,
die Resultate unter Verwendung der Fouriertransfo-mation und des Lemmas von
HAuspORFF und YOUNG erzielt. Dabei beschrinke ich mich auf solche Sitze, die
bei den spéteren Untersuchungen Verwendung finden. DaBl man mit der benutzten
Methode wesentlich allgemeinere Resultate gewinnen kann, ist fiir den Fall der
Sobolewschen Raume in [9] gezeigt worden. Das Fortsetzungsverfahren von FICHTEN-
HOLZ gestattet die Gewinnung entsprechender Sitze fiir beschrinkte Gebiete Q
durch Zuriickfilhrung auf den Fall des Gebietes R,, (Abschnitt 2). Die Resultate
des ersten Teils stimmen teilweise mit entsprechenden Ergebnissen von II'in [6]
iiberein. Jedoch scheint die hier benutzte Beweismethode wesentlich einfacher zu
sein, woflir man allerdings Einschrinkungen des Giiltigkeitsbereiches der Sitze
in Kauf zu nehmen hat. Diese Einschriankungen spielen bei der Anwendung der
Resultate auf hypoelliptische Operatoren keine Rolle. Im Teil II werden hypo-
elliptische Differentialoperatoren der Form

Au = D Au+ Bu
i=1

im einem Gebiet Q< R, betrachtet. Q hat dabei ,,wiirfelf6rmige™ Struktur, d.h
Q=]] Q.. QCR,.n +...+n,=n, Q; beschrinkt. A4; ist im Gebiet Q streng
i=1
elliptisch und formal selbstadjungiert, wihrend
Bu= b (x)Du

formal selbstadjungiert ist. Im Abschnitt 4 wird untersucht, wann 4 im Raum
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L,(Q) ein selbstadjungierter, bzw. wesentlich selbstadjungierter Operator mit reinem
Punktspektrum ist. Im Abschnitt 5 wird die Verteilung der Eigenwerte untersucht.
Daraus gewinnt man Aussagen iber die Existenz Greenscher Funktionen und ihrer
Zugehorigkeit zu Funktionenrdumen, (Abschnitt 6). Im anschlieBenden Abschnitt 7
werden allgemeinere hypoelliptische Operatoren betrachtet, deren Definition iiber
quadratische Formen erfolgt. Die Resultate des zweiten Teils der Arbeit stellen
Verallgemeinerungen von Sédtzen aus [10] dar.

I. EINBETTUNGSSATZE

1. Einbettungssiitze fiir den » -dimensionalen Raum. Der n-dimensionale
reelle euklidische Raum wird mit R, bezeichnet. Ist a eine beliebige reelle Zahl,
so wird

a=[a)+{a}, [d ganz, 0={a}<],
gesetzt.

0=(0y, ..., 0n), 0; =0, wird als Multiindex bezeichnet,

[Q] = ([Ql]a CERT) [Qn])’
2| =.§? 0;, entsprechend |[[¢]|= Z’:' [e;]. Wie iiblich wird
i=1 i=1

B ih O pl_ plen  ped

i 0x;
geschrieben, wobei x =(x, ..., x,) ein allgemeiner Punkt des R, ist. L (R,), | =p = =,
(bzw. L,(Q)) ist die Gesamtheit der im R, (bzw. im Gebiet Q) komplexen meBbaren
Funktionen, deren Betrige zur p-ten Potenz integrierbar sind. L, wird in der tiblichen
Weise normiert, (Bezeichnung I llz,)- (Entsprechend L.(R) bzw L.(9)).
C(R,) bzw. C(ﬁ) (€2 ist ein offenes Gebiet, & sein AbschluB) ist die Gesamtheit
der komplexen und im R, bzw. in @ stetigen Funktionen, C(R,) bzw. C(Q) wird

in der iblichen Weise normiert.
C5 (R,) (bzw. C5(Q)) ist die Gesamtheit der komplexen, im R, (bzw. im Gebiet
Q) unendlich oft differenzierbaren finiten Funktionen.

DEFINITION 1. Ist ¢ ein Multiindex und 1= p = =, so wird fiir u€ C5(R,)

e] (el
llle,.e = 1|DI°}"[|L,,+]|H||:,,+ZS "D[ u—Te, D uly,

:=|nn,. |t"¢t}
xi#0
P , < (|D@ly —T, D@y
e, = 1D®ullc+ lullc+ > sup T
i=1x€Rn x|t
xi#0

gesetzt. Dabei ist Ty, der Verschiebungsoperator in x;Richtung, d.h.

ToS(V1s ces Vo) = SP1s ceos Vi 1s Vit Xis Via1s e0es Vo)

(Ist {0;}=o0, so entfillt der entsprechende Term in der Definition der Normen.
lully, , und |ulc,).
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Die Bezeichnungen | |.,, und | |, werden auch fiir Grenzelemente von
Fundamentalfolgen in der entsprechenden Metrik beibehalten. (Sind simtliche
¢;<1, so sind die Normen (1) Verallgemeinerungen der iiblichen Normierungen
holderstetiger Funktionen. Setzt man ndmlich ¢=(4, ..., 1), 0<A<1, so sind die
Normen ||ullc, und

K=
lulet sup =R

dquivalent, wie man durch elementare Abschidtzungen zeigen kann.)
DEFINITION 2. Sind n;, i=1, ..., s, natiirliche Zahlen und ist
n= 2n;, so wird fir x¢R,= ][R,
i=1 i=1
x o (xll “"xﬂ) . (x{l), lls x;:)’ xEZ)’ e | x;f}, e “Y(IS)’ e x:i})
geschrieben. D%, bedeutet, daP nur Ableitungen nach x{’, ..., x) auftreten. Sind
[; nicht negative ganze Zahlen und 1=p;=<, (j=1, ..., 5), s0 ist

) (R,) ={u(x)|D¥wucL,(R,) im Sinne der Distributionen, |x;|=1l,i=1,...,s}.

P1---Ps
. *i
el ytr..rs = 2 ||Dxmul|;.m.
n...ng i=1 |xi| =l
P1---Ps
Ist py=...=p,=p, so wird
Is..0e 2y..do
Wu:...n. -~ Wnt Mg, P
i Pi1---Ps
geschrieben.

Hilfssatz 1. W,f:jijf.', (R,) ist ein separabler Banachraum,
Pr...Ps
Cs(R,) ist dicht in W,' 1.

Pi1...Ps

Bewess. Fiir ve Wi und @€ Cs(R,) ist nach Definition 2

Pi1...Ps

fD;'inv-@dx =(=1)kxl ft‘-D:'m(p dx, 0= x| =1,.
Rn

Rn

Daraus folgt aber sofort, daB eine Fundamentalfolge in der Metrik W,::jj,f,’, einen
Pi1...Ps

Grenzwert besitzt, der ebenfalls zu W, "k gehort, so daB W,' ) ein Banachraum
P1.--Ps Pi.--Ps
ist. Ist u ein Element dieses Raumes und u, eine Mittelfunktion im Sinne von

SoBOLEW ([7], S. 24), so gilt

(D:‘m u)g = D:‘ii} u, ([7] S. 42),
so daB
Diou,~ D¥wu fir €¢-0, |x| =1,
P
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gilt und somit u durch , in der Metrik W,' '\ approximiert wird. Ist
Pi1...Ps

1 fir 0=¢r=1
0=V fur r=2
7(t) unendlich oft differenzierbar im Intervall [0, =), so wird u, (¢ fest) durch u,x (%)

0=x(n=1,

fiir j — < approximiert. Daraus folgt der Hilfssatz.
Satz 1. Fiir einen Multiindex o wird
@ = (0xs 10 0 = (@) oo @15 01 15025 oy 01 o es 02

lel; = Z' e

r=1

gesetzt. n=ny + ... +n,, n; natiirliche Zahlen.
(a) Ist
co=p=2=p, =1, r=1,...,5+1,

s+1

und gibt es Zahlen f,>o0 mit > B,=1 und
r=1

s+1

' 1 1
2 = Ir v~ I€]r. _J'_____, r= 1, cees Sy
@ o (b= lel) > gp 2
so ist
3 u o = ul|Bs+1 Dx u + |lu By
() Ity = el IT (3 10wl +lule, )
fiir o

uE Wy NL,,,, I, =0 und gan:z.
(b) Ist %y

2%p.iEl, r=1,...,8+1,

s+1
und gibt es Zahlen f,=0 mit 3 B,=1 und

r=1

s+1
(4) ——-(!ﬁ, lel,) = Z pon Lol

J=1 p_,
so ist
(5) lule, = elulty:* . IT [ 3 [1D3oule,, + lul, )

i=1 \lxl=ly
fiir

uE Wi wNL,., I, =o und ganz.
Pi...Ps

BeEwEIis. Nach Hilfssatz 1 ist es ausreichend, ¢ € C5(R,) zu betrachten.
(a) Man kann sich auf p <o beschrinken, da die Behauptung fiir p=-< aus

(b) folgt.
. B 1 f —i(x, &
o(&) = nyi2 s e~ ixDp(x)dx
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ist die Fouriertransformierte von ¢(x).
é — (fn seuy En) o (&il)s veey '(11)’652)’ sery a{f)! sary ﬂ‘), ‘evy £:))€Rll‘

Setzt man

l-i-i, = ], l+i, =], f=1,..84+1,
2. P P P
und
= SR =,
so ist
£ P
[er [1+ [l |¢|}°'J] d =
Rn J=1
[1+ H|,§llel,]
®) = Jiglrnes H @lree(1 + gy =t ) g <
H(l+|¢1" ”
1
PBs+1 Bip P,
P Ly P ] =Py (A A P (l +|6|M' pq ]'l
(g de) or [T ( [ rapica-+ eeyiae) [Rf I g %) -
Dabei ist
s+ 1 s+1
B 1 1 B;
(o NN, .
- ng’ Py P P j=1 P
und
1 s4+1 ﬂ
-l > 5.
g - ¥

(Falls ¢ =< ist, hat man die Rechnung zu modifizieren). Nach (2) ist

B.—lel. = m, ”j --__] [ 'Hﬁ;]=4’

ji=1 Pj P4
also
(’r r—lﬂlr)P'G‘-"'ﬂn

so daB das letzte Integral in der Formel (6) konvergiert. Aus Dﬁ =, und den
entsprechenden Formeln fiir hohere Ableitungen folgt

i , ps nj o o
2 |Diwe| = 2 8P ... P ip| &e .Z; |f§"’|] o =

) =1y x4 .. kamy=1j
=clglf@gl, c>0

1) Samtliche unwesentlichen Konstanten werden mit den Buchstaben ¢ oder K bezeichnet.
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Entsprechend ist fiir den im Satz genannten Multiindex o

[0

|Delp| = [ . |60 %" [B] = (&) + .. +IEP .

e QEP+ [P 3] = ¢ IT 161/ 3] = c[1+11jl ) 1.

Beriicksichtigt man
Tﬁtp = e“ibm

und
1 —e>is
| |x (e} | = c|gj|le,
so folgt wie oben fite
1 e s
.S — plel 7
©) T D~ | = ¢ [1+}1_11 |¢|L°'f] 9l

(6) und die Abschitzungen (7), (8) und (9) fithren zu

15 — 77, D0
e

P e ~p
‘P"Lp' + !lD[O]q; “E’, g% "‘P"E,o =

Bss1p’ 2 /t\ Bip’
= c|o|l’*" ol .+ D A
lelz: " L (MQ’HL‘,‘ MZ_!‘ Il “‘P"LPJ
Aus dieser Abschidtzung und dem Lemma von Hausdorff und Young ([8]), folgt
(3) fiir u=@ € Cg(R,). Fiir beliebiges
ueWhiNL
P1...Ps

folgt die Behauptung (a) durch Grenziibergang, da C5(R,) dicht in W, w NL,,,,

Pi1-.-Ps
liegt. Dabei hat man u€L,, ebenfalls als Grenzelement einer Fundamentalfolge
in der Metrik | |.,, aufzufassen.
(b) Der Beweis verlduft analog. Es sei wieder ¢ € C5(R,). Aus

Ps+1

1

Dlg = i Rfeux.cw/lﬁ}‘p dé
und {8) folgt ;
(10) Dg| = ¢ [ [1 T I-fll"'] 31 d.

Rn -
Entsprechend ist nach (9)
Dy —T_ D) s LS
an e [1 + 1T Iéll"*] 91 dt.
Ry -

Ferner ist
(12) ol =c [[6]d.
Rn
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Die zu (6) analoge Abschatzung lautet

[1+ mcl"':]l@lde Jiov-es [T+ lety ﬁii@dag

+ |E[HP
s i ok
= [ ¥ lﬂ"“'dc]’"' 17 [ [a+igkyier: dc] g [ [ 1T A+ RIT) c]‘,
Rn (1+1¢1i)
dabei ist
o R
Zi' RN
Aus (4) folgt

s B S B
Irﬁr'_lglr} 2_—"7[ 2_7]=_
J- 1 P q
so daB das letzte Integral in (13) konvergiert. Dann folgt aber (5) aus (13), (10),
(11) und (12) wie oben. Damit ist der Satz bewiesen.

Satz 2.  ist ein Multiindex wie im Satz 1.
(@) Ist 1=q=2=p und

T=1— l__l_] nj Z@:’o,
q Plij=1 IJ Jj=1 1;
so ist fiir jedes ¢, 0 <e=g,,

1-¢
e, o = elel_s,.0, +ce * Jully,
Bi...Asd
Sir u€ Wy« mit einer von u und & unabhdingigen positiven Konstanten c¢=c(g).
(b) I.!t q52 und

1 5 L)
T=1—— £Jl-—Z'&:»o.

; gi=il; =
so ist fiir jedes e, 0<e=g,,

l1=-¢

lullc, = &lull_1,..0, +c& = [ullg,
Wny..nsq

Sur ue W= mit einer von u und & unabhdngigen positiven Konstanten c = c(g).

Bewels. Nach Hilfssatz 1 ist es wieder ausreichend, den Satz fiir u€ Cg(R,)
zu beweisen.
(a) Aus

3t -2 <

k%5

s+1
folgt, daB es nositive Konstanten f,, ..., B, mit 3 ;=1 gibt, so daB
j=1

_ lel, [ 1), ¥
Bl‘ !' + q p Ir! r_l!"‘l"’
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ist. Also ist (2) mit p;=gq erfiillt. Aus (3) erhilt man

(14) lulle, .. = K[nuu.._, A | - »uuL,]
J=1 lxl=1i;
Setzt man
u x{l}’ ""xgz.)? xiz), "'?x£§)’ "',x{S) b x‘l)) =
m oo X, oo Cs 8, 0ol iy Ca 2B, o ,c,x{‘ < woig 04T,
(15) H=c=...=ct=0¢>0,
so ist
(16) Dlely = plely.cllells | cllells
und

|Dlu—T, D] _ iy, fiewried  als 1D T, Do)
s R Tl lcuz/(@)

wobei k=k(i) so gewdhlt werden muB, das z;=z* mit einem passenden j ist.
Nach entsprechender Transformation der Integrationsvariablen folgt aus (14)
und (16) bzw. (17)

Il =" llells -

(18) Dl ¢ 7y o

m B
*éK[cI c 0 lolle, + 2 Z ]ll),;mvll,_‘c}‘cl IR 1],

J=1 esl=1;
LU 2
sp l{ |Didy—T, Diely ¢ lie)l: — p cLlnlIk+{w} -5 clloll. > =
veRn |Zil ei} 0] s
(19) ny _ng ny Ny
= K[c [ S ]|v!|L = Z VIJ |D:{nv||1,‘c}'cl ¢...c ‘]

fiit i=12..n

Verwendet man (15) und setzt man zur Abkiirzung

1 1) < |[9]ir
Tt = 1“‘[___] Z__ Z T =h=h

q P)r=1 r
so folgt aus (18)

||D[“]U]!L, = K(ctter—1 Hv]l;,’-l-(‘"” ||U|IW£..J. )-
ni..nsq
Setzt man noch
Kctlel = g,

SO ist

_ 1=t o

Ketr-1 = K’¢  tte1 =c(g)e * fiir &= eg,.

Zusammen mit den entsprechenden Abschitzungen, die nach dem gleichen Ver-
fahren aus (19) folgen, erhilt man die Behauptung (a). (b) Der Beweis verlduft
vollkommen analog. Man hat lediglich in den obigen Uberlegungen p = = zu setzen
und Satz 1 (b) statt Satz 1 (a) zu verwenden.
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2. Einbettungssiitze fiir beschrinkte Gebiete. Wie in der Einleitung schon
angekiindigt, werden die Einbettungssitze fiir beschrinkte Gebiete auf die ent-
sprechenden Sitze fiir das Gebiet R, zuriickgefiihrt.

5
DEFINITION 3. n;, i=1, ..., s, sind natiirliche Zahlen, n= Jn;. Q,CR,, sind
i=1
beschrinkte Gebiete, die zur Klasse CY (I, gegebene natiirliche Zahlen), i=1, ..., s

gehéren ?)

Fiir den Multiindex
0= (01200580 = W w0 88 01 s 08D, s 015 osa 082

wird wie friiher

geschreiben.

= {u(x)|D‘uEC(Q),Z |$I‘ Sl 0,=0und ganz; 1= 1, ...,s}.
=1 &

W:ll-'_v";" q(Q) ist die Vervolistindigung von H in der Metrik

u Diwu l=g= o
I "W:-'l I ‘=Z! > [Dxo ully, 2y q

Ferner wird in Analogie zur Definition 1 fiir einen Multiindex o (mit nicht notwendig
ganzzahligen Komponenten), mit

Zﬂél, fiir u€H

=1 4
“ HDM“ ,DMUHL (Qy,)
(20)  [ully, o2 = 1Dully, o)+ lullz, @)+ Z SUP || (ed —
xuiO
und
2 IID“]H 7, D" ul c@,,
1) letlcocay = ||Dmu||c(n)+||“[|qn)+2 sup —— e
=1 x€ERn le{?{}
xy#0

gesetzt, sofern die entsprechenden Ausdriicke endlich sind. Q. =QN{—x;+ Q},
d.h. Q,, ist der Durchschnitt von Q mit dem um den Vektor (0, ...,0, —x;, 0, ..., 0)
verschobenen Gebiet Q.

?) Ein beschrinktes Gebiet wc R, gehort zur Klasse C/, j natiirliche Zahl, wenn es cine
endliche Schar von Paaren konzentrischer Kugeln KV, K, r=1, ..., N; KV c K, gibt, so daB

N
|J KfY 20w ist, (9o Rand von @), und jede Kugel X* eineindeutig und j mal stetig differenzierbar

rej

auf ein Gebiet im R, abgebildet werden kann, wobei K*’ N dw in ein Ebenenstiick Gibergeht. K%' dw
<oll dabei nicht leer und einfach zusammenhingend sein.
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In den Formeln (20) und (21) wird | |, , bzw. | lic, statt || ||, ¢y und || |y
geschrieben, wenn keine Verwechslungsmoglichkeiten bestehen. Ferner werden
diese Bezeichnungen auch fiir Grenzelemente beibehalten.

Wenn fiir eine Fundamentalfolge in der Metrik | | ;.. aus H bekannt ist,
ny...ns.q
daB sie in der Metrik || ||, eine Nullfolge ist, so ist sie auch in der Metrik || || ;,. 4,
Ri...nsq

eine Nullfolge, so daB die Vervollstindigung von H in der Metrik | | ;.. so

erfolgen kann, daBB 4
War . ma(R) C Ly(Q)

gilt.

Ergdnzung 1. In der Definition 3 ist nur von beschrinkten Gebieten die Rede.
Die Betrachtungen dieses Abschnitts lassen sich aber auf spezielle unbeschrinkte
Gebiete ausdehnen. Sind die Gebiete Q; (oder einige dieser Gebiete) unbeschrinkt,
so hat man zu fordern, daB Q; im Sinne von BrROWDER ([2], S. 28), gleichmaBig
zu C% gehort. Ferner hat man in die Gesamtheit H nur solche Funktionen aufzu-
nehmen, die neben den genannten Differenzierbarkeitseigenschaften fiir hinreichend
groBe |x| identisch verschwinden.

Hilfssatz 2. Ist Q das Gebiet aus Definition 3 und u(x) € H, so gibt es eine Fort-
setzung #i(x) von u(x), so daf @(x) im R, definiert ist, dort die gleichen Differenzier-
barkeitseigenschaften wie u(x) besitzt und fiir grofie Werte von |x| identisch verschwindet.
Ferner ist
22 =
(22) |a “w:ll....._:;hq[ sy WO HHHW:II.'.‘.I:;., @
mit einer von u unabhdngigen positiven Konstanten c.

BEwEs. Q; kann man durch Paare konzentrischer Kugeln
KD Kr=1,...M (=1..9) EKPcKD,

Ni
so iiberdecken, J K} o Q, daB diese Uberdeckung eine Fortsetzung der in der

r=1

FuBnote 2 angegebenen Uberdeckung des Randes 9, ist, (die eventuell neu hinzu-
kommenden Kugelpaare sollen ganz im Innern von £, liegen). Ist K% N9Q, =@,
so kann man es so einrichten, daBl die in der Fullnote beschriebene Abbildung

y(i) =f'(i) (x(f))

K3 N Q; in ein Gebiet y) >0 und K{? N IR, in ein Stiick der Ebene y{? = o iiber-
fihrt.

Die Gebiete ﬁ K\!); uiberdecken 9, wobei man sich auf solche Gebiete be-
schrinken kann, i‘:“;; die KMo gilt fiir mindestens ein i. O. B. d. A. sei
K2No#=0a fir i=1,...,k=s.

(23) yO@=£Px®), i=1,..,s,
bildet ‘ﬁlx:jf’i NQ auf ein Gebiet

¥y =0, ...,y >0
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ab, wobei J[ K2NAQ in Sticke der Ebenen ¥ =o, j=1, ...,k ibergeht.
i=1

Ist %,..()€CT ( ﬁ K,S,‘_{] eine Zerlegung der Einheit ([5], S. 4), d. h.
i=1
2 ey (¥)=1 fiir x€Q, so wird y,, , (X)u(x), u(x)€ H, durch (23) in den y-Raum

t?ansformiert: v(y). Diese Funktion besitzt die gleichen Differenzierbarkeitseigen-
schaften wie u(x). Nach dem Verfahren von Fichtenholz ([3], S. 550), kann man
v(y) so iiber die Ebenen y‘-” =0,j=1, ..., k, fortsetzen, daB die Fortsetzung (y)

auBerhalb des Bildes von ]I K}!} identisch verschwindet, die gleichen Differenzier-
barkeitseigenschaften wie v(y) besitzt und daB

160, su.t, o = clol s, (RAOOEP =0, j=1,...,K})
fy...ng, q(Rn) Way.. ns,q
gilt. ¢=>0, unabhéngig von v.

Transformation auf die Variablen x;, Beriicksichtigung der Wahl von g,, , (x),
Addition simtlicher Funktionen #,  ,(x), die auf diese Weise entstehen und Ver-
wendung der letzten Abschitzung fihren zum Beweis des Hilfssatzes.

Ergdanzung 2. Der Hilfssatz 2 bleibt richtig, wenn £; im Sinne von Erginzung |
gleichmaBig zu C" gehdren.

Der nachfolgende Satz ist die Ubertragung von Satz 2 auf beschriinkte Gebiete.

Satz 3. o ist ein Multiindex wie im Satz 1. Q ist ein Gebiet im Sinne der Defini-
tion 3.
(a) Ist 1=q=2=p und
1 1} wm lel;
i — >0,
q pli=il; g‘: y
so ist fur jedes &, 0<e=g,,
1=%
"“"me(n] = 8““" l: A +ce ’ “u"L'(ﬂ)
-..ng,q ()

Sir ue Wh--s (Q) mit einer von u und ¢ unabhdngingen positiven Konstanten ¢ = c(g,).

ny...Ns,

(b) Ist §=2 und

i ol Aoy Sl ,
gji=1l; =1

so ist fiir jedes e, 0 <e=¢g,,

1-¢

u =¢lu ce * |u
lullcecy I ”wf.‘, o ,(m+ el 0

fiir ue W:: :'- q(ﬂ) mit einer von u und ¢ unabhdngigen positiven Konstanten ¢ = c(go).
BeEweis. Der Beweis folgt aus Hilfssatz 2 und Satz 2. Nach Definition 3 kann
man sich auf Funktionen u(x) aus H beschrinken. Setzt man u im Sinne des Hilfs-

satzes 2 fort, so ist
A€Wt m o(R),
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wie man sofort durch Betrachtung der Mittelfunktionen #@;, 6 =0, u;€ Cg(R,),
und durch anschlieBenden Grenziibergang 6 —~o in der Metrik || ||w,,_,_,, R,.) fest-

stellt. Fiir # gilt Satz 2. Daraus folgt aber unter Beriicksichtigung vogl(ﬁ'jqder Satz.
Ergdnzung 3. Satz 3 bleibt richtig, wenn Q, im Sinne der Ergénzung 1 gleich-
maBig zu C* gehort.
Hilffssatz 3. Die Normen ||u||w,.,..;. und

ny...ns,q (2

5
* i
ull 1.1 = Diou + |jul|
byt = 2 2 DSl e+ Wl

sind dquivalent. u€ Wyt ().

Bewels. Es geniigt, u€ H zu betrachten. Fixiert man x@®, ..., x®, so folgt
nach Sobolew ([7], S. 73)

IDxtnu(x®, x® ..., x) L) = ¢ [ IID:t"mll'f..m.)+.IIUII:‘..,(91)] .

0<|xy|<ly l%i] =0

Integration iiber £,, ..., Q, und Addition mit den entsprechenden Abschitzungen
in denen x?, ..., x¥ ausgezeichnet sind, fiihren zum Beweis des Hilfssatzes.

DerFINITION 4. (a) Ist QC R, ein beliebiges Gebiet, so ist ﬁ’::jjj.l,‘,.g(ﬂ) die
Vervolistindigung von Cg(Q) in der Metrik | | 1.4,

ny...ng, 2

(b) @, R,, sind beschrinkte Gebiete, die zur Klasse C?" gehoren, (m; und
l; sind gegebene natiirliche Zahlen, i=1, ...,s).

Q = HQ".
i=1

Dtuc C(Q) fiir Z’ |_Q|£ = I,D"ul = 0 fir Zl-::—l‘ < 1},
i=1 ¥

i=1 2"{ 022

K= K(Q) = {u(x)

(@ und » Multiindizes im Sinne von Satz 1). W32 (Q) ist die Vervollstindigung
von K in der Metrik ||“||”,2h..-2!.-

ny...Ng, 2

(c) Ist t wie friiher ein Multiindex mit nicht notwendig ganzzahligen Komponenten,

so ist L, o(R), | =p=-o, 2_|2£|1 =1, die Vervollstindigung von K in der Metrik
i=1 2l

I llL, s (20). Entsprechend ist C. o(£2) die Vervollstindigung von K in der Metrik
I llces (21).
5
Hilfssatz 4. (a) Ist Q= [] Q;, Q,C R, , Q; beschrinkt, so ist die lineare Hiille
i=1

der Funktionen
_ﬁl 0;(x®), v,(x9)€Cq (),
in ﬁ/::jﬁjf.‘,_ 2 eine dichte Menge. Ist w{(x"W)¢ ﬁ/,f,', 2(R), so gehort Ij w;(x@)
i=1

2 l] ,]
zu Wey' ., Q).
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b) Q= ] Q., Q R, beschrinkte Gebiete, die zur Klasse C?'+' gehiren.
( ) H i i ny
i=1

Die lineare Hiille der Funktionen [Jv(x?) mit

i=1
Diwv,(x"NeC(R) fir 0= |x| =2/,
D¥ov,(x))ag, =0 fiir 0= =1/—1,

ist Iin w22 (Q) eine dichte Menge. Gehort w(x®) zu W,o'5 o(R),i=1, ..., s,
so liegt

I wi(x0) in Wi ne3,0(Q).
BeEwess. (a). Ist w(x)€C5(R), so kann man Funktionen yx(x'")€C5(R)

finden, so daB w(x)=w(x)x(x), x(x)= ]'I x:{(x?) ist. In einem beschrinkten Gebiet
i=1

o, Qcw, kann man w(x) einschlieBiich simtlicher Ableitungen bis zu einer vor-
gegebenen Ordnung beliebig gut durch Polynome Py(x) gleichmaBig approximieren.
x(x)Py(x) € C5(2) approximiert ebenfalls w(x). Daraus folgt die erste Behauptung.

wi(x@P)e Pcl’/,'.‘,,z(ﬂ,) kann man durch glatte Funktionen approximieren und damit
5
auch [JTw(x®).

i=1
(b) Betrachtet man im Gebiet Q, das Dirichletsche Problem mit verschwinden-

den Randwerten fiir den Operator (—4,))", so sind die Eigenfunktionen u; (x”)
in Q, 2/, mal stetig differenzierbar und samtliche Ableitungen bis zu Ordnung /,— |
einschlieBlich verschwinden am Rand. Das folgt aus den Sobolewschen Einbettungs-
sdtzen [7], S. 72, sowie den Theoremen 4 und 10 aus [2], (nach Voraussetzung
gehort Q, zur Klasse C?'-+1), Somit ist der Operator

B = Zs' (=4 )"

i=1
auf der linearen Hiille der Funktionen [Ju;(x”) wesentlich selbstadjungiert,
r=1
sein AbschluB ist also selbstadjungiert. Andererseits ist B auf K symmetrisch.
Daraus folgt, daB K im AbschluB der linearen Hiille der Funktionen ]i u; (x)
r=1

in der Metrik | Bu|| + |u| enthalten sein mufB. Spiter wird gezeigt, daBl die Normen
| Bul| + |lu]] und Hullwz;l_._zg, dquivalent sind, (man vergleiche FuBnote 4). Daraus

ny...Rg, 2,

folgt die erste Behauptung. Die zweite Behauptung folgt wie beim Beweis von (a).

II. HYPOELLIPTISCHE DIFFERENTIALOPERATOREN

3. Voraussetzungen und vorbereitende Betrachtungen. Die nachstehend
formulierten Voraussetzungen sollen (mit Ausnahme des letzten Abschnittes, wo
gewisse Verallgemeinerungen betrachtet werden) bei den kommenden Uberlegungen
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stets erfiillt sein. »; und /; sind natiirliche Zahlen, i=1,...,s, n=3 n. Q,CR,

i=1
sind beschrinkte Gebiete, die zur Klasse C* gehéren. x =(xy, ..., x,) =(x{", ..., x{V,
xP, L xiP, L xP, , xl9). D* und D, haben die gleiche Bedeutung wie friiher.

In Q, wird der streng elliptische und formal selbstadjungierte Differentialoperator
der Ordnung 2/;

Ai = Z ag")(x(‘))D;“,, ain(x(f))e CI‘I (ni)!
la|=2K
(d. h., die komplexen Funktionen a!’ besitzen in £, stetige Ableitungen bis zur
Ordnung |x| einschlieBlich) betrachtet. 4, formal selbstadjungiert bedeutet, daB
fiir jede Funktion ¢¢€Cg5(L))
2 aP(x")Diwep = 3 Din(ad¢)
lal=2k lal=2k
ist. Daraus folgt, daB die Funktionen a{? mit |«|=2/; reell sind. A4, heiBt streng
elliptisch, wenn fiir jeden Punkt x” € ©; und fiir jeden reellen Vektor £ =(¢,, ..., £,)

| IZM ﬂf)(xm)éﬁ = ¢lE*, ¢; = o,
aj= i

E= e, a=(y..a), =38
j=1 J=1

Im Sinne von BROWDER ([2], S. 28) ist 4; wesentlich reell und somit regulir ([2],
S. 44). Daraus folgt:

(a) A, (betrachtet als Operator im Raum L,(R)) ist auf W9 o(R,) selbst-
adjungiert und halbbeschrinkt;

(b) fiir hinreichend groBe ¢ existiert demzufolge (4 +£E)~!, E ist der Ein-
heitsoperator, und ist vollstetig;

(©) fiir ue Wiy, 0(R,) ist

gilt,

(24) ((Ai s gE) u, u)L;(Q;) = €q |I““;;, y 6= 0,
ni, 2134

([2], S. 75—76). (24) 1aBt sich auch in der Form

(25) (4 +EE)u, u)r 40, = ci((—dew)iu+u,u)L 0,

schreiben, wie durch partielle Integration unter Verwendung von Hilfssatz 3 mit
s=1 und g=2 folgt. Bezeichnet man die Eigenfunktionen von A4; mit u{’(x®),
j=1,2,..., und die Eigenwerte von 4; mit A, also

(26) Au’ = 2Pul?, (u}’ orthogonal),

und entsprechend die Eigenwerte von (—4,)*+1 mit v/, so folgt aus (25) nach
dem Variationsprinzip von Courant

AP +E=cp?, & hinreichend groB, ¢;>0.
Aus dieser Abschitzung und

S 7 <o T T s 7
=100y 2/;
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([10], S. 329), erhilt man

< 1
@27) :;;(15_"4-75; <o fir 1> -ﬂ;
(Da (4,4 &E)~" vollstetig ist, besitzt A, ein reines Punktspektrum).
4, Selhstadjungierte hypoelliptische Differentialoperatoren. Betrachtet man im
Gebiet Q= ]] Q,, (die Gebiete ; geniigen den Voraussetzungen des Abschnitts 3),

den Operator

=34=3 3 adx)Df,

i=1 |ay|=24

so ist A (aufgefaBt als Operator in L,(22)) auf der linearen Hiille der Eigenfunktionen

(29) 17 uP(x®)
i=1
wesentlich selbstadjungiert 3). Von Interesse ist, wann A + B mit
B=2b(x)D*

auf der gleichen Menge wesentlich selbstadjungiert ist.
Satz 4. §; und A; haben die im Abschnitt 3 angegebene Bedeutung.

5 5
Q= [ QSR = ] Ry = (1 ees ) = (640, ooy X80, s 200, o 280).

Fiir den Multiindex o wird wie iiblich

o= (als-"san)=(a{”’ Eny a;.” {’) a(,)
geschrieben.
lely= 3 af.
i=1
Ist
B= 3 b@D,, |2=3% smece@),
la:2ll<1 i=1 211'

(d. h., samtliche Ableitungen von b,(x) bis zur Ordnung |x| einschlieflich sind in Q
stetig, wihrend iiber das Verhalten am Rand von Q nichts ausgesagt wird) und

5 nl

b,(x)EL, () mit = =gq,=> m,

9. = 2,

3) Ein Operator heiBt wesentlich selbstadjungiert, wenn sein AbschluB selbstadjungiert ist.
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formal selbstadjungiert, d. h.
b D*o = D* _b f - C=(Q ;
13:%‘1 ‘(x) ’ Iﬂ:i‘%::l ( ¢(x)fp) flﬂ' eeCo ( )

so ist der Operator (betrachtet in L,(Q))

A= S A+B
i=1
2£1 2!.

auf K (Definition 4b) wesentlich selbstadjungiert und auf W,,' .5 o selbstadjungiert.

BEWEIS. 1. Schritt. Die lineare Hiille der Eigenfunktionen (29) des Operators 4,
(28), wird mit L bezeichnet. Lc W, '',%5 , wie durch Approximation von
ui’(x) e W2 o (2,) durch glatte Funktionen folgt. Die Operatoren A; sind halb-

beschriinkt, so daB die Eigenwerte A/” +¢;, £; hinreichend groB, positiv sind.
Es sei u€L und {=¢§;+... +&,.
(30) lAu+Sul* = (A +EE) Z P (D) ... u) (x9) 2 =
j' o

- jZ AP+ . + 2D+ )2 uf? ... uD|2.
Es ist ’
G e JIAD+E) + . +AQH L] = Z AP+ + A7+ =

= ¢ 2 M4 +&)* + ... + A9+ )%,

Jr

¢y, ¢ = 0. Aus

ZIAP +&) + o + AR + 8 uf) .. uPIE, = 2 |4 u+&;uli,,
Jr

Mg+ Euldym = [ [T axo f |A,u+ &;ul? dx =

moi#i
i#j
=c [ [axo [ 3 |Dipul?ax
n o inj 2y 0§tl¢1|§2f‘t
iej
([2), S. 44), und den Formeln (30) und (31) folgt
(32) C':H““zwzt..“z:. = || Au+&ul® = ¢ |lull® 21,..21,, UEL. %)
Ry...ng, 2 ny...ns, 2
Da A auf K symmetrisch ist, folgt aus dieser Formel wie im Hilfssatz 4b, daB 4 auf

w2l o selbstadjungiert und damit auf K wesentlich selbstadjungiert ist.
2. Schrirr. Fiir ue K ist
82 2/px
|Bul? = ¢ b,|?|D*ul?dx = bl dx D*u|p= dx
= = [iopiourdv=© 5 (fiogeas ([10nie )

) Diese Formel schlieBt auch die Liicke im Beweis des Hilfssatzes 4b, so daB dieser Hilfssatz
ab jetzt verwendet werden darfl.
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mit 1 1 1 ,
—_—= —2—-——:, also
5

Pa
g1 n,; s lal;
. 1 — <0.
[2 P.]i=1 2, +i=21, 21 "
Aus Satz 3a folgt dann

(33) 1Bull? = eljull® 2.2 +cllulE, = S1Ault,+clul,,

ll -Ng,2,0

wobei man 6 <1 erreichen kann,
Der Satz folgt aus Schritt 1, der letzten Abschitzung und dem bekannten
Kriterium von KaTo ([4], S. 163 und 164).

5. Eigenwerte und Eigenfunktionen hypoelliptischer Differentialoperatoren.
Wihrend im Satz 4 nur gefordert wurde, daB b,(x) zu C*I(Q) gehort, soll ab jetzt

stets
b,(x) € Clel(Q)

gelten, d. h., samtliche Ableitungen von b,(x) bis zur Ordnung |x| einschlieBlich
existieren und sind im Gebiet Q stetig.

Hilfssatz 5. Q und A haben die Bedeutung aus Satz 4. B sei wie dort formal
selbstadjungiert und
b,(x) € C*I(£).

Dann gilt fiir u€ K (und damit nach Grenziibergang auch fiir u€ Wo,*»25.0)

|(Bu, u)| = s||u||‘2r,,___,, +cl|u|!,_,, 1=¢e:==0, ¢ beliebig.

Ry...ng2
el

BewEss. 1. Fall. Fiir den Multiindex a, 2‘ 2,
i=1

B.d. A. seii=1. Dann kann man einen Multiindex p=(p{", ..., 1,0, ..., 0),
D=al", |B|=|pl; =1/, bestimmen. Fiir u€ K ist

<1, existiere ein i mit |a|;=/,

o.

B
: o inalh o) e - ,
;fb,(x)D’u-udx am |fD‘"uD§m(E,u)dx‘ =
2 4]

= | Dinr (b ulE, +cID*Pul}, = elul’ i 1o + ¢ (8]lull? Site Helullz,),
'l'l Mg 2 'l Mg, 2
¢ >0, 0 >0, beliebig, da

S la—Bli _ < lal— 1Bl _
A T

gilt und somit Satz 3a anwendbar ist.

2. Fall. Fir den Multiindex «, Z:' -I%ii <1, glte |af, </, fir i=1,...,s. Fir
|-l i

u€ K werden die Funktionen D“, Z |§I‘ <1, mit Null auBerhalb Q fortgesetzt,
i=1 2l;
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(auch fiir diese Fortsetzungen werden die Bezeichnungen D?u beibehalten). Wegen
|a];<{; folgt durch partielle Integration

m(ﬁ) - (51:).,2 f e~ DD y(x)dx = 4, E=§8.. 5

Rn

&5 = c|¢[¥" ... [l = e +e (€l + ... +EF).

Ferner ist

Daraus folgt .
[ Dou-b,-udx| = | [Drubude| = [|e|a|bul dé =
Q Rn Rp

= ( [1enar a)* ( [ 1eiBo0 )" <
Ran Rn
= ( [lelal+eqep a2+ ... +182 a1 dg)* ( [ e +e( e (Bl + ... +
Rn R

ez B de)’ = cluld, +elul?,...

ny...ng 2
Daraus folgt der Hilfssatz.
Hilfssatz 5 gibt die Mdoglichkeit, Aussageu uber die Eigenwertverteilung des
Operators A aus Satz 4 zu machen.

Satz 5. Ist A der auf W.'.2 o(Q) definierte selbstadjungierte Operator
aus Satz 4, wobei wie im Hilfssatz 5

b,(x)€ Clel(D)

sein soll, so besitzt A ein reines Punktspektrum, seine Eigenwerte seien A;, i=1,2, ...,
und fiir hinreichend grofe & ist

1 )
34 ——— =< 0o 7] - —'.
34 Zary =" fir *= 27,
BEwEls. Setzt man wie in Formel (28)
A = zs' Al' 3
i=1

so folgt fiir u€ K aus (24), daB fiir hinreichend groBe &,

(Au+Eyuw) = clulfn
gilt. Hilfssatz 5 fithrt zu _—
(35) (Au+Bu+&u,u) = clul} .0, = (AutEyuu).
ny...ng2
(¢, hinreichend groB). Grenziibergang zeigt, daB die letzte Formel auch fiir
u€ Waltn 2 o richtig ist. A}” sind die Eigenwerte von 4;, (26). Also sind
SW+E >0

1=1
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die Eigenwerte des Operators 4 + ¢E. Es ist

Z AP+ H 2 E) T S Z AP ) () e
= 1|2 @ +ny| <=

fir »;>-+ nach Formel (27). (qj,§1= Z" n;, hinreichend groB gewihlt]. Aus
i=1

n
2i,
dieser Abschdtzung, Formel (35) und dem Variationsprinzip von Courant folgt
der Satz.

Satz 6. A ist wieder der auf W2 ;25 o(Q) definierte selbstadjungierte Operator
aus Satz 5, u(x) sind seine orthonormierten Eigenfunktionen, A; die zugehdrigen

Eigenwerte, d. h.
A=Ay, (4, u;)=0;.

Fiir den Multiindex ¢ wird wie frither die Schreibweise

@ = (015 «++s @) = (@fV, ..y 02, 08, ooy €2, .oy @)y .0y 0F),

lel: = Z ey’

verwendet.
(@) Ist p=2 und

1_1)$m_$lel
“‘[ ].ﬂfzro

so ist
%l o0y = (44 &) %, & hinreichend grop.
(b) Ist
1 g n < lol;
= 1"-— s — —_— > 0,
b 2272, 2 2,
so ist

l#illcoay = c(Ai+ &), & hinreichend grof.

(Die Normen | Iz, . und || |lc,ey Wurden in der Definition 3, (20), (21), an-
gegeben.)
BewErs. (a) Nach Satz 3a ist

1=t

(36) ldle,.. = ellwll 2 2:.+‘-'3 e A
Wny...ns,2

Aus den Abschédtzungen (32) und (33) folgt
““tﬂwzh...z:. = c||Auy+ Euy|| = c(A4+6),

B1...Mg, &,
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¢ hinreichend grol3. Aus dieser Abschitzung und (36) erhilt man fiir

1

°T i by

die Behauptung (a).
(b) folgt analog aus Satz 3b.

6. Existenz und Eigenschaften Greenscher Funktionen. Wie in [10] kann man
aus den Aussagen iiber Eigenwerverteilungen die Existenz Greenscher Funktionen
herleiten, sowie Differenzierbarkeitseigenschaften gewinnen.

Satz 7. A ist wieder der auf W2 325 o (Q) definierte selbstadjungierte Operator.
aus Satz 5.

(a) Ist j %;— <2, so ist (A+&EE)™" fiir hinreichend grofe ¢ ein selbstadjungierter
i=1 i

Hilbert—Schmidt Operator und gestattet somit die Darstellung
(37) [(A+EE)~'f1(x) = f Ge(x, f(y)dy, Ge(x,»)€L,(2XQ), [f(y)€Ly(Q)
7]
(b) Ist j % <1, so gehirt (A+EE)~" zur Spurklasse und in (37) ist
i=1 i

(38) Ge(x, 1) € Wi " 20,2 (2X Q).
(c) Ist 2 M1 und fur p=2
=12l

s 1 2
S ern=gn) <1

mit
0= @1 020 = (@ s 0 @ ey @B s @, s S
so ist
Gu(x, Y)EL, , o2 X 3s,.
- > M s leli+m; . ; . ks 3
d) Ist 3 3 <1 und J S 1, wobei ¢ die gleiche Bedeutung wie in
i=1 &« i=1 i
(c) hat, so ist
Ge(x, 7)€ Coo(@X Q).

(Die Riaume L, ,, und C,, wurden in Definition 4c erkldrt, wobei man jetzt n;
durch 2m; zu ersetzen hat).

BEwEIs. (a) Aus (34) folgt, daB man im Fall (a) x = 2 setzen darf, also (4 + ¢E)~!
ein Hilbert—Schmidt Operator ist. Ferner gilt (37) mit

Ge(x) = %ﬂ, (4O € Ly (@X Q),

wobei wie frither (x) die orthonormierten Eigenfunktionen des Operators 4 und
A; die zugehdrigen Eigenwerte sind.
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(b) Nach (34) ist

Z m - o0
und somit (4 + £E)~! ein Operator der Spurklasse.
(39) G¥(x,y) = Z; = (f{’_'fﬁ’” € Wi 20,2 (2 X ),
i= i
da

w,(xX)u;(y) € ﬁ/;;;f'.zn,,z (2% Q)
nach Hilfssatz 4a ist. Bezeichnet man die Koordinaten des Gebietes £ X £ mit
(x’y) - (‘xl’ "'sxn'!yl'! ---!yn) -
o X i Y RN e BRI G PN Y s W)

so wird voriibergehend

A = Z" S a5 (x®) Do + b,(x) D3
i=1 |ai|=2L |a:21| <1
und
‘Z(}) - Zi EE; a,,(y(‘))D (”+ 2 b, (y)Da
i=1 |m|=2L
gesetzt, Dann ist
o —CM 2 Yo 2
T = NG =G Mot = <[ [ 16 =GE N, 7+

+f||G" ~G¥lnte (mdx],

145

(2% bzw. € soll andeuten, daB iiber x bzw. y integriert wird). Dabei wurde
benutzt, daB man diejenigen Funktionen, die gleichzeitig Ableitungen nach x und y
enthalten durch Funktionen abschitzen kann, die nur Ableitungen nach x bzw. y
enthalten [1] S. 75. (Man kann dies auch leicht unter Benutzung von Fouriertrans-

formationen beweisen). Weiter folgt aus (35)

Tnm = (A +EENGY — G¥), GY = G¥ )y i0x 0+

D +c((1(,,+ §E)(Gg_G£‘)’ G?— G?)Lz(nxn)'
a

N W
(A +EE)(GY—GY) = 2;1 u (x)u;(y)
(entsprechend fiir A+ ¢E) ist, folgt
N
1

J-%l M+E

JN'HEC - o fur N,M-“m.
Daraus ergibt sich (38).

D 10



146 H. Triebel

(c), (d). Aus (38) und Satz 3a bzw. Satz 3b folgen die Behauptungen (c) und (d),
wenn man noch das Verhalten der Eigenfunktionen u,(x) am Rand von Q beriick-
sichtigt.

Satz 7 kann man verschirfen, wenn man nicht nur das Verhalten der Eigen-
werte, Formel (34) benutzt, sondern auch die Aussagen iiber die Eigenfunktionen
aus Satz 6.

Satz 8. A ist wieder der auf W' ,.,25‘ o(Q) definierte selbstadjungierte Ope-
rator aus Satz 5. Mit » wird ein Multiindex der Form
x = (xl’ EF x!n) e (X(” b xg.lll)‘l saey X{,), ssey xgl).)! |xh 2 x(“

bezeichnet. Gg(x, y) ist die Greensche Funktion aus Satz 7.
(a) Fir p=2 und

o 1 2 1 1
2 21‘ [lxll‘+p ] - Is = 7 1:

v, F

ist

G{(x; y) E Lp.x.O('Q x Q)'

(b) Fir
s 1

2 5 (#li+2m) <1
ist

Gy(x, »)€C, o(2X Q).
(Die Rdume L,, , und C,, wurden in Definition 4a erklirt, wobei man jetzt n;
durch 2n; zu ersetzen hat).

BEwEIS. (a) Wegen 1 =p”" =2 folgt Z' <1, also ist Satz 7a anwendbar. Mit

2],

x"_““("b" Ky xn+l,- 9x2§)=(g’a)

0 g

erhdlt man aus Satz 6a

e ih
(4 +&)”

falls 7p,, , und 7(,; , positiv sind. Das ist aber wegen

_____v":_ sl _ (_ 1 2
fenp = 1 [ ] 11211’ [ + + ] 12!i

(entsprechend fiir 7, ,) erfiillt.

1D, Dt () sy = €+ EPAFtonesto1)

@, = —1 + ey o+ Trarp =

1 3 )], V q%m x|,
=1=|5—= zl-|5——| 2 F7-2%5 >0,
: [2 P :ZI l; ;; il S

also ist

1DV DSV} a2y =

C
w+w (4 +E)e=r”
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Durch analoge Abschitzungen erhdlt man

1
(A + &7 | x| fevir

HDE:“ u4;(x) D;’] w(y) =Ty, DE:'] u; (x)D[;]l‘fT}’)"f.,((n x D)) =
= c(h+ A =en=ce),
(2% Q),, ist in Definition 3 erklart worden). Also ist

|wue) | _ e
A+E ez, 4+ Q)=

Damit G(QX Q) zu L, (2X Q) gehort ist nach (39) und der letzten Abschitzung
hinreichend, daB

1-21' (j-i'l'f)"'
ist. Das ist aber nach (34) wegen
5 n‘
@ > th' A
d. h.

—l+[1—-£-]2 Z|’f|a

nach Voraussetzung erfiillt.
(b) wird vollkommen analog bewiesen, (man braucht in den obigen Rechnungen
nur p=-<o zZu setzen).

BEISPIEL. Betrachtet man z. B. den Multiindex x =(/;, 0, ..., 0), so ist Z‘ I* I’ =

also

1
-

Gux, y)€C, o(2X Q), falls j {;i {% ist.
i=1 &

Also ist
Gy(x, )€ Cani 20,0 (R X Q),

Z —1st (Dabei wird C;’,.,','_TZ,,,O(QXQ) in naheliegender Weise analog

zu W;',l "z,., ], o(gx Q) definiert).

7. Verallgemeinerte hypoelliptische Differentialoperatoren. Betrachtet man
die Beweise der Sitze 5 bis 8, so stellt man fest, daBB nur bei den Beweisen der
Satze 6 und 8 die Kenntnis iiber das Definitionsgebiet des Operators 4 entscheidend
benutzt wurde. Das legt nahe, die Sitze 5 und 7 fiir allgemeinere Operatoren zu for-
mulieren.

Satz 9. Q ist ein beliebiges beschrinktes Gebiet im R, iiber dessen Rand keine
Voraussetzungen gemacht werden. n; und I, i=1, ..., s, sind natiirliche Zahlen,

5
2m=n F‘l‘}::jj'_i',‘z (Q) ist der in der Definition 4a erklirte Raum.
i=1

x = (xls L ] xn) (x(l) = l(t:li sany x?), ---sxg))'
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Fiir u€ Cg(Q) sei

A = [ A3 (x) Do uDlorudx =
o lal=lgl=1

EC‘IIZII IDxoullf,, e¢=o0, i=1,..,s.
7=l

Dabei sind Aj (x) komplexe, in Q lokal integrierbare Funktionen fir die
A3i(x) = ALi(x)

(40)

gilt.
(a) Die Normen

Alu,u] = :-‘21' A'lu,u]  und ||u|izﬁ,:al-_._-‘l;m 2@

sind koordiniert.

(b) Ist A der durch die quadratische Form A[u,u) erzeugte selbstadjungierte
Operator, so ist A positiv definit, A besitzt ein reines Punktspektrum, es gilt (34)
und Satz 7, wenn man dort den Operator A durch den Operator A ersetzt und £ =0
wahlt.

Bewess. Fir ueCg(Q), d. h.,, u€ Cg(R,), folgt fiir ein geeignetes p>2 aus
dem Beweis des Satzes 2a

1=-¢

‘ -_———
Il @) = & _2?11 |2: IDEoullp o +ce * lulzoy 1>7T>o0,
i=1 |ml=h

fiir 0 <=g<<. Da Q beschrinkt ist, gilt

N, =cllul., .
P

Wihlt man in (41) & hinreichend groB und beriicksichtigt man die letzte Ungleichung
und (40), so folgt
lul?, = cAlu, u), ¢=>0.

Also ist A[u, u] positiv definit. (a) beweist man wie in [10] (S. 328), (dort ist auch
der Begriff ,,koordinierte Normen™ erkldrt). Dann erhdlt man (34) und Satz 7
genau wie friiher.
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