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Die Modelle der hyperbolischen ebenen Geometrie in der
Mobiusschen Ebene I

Von L. GYARMATHI (Debrecen)

Wohlbekannt ist die Tatsache, daB die Bewegungsgruppe der hyperbolischen
ebenen Geometrie mit der projektiven Gruppe der projektiven Geraden isomorph
ist. Dies ist auch deshalb merkwiirdig, denn so ist eine zweidimensionale Geometrie
mit einer eindimensionalen zu charakterisieren. Diese Tatsache wird durch die
klassischen Modelle der hyperbolischen ebenen Geometrie schdn widerspiegelt.
Diese sind das Poincarésche Halbebenenmodell, das Cayley—Kleinsche und das
Poincarésche Kreismodell. Und zwar so, daB die Gruppe der in diesen Modellen
erklirten Bewegungen durch die projektive Gruppe der die Modellen abgrenzenden
Geraden bzw. Kreise bestimmt ist. Diese Modelle verwirklichen die hyperbolische
ebene Geometrie in einer Halbebene bzw. im Inneren des Kreises. In diesem Sinne
spricht man von Halbebenenmodellen und Kreismodellen. In den erwidhnten Model-
len bedeuten bestimmte Kreisbogen, bestimmte Halbgeraden und bestimmte Sehnen
die Geraden der Modelle, deshalb sind diese Modelle durch die Anwendung der
Kreisgeometrie zweckmdBig zu untersuchen, und so ist die Mdbiusebene der natiir-
liche Ort der Herleitung dieser Modelle.

Hinsichtlich der hervorragend guten Eigenschaften der klassischen Modelle
ist es das Ziel dieser Arbeit, simtliche solche Modelle der hyperbolischen ebenen
Geometrie in der M3biusebene aufzusuchen, welche einen den klassischen Modellen
dhnlichen Typ haben, und fir sie eine einheitliche Herleitung zu geben. Fiir die
klassischen Modelle hielten wir die obenerwihnten zwei Eigenschaften (Modell-
geraden Kreisbogen, die Bewegungen werden durch die projektiven Transformationen
hergestellt) am charakteristischsten, und dies wird bei der genauen Definition
unserer Modelle hervorgehoben.

Es geniigt, bei der Aufsuchung der Halbebenenmodelle und der Kreismodelle
der hyperbolischen ebenen Geometrie nur mit einem der beiden Typen sich aus-
fiihrlich zu beschiftigen, da diese mit Inversion beziiglich des Kreises ineinander
iiberfiihrt werden konnen.

Die Arbeit untersucht zuerst das Problem der Halbebenenmodelle. Das Problem
beziiglich der Kreismodelle wird so behandlet, daB die Ergebnisse in Verbindung
mit Halbebenenmodellen auf sie libertragen, und wenn ndtig ergidnzt werden.

Als Resultat unserer Arbeit ergibt sich, daBB die durch uns definierten Halb-
ebenen- und Kreismodelle in drei Typen einzureihen sind; sogenannte elliptische,
hyperbolische und parabolische Modelle; und so gelangt man auch zu neuen Model-
len, die sich auBer den klassischen Modellen als interessant erweisen. Die Her-
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stellung der Modelle geschieht einheitlich und es gelingt fiir alle Modelle eine ein-
heitliche Strecken- und Winkelcharakteristik einzufiihren.

Die Arbeit zerfdllt in zwei Teile. Im ersten Teil wird auf die Mdglichkeit der
drei Typen unserer Modelle hingewiesen. Im zweiten Teil die Existenz dieser drei
Typen nachgewiesen und auBerden werden auch die speziellen Fille der Kreis-
modelle vorgestellt.

Einleitung

Die hyperbolische ebene Geometrie wird ohne Stitigkeitsaxiome begriindet
und somit wird das Axiomensystem von Hilbert ([S], S. 160—163.) angewendet.

Es ist bekannt, daB in der hyperbolischen ebenen Geometrie die von Hilbert
eingefiihrten Enden — abgesehen vom = Ende — einen solchen angeordneten
Korper bilden, in welchem alle positiven Korperelemente Quadrate sind. Ein Kérper
mit solchen Eigenschaften wird Q-Korper genannt. Wenn bei irgendeinem Modell
der hyperbolischen ebenen Geometrie der angeordnete Koérper der Enden Q ist,
so wird das ein Modell iiber Q genannt.

In der Arbeit wird es eine wichtige Rolle spielen, daB die Enden irgendeiner
hyperbolischen ebenen Geometrie iiber Q eine projektive Gerade iiber den be-
treffenden Q bilden.

Die Priifung der Fragen, die in der hyperbolischen ebenen Geometrie mit
der Kongruenz der Strecken und Winkel verkniipft sind, wird oft durch Einfiihrung
der kongruenten Abbildungen (Bewegungen) der hyperbolischen ebenen Geometrie
erleichtert. Es ist bekannt, daB diec Bewegungen der hyperbolischen Ebene iiber
Q-Korper durch die Geradentransformationen

,_of+B . _on+p -

bestimmt werden, welche sich auf die Enden &, #n# < der Geraden beziehen. ')

2. Die Menge der Punkte der Mdbiusebene iiber einem Q Korper K wird
aus der Menge der Punkte der euklidischen Ebene iiber K (das heiBt aus der Menge
der aus Elementen von K gebildeten Elementenpaare) so gebildet, daB dazu noch
ein weiteres Element, der sogenannte unendlichferne Punkt hingefiigt wird. Unter
den Kreisen der Mdobiusebene iiber K versteht man die Kreise und Geraden der
euklidischen Ebene iiber K. Die letzteren werden auch Geraden der Mdbiusebene
genannt.

Auch in dieser Mdébiusebene ist das sogenannte Kreisaxiom giiltig, und die
Inversion bzw. die Antiinversion werden auch hier in gewohnter Weise (durch
senkrechte Kreise bzw. mit Hilfe diametral schneidender Kreise) erkldrt, ferner
auf den Kreisen das DoppelverhiltniB und die Involutionen. Wenn es in einer
Médobiusebene einen Kreis & und zwei nicht daraufliegende Punkte gibt, dann werden
die Kreise der Kreisreihe, die durch die zwei Punkte bestimmt sind, aus dem k
die entsprechenden Punktpaare einer Involution ausschneiden und umgekehrt
sind alle Involutionen von k auf diese Weise herzustellen.

;} Es wird beziiglich der Transformation des Endes == bemerkt: wenn y=0 ist, dann ist e

das Bild von — % und das Bild von < ist «/y, wenn aber y=0 ist, dann ist das Bild von = esselbst.
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§. 1. Die Verbindung zwischen den Punkten der hyperbolischen ebenen Geometrie
und den Involutionen der projektiven Geraden

In der Arbeit wird der folgende Satz eine wichtige Rolle haben.

Satz 1. 1. Die elliptischen Involutionen I der aus den Enden bestehenden projektiven
Geraden entsprechen den Punkten der hyperbolischen Ebene iiber irgendeinem
Q-Korper eineindeutigc und zwar so, dafi die Endenpaare der durch P gehenden
Geraden entsprechende Punktpaare von zu P gehorigen I sein werden.

Beweis. Hilbert hat in [5] (S. 175.) bewiesen, daB alle solche Geraden deren
Enden mit den Endkoordinaten &, n# <o die Gleichung

(.1 atn B0 4y =0

wo a, f§, y Enden sind, und 4ay — f? >0 erfiillen, durch einen Punkt P hindurch-
gehen. Aus dem Beweis von Hilbert folgt auch leicht, daB die Enden der durch
einen Punkt P gehenden Geraden, welche kein = Ende haben, der Gleichung ge-
niigen. Es ist moglich die Gleichung (1. 1) auch in der Form

=7 2
(12) f: - a?_z - | |
aq+~2

zu schreiben. Wir betrachten & bzw. n fiir gewohnliche Koordinaten der aus den
Enden bestehenden projektiven Geraden und wir bringen nach (1.2) zwischen
¢ und #n eine eineindeutige Beziehung zu stande. In diesem Fall bestimmt (1. 2)
— insofern er mit der FuBnote 1) ergidnzt wird — die elliptische Involution der
projektiven Geraden. Weil zu jedem P eine Gleichung (1. 1) geh6rt und umgekehrt,
gehort eine durch (1. 2) angegebene elliptische Involution 7 zu jedem P und um-
gekehrt. Nach (1, 2) sind der Punkt £ und der Punkt 5 die entsprechenden Punkt-
paare der Involution 7, aulerdem ist es auch bekannt, daB ¢ und n die Enden der
durch P gehenden Geraden sind, q.e.d.

Aus diesen Griinden kénnen die Punkte der hyperbolischen Ebene iiber irgend-
einem K Q-Koérper durch die / bestimmenden Matrizes

=

5 g
(1.3) gl day—p* =0
* &

angegeben werden. Von einer solchen Matrix und durch ihr Produkt mit dem
Skalar g(¢€K, 0#0) wird derselbe Punkt bestimmt.
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§. 2. Die Erklirung und die charakteristische Abbildung der Halbebenenmodelle
der hyperbolischen ebenen Geometrie

In den Modellen der Geometrie sind die Axiome und die Sitze der Geometrie
giltig, und es ist moglich, die in der Geometrie vorkommenden Definitionen auf
das Modell iiberzutragen. Diese Tatsache wurde auch bei der nichsten Definition
in Betracht genommen.

Erkldrung 2. 1. Unter den Halbebenenmodellel der hyperbolischen ebenen Geo-
metrie tber einem Q-Korper K versteht man die Modelle, welche auf folgende
Weise anzugeben sind: Die Punkte derjenigen Halbebene M, werden als Punkte
des Modells betrachtet, die von irgendeiner Geraden e der Mdbiusebene iiber dem
Korper K bestimmt sind, die in der M, liegenden Bbgen eines solchen nicht not-
wendig vollstindigen Kreises werden als Modellgeraden betrachtet, die die Gerade
e in zwei Punkten schneiden, unter der Inzidenz der Modellpunkte und Modell-
geraden verstecht man die Anordnung der Modellpunkte auf den Kreisbégen der
Mdbiusebene, die Endkoordinaten irgendeiner Modellhalbgeraden seien die gewdhn-
lichen Koordinaten der Punkte von e. Jener Kreis, deren Bogen Modellgerade ist,
soll durch die Enden der zur Modellgerade gehdrenden zwei Halbgeraden hin-
durchgehen, die Bewegungen des Modells seien durch die projektiven Transformatio-
nen der Geraden e bestimmt.*)

Ein Kreis der Mdbiuebene dessen Bogen Modellgerade ist, wird ein Kreis
fiir das Halten der Modellgerade genannt.

Aus der Erklirung der Halbebenenmodelle und aus dem modellgemifBen
Entsprechenden des Satzes 1, 1 folgt einfach der

Satz. 2. 1. Im Falle jedes Halbebenenmodells der hyperbolischen ebenen Geo-
metrie haben die durch irgendeinen Punkt P gehenden Kreise fiir das Halten aller
Modellgeraden aufer P nur einen gemeinsamen Punkt in der Mobiusebene, welche
das Modell hdlt.

Nach diesen Vorbereitungen kann die sogenannte charakteristische Abbildung
der Halbebenenmodelle erklirt werden, die vom Standpunkt der Arbeit entscheidende
Wichtigkeit hat.

Erkldrung 2,2. Es sei ein Halbebenenmodell der hyperbolischen ebenen
Geometrie iiber einem Korper Q gegeben. Einem beliebigen Punkt des Modelles
soll man den anderen gemeinsamen Schnittpunkt P* der durch P hindurgehenden
Kreise zuordnen, die die Modellgeraden halten. Diese in der Mébiusebene definierte
Abbildung des Modells nennt man die charakteristische Abbildung des Modells
und den P* das charakteristische Bild von P.

* Die proiektiven Transformationen von e bestimmen schon Bewegungen des Model!s. Auch
die fir die Bewegungen des Modells festgestellte Bedingung folgt schon aus der auf die Endkoordi-
naten der Halbgeraden beziiglichen Bedinging. Damit wollten wir eigentlich eine Vcrschrift fiir
den Aufbau geben. Durch die Bewegungen definiert man die Kongruenz der Strecken und Winkel.

Mit Riicksicht darauf, daB die Bewegungsgruppe der hyperbolischen ebenen Geometrie, und
so auch die Bewegungsgruppe ihrer Modelle mit der Bewegungsgruppe der projektiven Geraden
isomorph ist, sind alle solche Halbebenenmodelle in welcher die auf die Enden in den Obigen vor-
geschriebenen Bedingung nicht erfGllt wird, unnatiirlich zu betrachten.
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Aus der Erklarung folgt sofort der

Satz 2. 2. Im Falle jedes Halbebenenmodells der hyperbolischen ebenen Geo-
metrie befinden sich die charakteristischen Bilder der auf irgendeiner Modellgerade
liegenden Punkte auf dem haltenden Kreis der Geraden.

Satz 2. 3. Die charakteristische Abbildung irgendeines Halbebenenmodells
der hyperbolischen Ebene ist entweder eineindeutig oder fallen die Bilder samtlicher
Punkte zusammen.

Beweis. In Hinblick auf die Eindeutigkeit der charakteristischen Abbildung
geniigt es zu beweisen, daB wenn die charakteristischen Bilder zweier Modellpunkte
P, und P, zusammenfallen, dann fallen die charakteristischen Bilder aller Modell-
punkte zusammen. Es sei P¢ |P, P,| (P ist kein Element der Geraden P; P,), dann
gehen nach dem Satz 2, 2 die |PP,| und |PP,| haltende Kreise durch den Punkt
hindurch und so ist P*= P} =P3. Damit ist unser Satz fiir alle Punkte P¢ |P; P,|
bewiesen. Es sei R€ |P, P,| und R# P;, P,, dann ist R¢ |P, P|. In unserer vorigen
Uberlegung werden die Punkte P, bzw. P, durch die Punkte P, bzw. R und P durch
R ersetzst. Daraus folgt nach den Obigen R*=P}=Pj. Damit ist der Beweis
unseres Satzes beendet.

3.§ Die Klassifikation der Halbebenenmodelle der hyperbolischen ebenen Geometrie

In diesem Paragraphen wird der folgende Hauptsatz der Arbeit beweisen:

Satz 3. 1. Es sei auf einer Halbebene M, die durch die Zerfillung in zwei Teile
mit der Geraden e Mdbiusebene M iiber einen Q-Korper entsteht, ein Halbebenen-
modell der hyperbolischen ebenen Geometrie gegeben. In diesem Falle ist eine und
nur eine der folgenden Bedingungen fiir die Menge t aller Kreise welche die Geraden
des Modells halten erfiillt:

a) Es gibt auf der Hilfte von M, welche sich von M, unterscheidet, einen solchen
Punkt, daf die durch diesen gehenden und die e in zwei Punkten schneidenden Kreise
und nur diese zu T gehdren.

b) Es gibt einen solchen Kreis von M, welcher keinen Punkt von M, enthilt,
daf die diesen orthogonal schneidenden und die e in zwei Punkten schneidenden Kreise
und nur diese zu t gehiren.

¢) Es gibt einen solchen echten Kreis von M, dessen Mittelpunkt sich auf der,
von M, sich unterscheidenden Hilfte der M befindet, daf die diesen in Diametralen
Punkten, und die e in zwei Punkten scheidenden Kreise und nur diese zu t gehdéren.

Bewels. Wir beweisen zuerst, dafl die charakteristischen Bilder der Modell-
punkte im Fall der hyperbolischen ebenen Geometrie iiber irgendeinem Q-Ko&rper
nur die folgenden sein konnen.

1. Alle charakteristischen Bilder fallen in einem Punkt F zusammen, oder

2. Das charakteristische Bild ist die Inverse des Modellpunktes beziglich
eines Kreises k., oder

3. Das charakteristische Bild ist die Antiinverse des Modellpunktes beziiglich
eines Kreises k,..
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Wenn es zwei Modellpunkte gibt deren charakteristische Bilder zusammen-
fallen, da besteht der erste Fall nach dem Satz 2, 3. Seien jetzt die charakteistischen
Bilder verschieden, und sei P,€|P,P,| (i=3,4,...), wo P;, P, und P, Modell-
punkte sind. Jetzt bilden wir nach den Sitzen 2, 2 und 2, 3 die Punkte P,, P, und
P, des Kreises, welcher die Modellgerade P, P, hilt, auf die Punkte desselben Kreises
eindeutig ab. Dasselbe gilt fiir durch zwei Modellpunkte gehenden Kreise, welche
eine Modellgerade halten.

Man soll untersuchen, bei welcher Stellung der Modellpunkte und ihrer charak-
teristischen Bilder die obigen Bedingungen erfiillt werden.

Unsere Untersuchungen werden wir auf der Kugelfliche durchfiihren, und
zwar so, daB unsere Md&biusebene durch eine stereographische Projektion ([6], II.
S. 406) auf die Kugelfliche iibertragen wird. Zu diesem Zweck wird unsere M&bius-
ebene zu dem Mdbiusraum iiber dem betreffenden Q-Korper erginzt. Dies ist auf
Grund von [5] (S. 15) moglich. In dem so Kkonstruierten Raum nehmen wir die
Kugelfliche auf. Die stereographische Projektion trigt die Mdbiusebene eindeutig
Inzidenztreu und Kreistreu auf die Kugelfliche iiber. Gerade deshalb sind die
bisherigen Feststellungen beziiglich unserer Abbildung auch auf der Kugelfliche
giiltig. Nun bilden wir gewisse Punkte der Kugelfliche eineindeutig auf gewisse
Punkte der Kugelfliche so ab, daB ein Kugelkreis durch irgenwelche zwei Punkte
(durch das Bild des Modellpunktes auf der Kugel) und durch ihre Bilder (durch
die Entsprechenden ihrer charakteristischer Bilder auf der Kugel) hindurchgeht.
Daraus folgt aber, daB3 irgendwelche zwei im vorigen erwidhnten Punkte und ihre
Bilder verbindende Geraden sich schneiden, namlich diese legen sich auf die Ebene
des vorher Erwidhnten Kugelkreises. Dies ist nur so moglich — weil die entsprechen-
den der Modellpunkte auf der Kugel nicht alle in einer Ebene liegen — dal3 die
erwahnten verbindenden Geraden durch einen gemeinsamen Punkt O gehen.
O kann wegen der eineindeutigen Abbildung nicht auf der Kugelfliche liegen. Die
obigen Abbildungen gehoéren zu der speziellen Homographie der Kugel ([6], II.
S. 375—377): zu den Antiinvolutionen erster Sorte (O ist auBerhalb der Kugel)
bzw. zu den Antiinvolutionen zweiter Sorte (O ist innerhalb der Kugel). Die Anti-
involution erster Sorte ist eine Kugelspielung beziiglich eines Kugelkreises, die
Antiinvolution zweiter Sorte ist aber die Spiegelung der Kugel beziiglich eines inneren
Punktes O. Mittels stereographischer Projektion tragen wir unsere Abbildungen
auf die Mobiusebene zuriick. In diesem Fall geht — wie bekannt — die Antiinvolu-
tion erster Sorte in eine Inversion beziiglich eines Kreises k, *), die Antiinvolution
zweiter Sorte aber in eine Antiinversion beziiglich eines echten Kreises k,, liber**).
Damit wurde die Behauptung vom Anfang des Beweises bestetigt.

Es soll noch beachtet werden, daB die zu den Modellpunkten gehdrigen
Involutionen auf e elliptisch sind, deshalb wird irgendein Modellpunkt und sein
charakteristisches Bild durch e getrennt. Diese letztere Forderung und die Bedingun-
gen 1. bzw 2. bzw. 3. bedeuten eine doppelte Forderung in Bezug auf die vorliegenden

" %) Die Poolarebene von O beziiglich der Kugel soll die Kugel im Kreis &, schneiden, k, ist

das stereographische Bild von k,.
**) Sei O der konjugierte Punkt O beziiglich der Kugel auf die Gerade CO, wo C das Zentrum

der stereographischen Projektion sei. Die Polarebene von O soll unsere Kugel im Kreis k:, schnei-
den, k., ist das stereographische Bild von k.
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Punkte und Bilder. Es ist leicht einzusehen, daB nach dem Obigen im Fall 1.
F weder ein Punkt von e noch ein Punkt von M, sein kann, im Fall 2. k; mit M,
keinen gemeinsamen Punkt haben kann, weil es im Falle der Existenz eines gemein-
samen Punktes einen solchen Modellpunkt (z. B. einen in M, liegenden Punkt
von k) gibe, dessen charakteistisches Bild welches der Bedingung 2. geniigt, der
Punkt von M, wire, und dies ist nicht erlaubt; im Fall 3. kann aber der Mittel-
punkt von k., kein Punkt von M, sein, weil dann ein solcher Modellpunkt (z. B.
die in M, liegenden Endpunkte der Durchmesser von k,,) existierte, dessen charak-
teristisches Bild, das der Bedingung 3. geniigt der Punkt von M, wire, dies ist aber
nicht erlaubt.

Da auf allen Modellgeraden Modellpunkte liegen, gehen auf der Erklarung
2,2 alle Modellgeraden haltenden Kreise mindestens durch einen Modellpunkt
und durch dessen charakteristisches Bild hindurch. Daraus und aus den Obigen
folgt, daB alle Kreise welche die Modellgeraden halten, die Gerade in zwei Punkten
schneiden und in Fall 1. durch F gehen, in Fall 2. aber durch die beziiglichen Invers-
punktpaare, d.h. sie sind auf k, senkrecht, in Fall 3. gehen sie durch die beziiglichen
Antiinverspunktpaare, d. h. sie schneiden k, in diametralen Punkten. Natiirlich
gehen auch die Modellgeraden haltenden Kreise im letzteren Fall durch die Anti-
inversen der Enden der Geraden hindurch. Daraus folgt auch, daB3 der Mittelpunkt
von k,, sich auch auf der Geraden e nicht befinden kann. Dann wiirden namlich
auf den durch k_, ausgeschnittenen zwei Enden unendlich viele Modellgerade gehen.

In Verbindung mit dem Hauptsatz soll auch noch darauf hingewiesen werden,
daB die e in zwei Punkten schneidenden und den Bedingungen a) oder b) oder ¢)
geniigenden Kreise, die eine Modellgerade haltenden Kreise sind. Es folgt daraus,
daBB — wie erwdhnt — der die Modellgerade haltende Kreis in allen Fillen durch
irgendwelche zwei Punkte von e als durch zwei Enden hindurchgeht. Und durch
irgendwelche zwei Punkte von e geht nur ein solcher Kreis hindurch, welcher durch
F geht, oder senkrecht auf den Kreis &, ist, oder den k,, in diametralen Punkten
schneidet. Der auf F beziigliche Teil der letzteren Behauptung folgt sofort aus der
vorgeschriebenen Lage von F. In der anderen zwei Fillen gilt sie deshalb, weil
— wie bekannt — durch zwei Punkte nur ein einziger solcher Kreis hindurchgeht,
welcher auf einer gegebenen Kreis senkrecht ist, oder einen gegebenen Kreis in
diametralen Punkten schneidet, ausgenommen den Fall, bei welchem die zwei
Punkte Invers oder Antiinvers beziiglich des gegebenen Kreises sind. Neben den
Bedingungen b) und c) hat M, keine zwei solche Punkte, welche Invers, bzw. Anti-
invers beziiglich k, bzw. k,, wiren.

Daraus, daB von den Fillen 1., 2. und 3. auf einmal nur einer besteht, folgt es,
daB von den Bedingungen a), b), c) fiir die Menge f der die Modellgerade haltenden
Kreise eine und nur eine erfiillt werden kann.

Der Beweis des Hauptsatzes ist damit beendet.

Erkldrung 3, 1. Das Halbebenenmodell der hyperbolischen ebenen Geometrie
iiber dem Kérper Q wird dem Typ nach parabolisch, elliptisch oder hyperbolisch
genannt, je nachdem die Bedingung a), b) oder c) von Satz 3, 1 fiir es giiltig ist*.)

Zusammenhang mit den Kreisbiindeln auszudriicken.
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