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Ein kombiniertes Randwertproblem im Einheitskreis

Von MANFRED WALK (Jena)

Wir betrachten im R, den Einheitskreis Q= {(x,, x,); x} +x% <1} und auBer-
dem einen elliptischen Differentialoperator der Form

Lu=Au+b;D;u — au.

Dabei ist 4 der Laplacesche Operator, D, =£—-

gegebene Funktionen. Wir vereinbaren, daB iiber doppelt auftretende Indizes
stets summiert wird.

Als kombiniertes Randwertproblem bezeichnen wir die Aufgabe, eine Funktion
u zu finden, die fiir eine auf 9Q, = {(x,, x,); x]+x3=1, x, =0} gegebene Funktion
Y und fir eine auf 90Q,={(x, x;); xj +x3=1, x;, <0} gegebene Funktion ¢
die folgenden Bedingungen erfiillt:

und es sind b;, i=1, 2 und a vor-

Lu=0
(D ulaa, =y
Iu= Miplufanz =P

M =(M,, M,) bezeichnet den duBeren Normalenvektor des Randes 0Q =0Q, +9Q,.
In dieser Arbeit wird die Losbarkeit der Aufgabe (1) in dem von S. L. SOBOLEW
in [1] charakterisierten Raum W{?(Q) untersucht. Zum Existenznachweis einer
Losung verwenden wir das Verfahren der stetigen Fortsetzung von Operatoren
ausgehend von einem zu (1) anlogen kombinierten Problem fiir den Laplaceschen
Operator. Dieses Verfahren wurde bereits in [2] von C. MIRANDA erfolglreich zum
Nachweis der Existenz einer Losung des kombinierten Problems in Holderstetigen
Riumen, die mit einer geeigneten Gewichtsfunktion ausgestattet sind, sowie in [3]
von O. A. LADYJENSKAJA zum Nachweis der Existens einer Losung des Dirichlet-
schen Problems in W3? verwendet. Es stiitzt sich auf einige a priori Abschitzungen
fir die mutmaBliche Losung der zu untersuchenden Probleme. In [4], Kapitel 1
wurde gezeigt, daB im Spezialfall b, =a =0 das kombinierte Problem im klassischen
Sinne geldst werden kann, wenn sich ¢ und ¢ in Form von Fourierreihen darstellen
lassen, ¥ differenzierbar ist und ¢ sowie die Ableitungen von ¢ Funktionen von
beschrinkter Schwankung sind. Die Losung u ergibt sich in diesem Falle als in
Q zweimal stetig differenzierbare Funktion, die durch die Auflésung unendlich-
dimensionaler algebraischer linearer Gleichungssysteme konstruiert werden kann.
Verwendet man die in [4], Kapitel 1 demonstrierte Methode, so kann man zeigen,
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daB das kombinierte Problem fiir den Laplaceschen Operator eine sogar in Q +9Q
zweimal stetig differenzierbare Losung besitzt, wenn y viermal und ¢ dreimal
stetig differenzierbar sowei Y fiinfmal und ¢ viermal stiickweise stetig differenzi-

erbar ist.

Bevor wir die notwendigen a priori Abschidtzungen herleiten, geben wir die
fiir die Untersuchung wichtigsten Funktionenrdume an. Wir benétigen die Riume
w¥(Q), k=0, 1,2. Dabei ist Wi?(2)=L,(R2) und wir verwenden als Normen:

u€ W), luls,0 = [ / [ 3 (DD + (grad u)2+u=] ]*,

hi=1

ue W(Q), lully,q = ( f (grad u)? dx + f w2 dd]

a0y
WEW @), Iulo,0 = ([ @a).

Die Sobolewschen Riume Wi (0Q), k=1, 2 beziiglich des Randes dQ wurden
in [5] prézisiert und es wurden geeignete Normen |u, 5o, konstruiert, die wir hier
nicht weiter erldutern. Eine wichtige Rolle spielen die folgenden Unterrdume aus
W(Q):

E = {v;ve WiP(Q), 4v = 0,0|pq, = 0, lu = 0},

W = {u;uc Wi(Q), ulsg, € W2 (0R,), lu € WiV (0Q,)}.

Dabei ist E der Raum der Eigenfunktionen des kombinierten Problems fiir den
Laplaceschen Operator in W3»(Q). AuBerdem fiihren wir noch den Raum

H = WP(Q)X WP (02,) X Wi’ (0Q,)
und die Unterrdume

Ho = \0,v,0); WEWP0Q,), 0 WIOQ,), [YMDwdo = [gvds,v¢E},

a0y a2
Hy = {(Lu,uiam,)‘u);ue W}

ein. H ist offensichtlich ein Banachraum und wir definieren die Norm emes Elementes

(f, ¥, )€ H durch
IS, @)lla = 1fllo,0+ I¥12,00, + @l 00, -

Wir werden als nichstes einige grundlegende Ungleichungen herleiten. Es
seien die Funktionen b; in Q stetig und beschrinkt und a€ U L 24 (). Dann

gibt es eine Konstante C =0, so daB fiir jedes uc Wi (Q) i
() Ib; Diu—aullg o = Cllully,q

gilt. Tatsdchlich, man erhilt offensichtlich nach Anwendung der Dreiecksungleichung
und der Holderschen Ungleichung

3 ibiDiu—aulg o = P ;| 1D;ullo, 0 + ||“||L_ 2¢ @ ¥llL,, @)
a-1
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Da auf Grund der Sobolewschen Einbettungssitze jede Funktion u€ WiV(Q) zu
jeder beliebigen Potenz integrierbar ist und es eine Konstante C =0, gibt, so daB3

"uHLz.(Q) = Cllully o

erfillt ist, folgt (2) sofort aus (3).

Hilfssatz 1. Es gibt eine absolute Konstante C=0, so daf jede Funktion
ue Wi(Q) der Ungleichung

4) lully,0 = C(l|dullo, o+ llully, a0, + Mullo,a0,)
geniigt.

BEweEls. Es ist sicher
(5) f(gradu)zdx=~fAu-udx+ ffu-uda'.
2 2 90

Verwendet man die Holdersche Ungleichung und die Sobolewschen Einbettungs-
sidtze, so erhdlt man

lull},0 = C(ldullo,o + lulls,a0, + Iulo,a0,) Il o+ )3 a0, -

Da fiir beliebige ¢ =0 und beliebige reelle Zahlen «, § stets

= B g L 2
aff = 5 & + T p

ist, ergibt sich
g

¢
2 ”“Iﬁ.n‘}‘ 2% (M“ﬂo.n*‘ H““l.dn. + Hh"ﬂo,m,)z 1= Hu"(z),an, s

Tull} o =

woraus (4) sofort fiir ein geniigend kleines & folgt. Es sei t eine relle Zahl mit 0 =t=1,
Wir betrachten eine Familie von Operatoren der Form

L=4+t(L-4).

Hilfssatz 2. Wenn die Funktionen b; und a den angegebenen Bedingungen geniigen
und auferdem a = a, fiir eine geeignete Konstante a,, ist, so existiert ein C =0, welches
nicht von © mit 0 <to=t=1 abhingt, so daf jede Funktion uc Wi(Q) der Un-
gleichung
(6) lully,0 = CUILullo,0+ lIully,a0, + ulo,a0,)
geniigt.

BEwEIS. Aus der Identitit (5) folgt

f(grad u)? dx + f‘rau2 dx = —fLru-udx+ fiu-uda-i—f-rbiD;u-ud.\'.
L n N n L8]
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Ahnlich wie beim Beweis des Hilfssatzes 1 erhilt man daraus

f(grad u)? dx+1ya, fuzdx =
2 2

4
= (ILlo, o+ luls o0, + Wdlo,o0,) .0+ [ (grad ) dx +.C. Jull
o
Fiir e=1/C ergibt das

I . c?
Ef!.(gmdu) dx""['roao—'T]!uzdx =
= (|IL.ullo, o+ lully, 00, + ullo,a0,) lulls,o-

i 2
Wird a, so gewihlt, daB [coa.,— %-] >0 ist, so steht auf der linken Seite der letzten

Ungleichung eine zu |ul, , dquivalente Norm. Darum ist diese Ungleichung
mit der Abschéitzung (6) evident.
Hilfssatz 3. Wenn die Funktionen b; und a die Bedingungen des Hilfssatzes 2 erfiil-

len, so existiert eine Konstante C =0, die nicht von © mit 0<to,=1=1 abhdngt,
so dap jede Funktion u€ W der Ungleichung

(7) lull2,0 = C(IL ullo,0+ lull200, + Iull1,00,)
geniigt.
BewEs. In [5] wurde gezeigt, daB fiir jede Funktion u€ C,(Q +0%) die Un-
gleichung
@®) lullz,e = C(ldullo,o+ lull2,00,+ lulls,00, + llull1,0)

erfiillt ist, wobei C eine unabhingige Konstante ist. Daraus folgt
9 lull2,0 = C(IL.ullo,q+ lull2,a0, + 1ully, a0, + I16; D;u— aullo, o + ||ul 4, 0)-

Aus den Ungleichungen (2), (6) und (9) folgt die Abschitzung (7). Indem man die
Funktionen u€ W durch unendlich oft differenzierbare Funktionen approximiert,
erhdlt man die Giiltigkeit der Ungleichung (7) auch fiir alle Funktionen u€ W.

Angenommen es wire u€ W3*(Q) eine Losung des kombinierten Randwert-

problemes
Au=0, ulzo =V, lu=e.

In diesem Fall miiBten die vorgegebenen Funktionen ¥ und ¢ notwendig einer
Integralidentitit der Form

(10) fMiD,v-l,bdo: ftp-vda'
i

a0,
fiir alle v€ E geniigen. Denn fiir beliebige Funktionen u, v€ W*(Q) ist sicher

(an fAu-vdx+fgradu-gradvdx= fMiD,u-vda.
2 2 9
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AuBerdem gilt

fgradu-grad vdx = fM,D;v-uda‘—fAv-udx.

2 a0 2
Ist u die angenommene Losung des kombinierten Problems und v€ E, so folgt
(10) unmittelbar aus den letzten beiden Gleichungen.

Satz 1. Fiir jedes Element (0, §, @) € H, existiert genau eine Funktion uc W,
die Losung des kombinierten Problems

Au=0, upg =V, lu=¢
ist und die der Ungleichung

(12) “““2,9 = C("\b"z,am ¥ "‘P]i:,an;)

geniigt, wobei C eine von u unabhdngige absolute positive Konstante ist.
Dieser Satz besagt nichts weiter, als daB H, — H , ist.

BewEess. Es sei (0, ¥, ¢)€ H,. Dann gibt es Folgen ¥, und ¢, beliebig oft
differenzierbarer Funktionen mit der Eigenschaft

limy, =y, limeg, = 0.

Dabei findet die Konvergenz in den entsprechenden Riumen W3»(9Q,) bzw.
Wi(0RQ,) statt. Nach den iiber die klassische Losbarkeit des kombinierten Problems
gemachten Bemerkungen existiert dann eine Folge u, € C,(Q2+9Q), so daB

Adu, = 0! uvl’.ﬂ. — ww IH, =@,
erfillt ist. GemidB dem Hilfssatz | und der Ungleichung (8) ergibt sich, daB die
Funktionen u, der Abschitzung

2,2 = CUI¥,ll2,00, + 9.]l1,00,)

geniigen. Infolgendessen konvergiert u, fiir v—<o in der Norm von W§*(Q) gegen
eine Funktion u. Fiir diese ist die Ungleichung (12) erfiillt. Es erweist sich, daB
u die gesuchte Losung des kombinierten Problems ist. Denn aus

ldullo,o = llu—u,llz,0——=0
folgt Au=0. AuBerdem ist gemidB den Sobolewschen Einbettungssitzen

N"""”o,aal - ||““".||o,an, +|!|!’y'—'1‘|fo,anl =

5 V=soo

= C(""""v":.ﬂ*‘||lf’»—'l’|h,m, LAy

woraus uyo, =y folgt. Da die Identitdt (11) auch fiir alle ve W3V (Q) mit o[, =0
erfiillt ist und ¢, fiir v—~<c in der Norm von Wi"(9Q,) gegen ¢ konvergiert, erhilt
man fiir die gewonnene Funktion v und v € W§"(Q) mit v,o, =0

ftpvda = lim ftp,vdcr = lim [fdu,-va’x+ fgradu,,gradvdx] =
a2 LRt T A gy n

== flu- v do.
a2
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Also ist fiir alle Funktionen v € W5"(Q) mit lpn, =0

(13) [(@~twvds = o.

9522

Inshesondere ist (13) fiir alle vEC?..,(Q+3Q)={v; veEC(Q+09), v|;o, =0} und
damit fiir alle v€ L,(?Q,) mit p=>1 erfillt, da die Einschrankung der Funktionen

aus C.(Q+0Q) auf 99, in L,(02,) dicht liegt. Andererseits sind die Funktionen
¢ und /u auf Grund der Sobolewschen Einbettungssitze iiber dQ, zu jeder Potenz

integrabel. Darum ist (¢ —/u)€L,(92,) fiir eine reelle Zahl ¢ mit $+:7=l und

somit ist die Identitit (13) nur mdoglich, wenn /u=¢ ist. Die Eindeutigkeit der
Losung folgt unmittelbar aus der Ungleichung (12).
Wir betrachten die Parameter T mit 0=t =1. Dann wird durch die Gleichung

P (u) = (Lou, ulsg,, lu)

eine Familie parameterabhingiger Abbildungen von W in H definiert. Diese
Abbildungen sind linear und darum gilt

P (1) = Po(u) + (P () = Po(u)).

Der Satz 1 besagt dann, daBl H, in H,= ®y(W) enthalten ist, &, den Raum W
umkehrbar eindeutig auf H, abbildet und daB auf Grund der Ungeichung (8) und
des Hilfssatzes 1 eine absolute Konstante C =0 existiert, so daB

I®s'| = C
ist.

Satz 2. Es seien b, stetige beschrinkte Funktionen in Q und a eine Funktion aus

U L 24 (Q), die stets grofer dls eine gewisse Konstante a, ist. Dann existiert fiir
>1 g-1
_‘;ee:iesl'I Element (0, ¥, @) € H, genau eine Funktion u€ W, die Losung des kombinierten

Problems
Lu=0, ulyo, =y, lu=¢
ist und die der Ungleichung

(14) lullz,0 = CI¥l2,00, + l@l1,00,)
geniig?, wobei C eine von u unabhdngige absolute positive Konstante ist.

Der Satz 2 sagt aus, daB H, in H; = ®,(W) enthalten ist, #, den Raum W
umkehrbar eindeutig auf H, abbildet und daB eine absolute Konstante C=0
existiert, so daB

It =C
ist.

Bewgels. Wir zeigen, daB es ein 7, >0 gibt, so daB fiir jedes (0, y, ¢)€ H,
ein € W mit
(15) ¢r1(“) e ¢0(“)'*'1‘-1 (¢tl (!J)— ¢D(u)) s (0’ w: ‘P)
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existiert. Offensichtlich ist die Losbarkeit der Gleichung (15) dquivalent mit der
Losbarkeit von

(16) U+, P25 (P,—P)lu = 25 (0, ¥, ),

wobei I den identischen Operator bezeichnet. Aus einem bekannten Satz der
Funktionalanalysis folgt, daB die Gleichung (16) ldsbar ist, wenn

1|95 (2, — D)l < 1
ist. Das ist aber fiir ein geeignetes 7, =0 der Fall, denn es gilt

|5 (P, —Duly,q = C|(P;—Polully = ClbDiju—au|y q = C*|luf,,q.

Folglich muB 0<rt, -::ZL-; gewihlt werden.

Es sei 0=15=1,. Dann erfilllt die Losung der Gleichung (15) infolge des
Hilfssatzes 3 die Ungleichung

(17) lullz,0 = CUYl2,00, + l0ll1,00,)-
Das ist gleichbedeutend mit
(18) lo; = C.

Es gibt eine konstante Schrittlinge d =0, so daB auch die Gleichungen

(pt,-hl'(“) = (0, w! ®), ¢r.+2ai'(u) = (0, 4/: tp),
l6sbar sind und man erreicht damit nach endlich vielen Schritten die Losbarkeit

der Gleichung
“pl(") - (Oa ’l’, ‘P)
Tatsdchlich, es ist

P, ra() = @, () +d(P, () — Po(w)) = (0,, 9)
I+do;' (@, —Do)lu = ®;'(0, ¥, @).
Die letzte Gleichung ist aber fiir eine reelle Zahl d mit

|
[P (P, — D)

dquivalent mit

0<d<

16sbar und die Losung geniigt gemidB der Behauptung des Hilfssatzes 3 der Un-
gleichung (17) mit einer absoluten Konstanten C, die nicht mehr von & abhingt.
Darum ist

(19) @44l = C,

wobei die Konstanten in (18) und (19) iibereinstimmen. Damit wurde gezeigt, dal3
d eine konstante Schrittlinge ist und man nach endlich vielen Schritten die Abbildung
@, erreicht,
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