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Da auf Grund der Sobolewschen Einbettungssitze jede Funktion u€ WiV(Q) zu
jeder beliebigen Potenz integrierbar ist und es eine Konstante C =0, gibt, so daB3

"uHLz.(Q) = Cllully o

erfillt ist, folgt (2) sofort aus (3).

Hilfssatz 1. Es gibt eine absolute Konstante C=0, so daf jede Funktion
ue Wi(Q) der Ungleichung

4) lully,0 = C(l|dullo, o+ llully, a0, + Mullo,a0,)
geniigt.

BEweEls. Es ist sicher
(5) f(gradu)zdx=~fAu-udx+ ffu-uda'.
2 2 90

Verwendet man die Holdersche Ungleichung und die Sobolewschen Einbettungs-
sidtze, so erhdlt man

lull},0 = C(ldullo,o + lulls,a0, + Iulo,a0,) Il o+ )3 a0, -

Da fiir beliebige ¢ =0 und beliebige reelle Zahlen «, § stets

= B g L 2
aff = 5 & + T p

ist, ergibt sich
g

¢
2 ”“Iﬁ.n‘}‘ 2% (M“ﬂo.n*‘ H““l.dn. + Hh"ﬂo,m,)z 1= Hu"(z),an, s

Tull} o =

woraus (4) sofort fiir ein geniigend kleines & folgt. Es sei t eine relle Zahl mit 0 =t=1,
Wir betrachten eine Familie von Operatoren der Form

L=4+t(L-4).

Hilfssatz 2. Wenn die Funktionen b; und a den angegebenen Bedingungen geniigen
und auferdem a = a, fiir eine geeignete Konstante a,, ist, so existiert ein C =0, welches
nicht von © mit 0 <to=t=1 abhingt, so daf jede Funktion uc Wi(Q) der Un-
gleichung
(6) lully,0 = CUILullo,0+ lIully,a0, + ulo,a0,)
geniigt.

BEwEIS. Aus der Identitit (5) folgt

f(grad u)? dx + f‘rau2 dx = —fLru-udx+ fiu-uda-i—f-rbiD;u-ud.\'.
L n N n L8]
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Ahnlich wie beim Beweis des Hilfssatzes 1 erhilt man daraus

f(grad u)? dx+1ya, fuzdx =
2 2

4
= (ILlo, o+ luls o0, + Wdlo,o0,) .0+ [ (grad ) dx +.C. Jull
o
Fiir e=1/C ergibt das

I . c?
Ef!.(gmdu) dx""['roao—'T]!uzdx =
= (|IL.ullo, o+ lully, 00, + ullo,a0,) lulls,o-

i 2
Wird a, so gewihlt, daB [coa.,— %-] >0 ist, so steht auf der linken Seite der letzten

Ungleichung eine zu |ul, , dquivalente Norm. Darum ist diese Ungleichung
mit der Abschéitzung (6) evident.
Hilfssatz 3. Wenn die Funktionen b; und a die Bedingungen des Hilfssatzes 2 erfiil-

len, so existiert eine Konstante C =0, die nicht von © mit 0<to,=1=1 abhdngt,
so dap jede Funktion u€ W der Ungleichung

(7) lull2,0 = C(IL ullo,0+ lull200, + Iull1,00,)
geniigt.
BewEs. In [5] wurde gezeigt, daB fiir jede Funktion u€ C,(Q +0%) die Un-
gleichung
@®) lullz,e = C(ldullo,o+ lull2,00,+ lulls,00, + llull1,0)

erfiillt ist, wobei C eine unabhingige Konstante ist. Daraus folgt
9 lull2,0 = C(IL.ullo,q+ lull2,a0, + 1ully, a0, + I16; D;u— aullo, o + ||ul 4, 0)-

Aus den Ungleichungen (2), (6) und (9) folgt die Abschitzung (7). Indem man die
Funktionen u€ W durch unendlich oft differenzierbare Funktionen approximiert,
erhdlt man die Giiltigkeit der Ungleichung (7) auch fiir alle Funktionen u€ W.

Angenommen es wire u€ W3*(Q) eine Losung des kombinierten Randwert-

problemes
Au=0, ulzo =V, lu=e.

In diesem Fall miiBten die vorgegebenen Funktionen ¥ und ¢ notwendig einer
Integralidentitit der Form

(10) fMiD,v-l,bdo: ftp-vda'
i

a0,
fiir alle v€ E geniigen. Denn fiir beliebige Funktionen u, v€ W*(Q) ist sicher

(an fAu-vdx+fgradu-gradvdx= fMiD,u-vda.
2 2 9
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AuBerdem gilt

fgradu-grad vdx = fM,D;v-uda‘—fAv-udx.

2 a0 2
Ist u die angenommene Losung des kombinierten Problems und v€ E, so folgt
(10) unmittelbar aus den letzten beiden Gleichungen.

Satz 1. Fiir jedes Element (0, §, @) € H, existiert genau eine Funktion uc W,
die Losung des kombinierten Problems

Au=0, upg =V, lu=¢
ist und die der Ungleichung

(12) “““2,9 = C("\b"z,am ¥ "‘P]i:,an;)

geniigt, wobei C eine von u unabhdngige absolute positive Konstante ist.
Dieser Satz besagt nichts weiter, als daB H, — H , ist.

BewEess. Es sei (0, ¥, ¢)€ H,. Dann gibt es Folgen ¥, und ¢, beliebig oft
differenzierbarer Funktionen mit der Eigenschaft

limy, =y, limeg, = 0.

Dabei findet die Konvergenz in den entsprechenden Riumen W3»(9Q,) bzw.
Wi(0RQ,) statt. Nach den iiber die klassische Losbarkeit des kombinierten Problems
gemachten Bemerkungen existiert dann eine Folge u, € C,(Q2+9Q), so daB

Adu, = 0! uvl’.ﬂ. — ww IH, =@,
erfillt ist. GemidB dem Hilfssatz | und der Ungleichung (8) ergibt sich, daB die
Funktionen u, der Abschitzung

2,2 = CUI¥,ll2,00, + 9.]l1,00,)

geniigen. Infolgendessen konvergiert u, fiir v—<o in der Norm von W§*(Q) gegen
eine Funktion u. Fiir diese ist die Ungleichung (12) erfiillt. Es erweist sich, daB
u die gesuchte Losung des kombinierten Problems ist. Denn aus

ldullo,o = llu—u,llz,0——=0
folgt Au=0. AuBerdem ist gemidB den Sobolewschen Einbettungssitzen

N"""”o,aal - ||““".||o,an, +|!|!’y'—'1‘|fo,anl =

5 V=soo

= C(""""v":.ﬂ*‘||lf’»—'l’|h,m, LAy

woraus uyo, =y folgt. Da die Identitdt (11) auch fiir alle ve W3V (Q) mit o[, =0
erfiillt ist und ¢, fiir v—~<c in der Norm von Wi"(9Q,) gegen ¢ konvergiert, erhilt
man fiir die gewonnene Funktion v und v € W§"(Q) mit v,o, =0

ftpvda = lim ftp,vdcr = lim [fdu,-va’x+ fgradu,,gradvdx] =
a2 LRt T A gy n

== flu- v do.
a2
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Also ist fiir alle Funktionen v € W5"(Q) mit lpn, =0

(13) [(@~twvds = o.

9522

Inshesondere ist (13) fiir alle vEC?..,(Q+3Q)={v; veEC(Q+09), v|;o, =0} und
damit fiir alle v€ L,(?Q,) mit p=>1 erfillt, da die Einschrankung der Funktionen

aus C.(Q+0Q) auf 99, in L,(02,) dicht liegt. Andererseits sind die Funktionen
¢ und /u auf Grund der Sobolewschen Einbettungssitze iiber dQ, zu jeder Potenz

integrabel. Darum ist (¢ —/u)€L,(92,) fiir eine reelle Zahl ¢ mit $+:7=l und

somit ist die Identitit (13) nur mdoglich, wenn /u=¢ ist. Die Eindeutigkeit der
Losung folgt unmittelbar aus der Ungleichung (12).
Wir betrachten die Parameter T mit 0=t =1. Dann wird durch die Gleichung

P (u) = (Lou, ulsg,, lu)

eine Familie parameterabhingiger Abbildungen von W in H definiert. Diese
Abbildungen sind linear und darum gilt

P (1) = Po(u) + (P () = Po(u)).

Der Satz 1 besagt dann, daBl H, in H,= ®y(W) enthalten ist, &, den Raum W
umkehrbar eindeutig auf H, abbildet und daB auf Grund der Ungeichung (8) und
des Hilfssatzes 1 eine absolute Konstante C =0 existiert, so daB

I®s'| = C
ist.

Satz 2. Es seien b, stetige beschrinkte Funktionen in Q und a eine Funktion aus

U L 24 (Q), die stets grofer dls eine gewisse Konstante a, ist. Dann existiert fiir
>1 g-1
_‘;ee:iesl'I Element (0, ¥, @) € H, genau eine Funktion u€ W, die Losung des kombinierten

Problems
Lu=0, ulyo, =y, lu=¢
ist und die der Ungleichung

(14) lullz,0 = CI¥l2,00, + l@l1,00,)
geniig?, wobei C eine von u unabhdngige absolute positive Konstante ist.

Der Satz 2 sagt aus, daB H, in H; = ®,(W) enthalten ist, #, den Raum W
umkehrbar eindeutig auf H, abbildet und daB eine absolute Konstante C=0
existiert, so daB

It =C
ist.

Bewgels. Wir zeigen, daB es ein 7, >0 gibt, so daB fiir jedes (0, y, ¢)€ H,
ein € W mit
(15) ¢r1(“) e ¢0(“)'*'1‘-1 (¢tl (!J)— ¢D(u)) s (0’ w: ‘P)
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existiert. Offensichtlich ist die Losbarkeit der Gleichung (15) dquivalent mit der
Losbarkeit von

(16) U+, P25 (P,—P)lu = 25 (0, ¥, ),

wobei I den identischen Operator bezeichnet. Aus einem bekannten Satz der
Funktionalanalysis folgt, daB die Gleichung (16) ldsbar ist, wenn

1|95 (2, — D)l < 1
ist. Das ist aber fiir ein geeignetes 7, =0 der Fall, denn es gilt

|5 (P, —Duly,q = C|(P;—Polully = ClbDiju—au|y q = C*|luf,,q.

Folglich muB 0<rt, -::ZL-; gewihlt werden.

Es sei 0=15=1,. Dann erfilllt die Losung der Gleichung (15) infolge des
Hilfssatzes 3 die Ungleichung

(17) lullz,0 = CUYl2,00, + l0ll1,00,)-
Das ist gleichbedeutend mit
(18) lo; = C.

Es gibt eine konstante Schrittlinge d =0, so daB auch die Gleichungen

(pt,-hl'(“) = (0, w! ®), ¢r.+2ai'(u) = (0, 4/: tp),
l6sbar sind und man erreicht damit nach endlich vielen Schritten die Losbarkeit

der Gleichung
“pl(") - (Oa ’l’, ‘P)
Tatsdchlich, es ist

P, ra() = @, () +d(P, () — Po(w)) = (0,, 9)
I+do;' (@, —Do)lu = ®;'(0, ¥, @).
Die letzte Gleichung ist aber fiir eine reelle Zahl d mit

|
[P (P, — D)

dquivalent mit

0<d<

16sbar und die Losung geniigt gemidB der Behauptung des Hilfssatzes 3 der Un-
gleichung (17) mit einer absoluten Konstanten C, die nicht mehr von & abhingt.
Darum ist

(19) @44l = C,

wobei die Konstanten in (18) und (19) iibereinstimmen. Damit wurde gezeigt, dal3
d eine konstante Schrittlinge ist und man nach endlich vielen Schritten die Abbildung
@, erreicht,
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Logarithmische Integrale
Von GERD WECHSUNG (Jena)
Ankniipfend an E. Kummers bedeutende Arbeit aus dem Jahre 1840 ([6])

verstehen wir unter einem logarithmischen Integral n-ter Ordnung eine Funktion
der Gestalt

z Xn X2
© FO = [£) [ firsCi- o [ fix0dx, .. dx,
mit rationalen Funktionen f,, ..., f,, vorausgesetzt, daB die unteren Integrations-

yrenzen so gewdhlt sind, daB das Integral existiert. Die Untersuchungen iiber Inhalts-
nessung von Simplexen in Rdumen konstanter Kriimmung, die auf L. SCHLAFLI
ind N. J. LoBATSCHEWSKI zuriickgehen, haben in ihrer Fortfiihrung durch H. S. M.
COXETER ([4]), W. MAIER ([9], [10], [11]) und J. BéuM ([2], [3]) klargestellt, daB in
Rédumen kleiner Dimension spezielle logarithmische Integrale, ndmlich die Poly-
logarithmen L,(z) (vgl. Formel (2)) fir n=2,3 als Inhaltsfunktionen auftreten.
Von P. MULLER ([12]) und A. BLocH und G. GuiLLAUMIN ([1]) wurde die Vermutung
ausgesprochen, daB in Ridumen héherer Dimension hdhere Polylogarithmen die
Funktion der Inhaltsmessung iibernechmen wiirden. Die Arbeiten von J. Béhm
(insbesondere [3] zeigten), daB im 7-dimensionalen Raum die Inhaltsmessung im

wesentlichen von einer Funktion f _____L:(r) ad
J -
Funktion, die fiir ¢=0 in den Tetralogarithmus iibergeht, durch diesen auszu-

driicken, scheiterten, so daB sich die Frage erhob, ob die Zuriickfiihrung von

f L——:(i)cd—‘ auf L,(z) iiberhaupt méglich ist. Diese aus geometrischen Untersuchungen
0

geleistet wird. Alle Versuche, diese

stammende Frage ist AnlaB der vorstehenden rein funktionentheoretischen Unter-
suchungen iiber logarithmische Integrale.

Die logarithmischen Integrale werden als Funktionen der komplexen Ver-
dnderlichen z aufgefaBt. Das Studium des Verzweigungsverhaltens dieser Funktionen
fihrt zu einer Klassifizierung der logarithmischen Singularititen und damit zu
einer Einteilung der logarithmischen Integrale in verschiedene Typen. (Nr. 2).
Damit 148t sich die Angabe einer Isomorphie der als Vektorraum aufgefaBten Gesamt-
heit aller Integrale der Form (0) auf einen finiten Koordinatnraum bewerkstelligen
(Nr. 3), wodurch alle Probleme, die logarithmische Integrale betreffen, auf Probleme
in linearen Rdumen reduziert werden. Die Zuriickfilhrung von Produkten logarith-
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mischer Integrale auf die Basis dieses Raumes fiihrt zu einer Fiille von Beziehungen,
die als Verallgemeinerungen der Eulerschen Relation des Dilogarithmus angesehen
werden kénnen (Nr. 4). In Nr. 5 werden lineare Funktionalgleichungen logarithmi-
scher Integrale angegeben. Das oben formulierte aus der Geometrie erwachsene
Problem erscheint als Frage nach der Existenz einer linearen Abhiéngigkeit bestimm-
ter Elemente des genannten Vektorraumes, die in Nr. 7 negativ entschieden wird.

1. Der Vektorraum der logarithmischen Integrale n-ter Ordnung

Durch Pactialbruchzerlegung und notfalls partielle Integration ldBt sich (0)

auf Integrale .Jer Form
12

dt
M [ba’-- b|] f"‘“ f - :—“u 1 mf’l—la:

by

und solche, bei denen man mit weniger als n Integrationen auskommt, zuriick-
filhren. Die Funktionen (1) sind von H. POINCARE ([13]) und LAPPO—DANILEWSKI
([7]) zur Behandlung von Differentialgleichungen herangezogen worden. Mit Lappo—
Danilewski wollen wir die Funktionen (1) Hyperlogarithmen nennen. Fiir n=1
stellt (1) wesentlich den Logarithmus, fiir n=2 wesentlich den Dilgarithmus dar
(vergl. LEwiN [8], Formel (8. 5)).

Spezialfille der Hyperlogarithmen sind die Polygarithmen. Unter dem n-
Logarithmus L,(z) versteht man die Funktion

10 w020
@) L&) =-£(0 o

Um algebraische Methoden stirker wirksam werden zu lassen, betrachten wir
stets die Gesamtheit aller Integrale der Form (0) mit festem n, die einen linearen
Vektorraum M, bilden. Dies soll zunichst entwickelt werden.

K sei der Korper der komplexen Zahlen. Wir gehen aus vom Kérper K(z)
Jer rationalen Funktionen iiber K. M, sei die Menge aller Funktionen, die sich
als einfache unbestimmte Integrale iiber Funktionen aus K(z) darstellen lassen.
Wegen der Linearitit der Integraloperation und wegen der Moduleigenschaft von
K(z) ist M, ein Modul, der zu K(z) gehorige Integralmodul. Wir bilden den K(z)-
Modul M7, der aus allen Funktionen der Form

P

Z ri(z) F, [g: ::] +5(2)

i=1
mit beliebigem p und beliebigen r;, s€ K(2), F, [:i z) EMI] besteht. Der zu M,

gehorige Integralmodul heiBe AM,. Nun bilden wir wieder den K(z)-Modul M3
und fahren in dieser Weise fort. Dabei entsteht eine Folge ineinander geschachtelter
Moduln

K(@cM,cMic..cM;_,cM,.

Da A und K(z) Korper sind, sind alle M; und M sogar lineare Vektorridume iiber
K bzw. iiber K(z).
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Im AnschluB hieran erscheint folgende Definition sinnvoll.

Definition 1: Eine Funktion heiBt eigentliches logarithmisches Integral n-ter
Ordnung, wenn sie in M,, aber nicht bereits in M, _; liegt.

Wenn es bei einem Integral f nur auf den Bestandteil £, n-ter Ordnung ankommt,
ist es niitzlich, zur Erhérung der Ubersichtlichkeit eine raumsparende Abkiirzung
einzufiihren:

f =f;s o Ep-1y-

Dabei soll ¢,_, alle Summanden niedrigerer als n-ter Ordnung enthalten. Dar-
iiber hinaus wollen wir festsetzen, fiir verschiedene Anteile niedrigerer als n-ter
Ordnung stets dasselbe Symbol ¢,_; zu verwenden. Es ist dann z. B. g,+¢,=¢,
fir n=m. Eine erste einfache Anwendung dieser Schreibweise ist die folgende
Beziehung, die ausdriickt, daB die Anderung der untern Grenzen in (1) nur eine
Anderung héchstens (n— 1)-ter Ordnung fiir den Hyperlogarithmus bedeutet:

a,A.., N
e T e I

2. Klassifizierung logarithmischer Singularititen

Die Untersuchung des Verhaltens der Funktion F, [b ' : |z| an ihren
13 *-

Singularitaten erweist sich als grundlegend fiir alle folgenden Ausfuhrungcn. Als
Singularititen kommen nur die Verzweigungspunkte a,, ..., a,, - in Frage.
‘Wir nennen zundichst einen Satz, der die Art des Wachstums von F, [21 ¢35 g" |z
Ly »ooa Uy

an den Singularititen beschreibt.

Satz 1. Es gilt

(4) F, (g:: 0 g:lz] = O((log (z—a))") fir z—a;
3) R (50 5z = o(aog2y) fur z .

 Der BEwEIs ergibt sich leicht durch vollstﬁnd}ge Induktion tiber n, wenn man
die Rekursion

z A
F 1y #2ry ¥p=] t

6 al, .m,an n=1 b !""bll ]
: ) F”(bls '"'bnz] o \[—_ :'—- s
beriicksichtigt. :

Rxs svis iy

bl b, ] ist eine Funktion auf einer Uberlagerungsfliche R(a, , ..., q, , =)

19 ve |

der in a,...,a,, e punktierten Ebene. Zur Trennung eindeutiger Zweige wird
die z-Ebene von jedem Punkte a,, ..., a, nach - so aufgeschnitten, daB die Schnitte
sich nicht iiberkreuzen. Als Hauptzwelg erkliren wir denjenigen, der bei Integration

17 D
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ay, ---,ﬂn—ljz

' I
Integrationsweg keinen Schnitt liberquert. Der Hauptzweig von F, [gl
1

gemidB (6) aus dem Hauptzweig von F,_,( ] entsteht, wenn der

z] ist durch

F, :: } b1]=0 eindeutig festgelegt, wenn feststeht, wie der Schnitt von @, nach

oo verlduft.
Uber das Verzweigungsverhalten der Funktion F,
wir folgenden

al’-",Qui

Bl z] beweisen

Satz 2. Bei einem im Hauptblatt beginnenden positiven Umlauf um a; (und kein

weiteres aj, j#i) nimmt F, ‘;" i :"Iz] den additiven Umlaufsbeitrag A.F, an,
13 *°y '
wobei gilt K
Bey veey Wiyl a; »---san;
Q) 4F, = 20,F;_, [b:, ,._,b;_:?"t) F.._l[ ok :z)

mit der zusdtzlichen Definition Fo=1.

BeweEls. (Vollstindige Induktion) n=1: 4, F; =2ni stimmt mit dem bekannten
a z—a
Verhalten von F, {b: z):log e C::
Die Formeln (7) seien fiir n richtig. Zur Berechnung von 4;F,,, hat man bei
Berticksichtigung der Rekursion (6) das Umlaufsintegral

[a,, A

“ F t
#lbyy oeey b ]
g e =

¥
I,ai

bei z=a, iiberein.

lings eines Weges zu berechnen, der von z ausgehend nur den Punkt g;, keinen

Punkt a; mjt j> i, umlduft und keinen Schlitz iiberschreitet, wobei vom Integranden

der Hauptzweig zu. nehmen ist. Dieses Integral entspricht ndmlich dem Zusatz,

den F,,, (g" b"“ !z] bei analytischer Fortsetzung lings des genannten Weges
19 eveyUp4 1

erfihrt. Der Weg kann folgendermaBen deformiert werden:
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Wegen des logarithmischen Verhaltens des Integranden bei a; (i=1, ..., n) nach
(4) strebt das Integral iiber K gegen 0, wenn der Radius von K gegen 0 geht. Es bleibt

F[ : F[""*‘r)ﬂp .
A,F,“—— : dz+f - e b dt _fﬁ"-
a, 1 I—d, ) b—llysq

4 0'1, $a-— ) [ai-l-l)" s dpyq a ¥ =g
= 2niF,;_, B bl j &b i ‘z e ek} .0
Aus (8) folgt nach dem Residuensatz
o] Y
Al"‘lFﬂ‘f‘l = ZRan (b: b”au‘l-l]

Die Formeln (7) gelten also auch fiir n+ 1 und damit fiir alle ».
Dieser Satz legt die folgende Definition nahe.

Definition 2. Ein Verzweigungspunkt der Funktion f(z) heiBt logarithmische
Singularitit (logarithmischer Verzweigigungspunkt) k-ter Art, wenn f(z) bei Um-
laufung dieses Punktes als additiven Umlaufsbeitrag ein eigentliches logarithmisches
Integral (k — 1)-ter Ordnung besitzt (k = 2). Unter einer logarithmischen Singularitét 1.
Art verstehen wir einen Verzweigungspunkt des Logarithmus.

Nach den Ausfiilhrungen zu Beginn der Nr. 1 sind die Hyperlogarithmen F,
und deren Linearkombinationen die einzigen moglichen eigentlichen logarithmischen
Integrale n-ter Ordnung. Satz 2 liefert damit den

Hilfssatz. Ein eigentliches logarithmisches Integral n-ter Ordnung besitzt hochstens
logarithmische Singularitdten n-ter Art.

Damit beweisen wir

Satz 3. F, [g‘ D :" i z] ist ein eigentliches logarithmisches Integral n-ter Ordnung.
13 »++3 Uy

Beweis. (Vollstindige Induktion)
Bekanntlich ist der Logarithmus nicht auf rationale Funktionen zuriick-

fiihrbar und damit ein eigentliches logarithmisches Integral 1. Ordnung im Sinne

von Definition 1. F,_, sei eigentliches logarithmiches Integral (» — 1)-ter Ordnung.

F, ist als Element von M, ein Integral héchstens n-ter Ordnung. Da F, nach Satz 2

und der Induktionsvoraussetzung eine logarithmische Singularitat n-ter Art besitzt,

ist F, nach dem Hilfssatz ein elgemhches logarithmisches Integral n-ter Ordnun Vg
Die Relationen (7) ermdglichen einen vollstindigen Uberblick iiber das Veér-

halten der Funktion F, (g' S E g" z] auf ihrer Riemannschen Fliche. Sind nimlich

13 === Uy
U,, ..., U, einfache positive Umldufe um a,, ..., a,, so gelangt man zum allgemeinen
:l’ G g"|z] unter Beriicksichti-
Ly **=y n'
gung der Relationen (7) lings des allgemeinen Weges

U .. Ut .U .. .U, ky ganze Zahlen,

Blatt der Riemannschen Fliche, indem man F,,[
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fortsetzt, wobei zu beachten ist, daB die gemaB (7) hinzukommenden Umlaufs-
beitrdge ihrerseits an einigen Stellen a,, ..., a, verzweigt sind und bei weiterer
Fortsetzung selbst zu neuen Umlaufsbeitrigen Anlal3 geben.

Die Riemannschen Flichen der Polylogarithmen wurden auf diese Weise
in [14] und [15] beschrieben.

3. Strukturuntersuchung von M,

Oft ist es beim Operieren in M, nur erforderlich, diejenigen Anteile der
Funktionen zu kennen, die eigentliche logarithmische Integrale n-ter Ordnung
sind, wihrend die Anteile niedrigerer Ordnung erst in zweiter Linie interessieren.
Daher ist es angebracht, den Quotientenraum E,=M,/M,_, zu betrachten. E,
besteht aus allen Restklassen

f=f+M,_={f+g:g€M,_,)
mit /€ M,. Ist f bereits ein Element von M, _,, so ist /=0, d. h. die Elemente von
M, _, gehoren zur Restklasse 0. Nach (3) liegen F, [g‘ s eees G z] und F, s j"iz]
13 seey n

Gia i Bysiaeiy
stets in derselben Restklasse nach M,_,. Diese Restklasse wird also allein durch
a,, ..., a, bestimmt. Daher ist folgende Definition gerechtfertigt:

Definition 3. Fjay, ..., a,; z) = £,| 7" m’:"ﬂ] .
15 woes Oy

Da E, ein linearer Vektorraum ist, mufl E, zu einem finiten Koordinatenraum
@4 K) isomorph sein. (Siehe z.B. G. KOTHE, Topologische lineare Rdume I, Kap. 2,
Springer-Verlag, 1960) Diese grundlegende Isomorphie soll jetzt hergestellt werden,
was durch Vermittlung der logarithmischen Singularititen gelingt.

/#0 sei eine Restklasse aus E,, f, ein fester Vertreter von f. a sei eine logarith-
mische Singularitit n-ter Art von f;, mit dem Umlaufsbeitrag ¢,. Ein beliebiges
Element f¢f hat die Darstellung f=f, +g mit ge M,_;. Da g€ M,_, ist, kann a
nach dem Hilfssatz dér vorigen Nr. hochstens eine logarithmische Singularitit
(n—1)-ter Art von g sein, d.h. der Umlaufsbeitrag y von g bei a liegt sicher in
M, _,. Also ist der Umlaufsbeitrag von f bei a gegeben durch

O=@o+y mit @M, ,,7EM,_,.

Durchlduft f die ganze Restklasse f, so liegt der Umlaufsbeitrag bei @ stets in der
Restklasse @€ E,_,. Daher ist es sinnvoll, der Restklasse f€ E, die logarithmische
Singularitit n-ter Art a mit dem ,,Umlaufsbeitrag” ¢ € E,_, zuzuordnen. Weiter
wird definiert: Ist b eine logarithmische Singularitit (n — 1)-ter Art von @, wobei ¢
Umlaufsbeitrag von f€ E, _, ist, so soll b eine logarithmische Singularitit (n — 1)-ter
Art von f genannt werden. Analog sind die Singularititen niederer Art definiert.

Wenn f€E, die Singularititen a,, ..., a, n-ter Art mit den entsprechenden
Umlaufsbeitriagen 2ni @y, ..., 2ni, (€E,.,) besitzt, so bilden wir ein Symbol
o

Pry ooes Prc
iy sl

® r-(ona)

) und treffen die Zuordnung
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In diesen Symbolen dienen die a; nur als Indizes zur Markierung der Komponenten.

Gilt
. ah"'sahaH-ls"'sak] . (atﬂwwah‘{xﬂ»---aa,!n]
/ [@n---:@b‘ﬁlus---s@t’ & bty ovs Wio Wi 559 Wi
so ist, wenn ¢, # a;

Ay, ooy Ay Ay i, Ay 1y '"!‘im]

Sre~ l@i’ s Ot Pra 1 + V015 ::::¢x+lpxdflg+1, vnes Vg

Selbstverstidndlich ist mit (9) auch fiir komplexes « die Zuordnung richtig:

[ 9 ]
a:f (a(&l, ery AP
Daher bildet die Gesamtheit S, der bei (9) entstehenden Symbole einen linearen

Vektorraum. Da die Zuordnung eindeutig und relationentreu ist, ist S, homo-
morphes Bild von E,.

Satz 4. Die Zuordnung (9) bewirkt einen Isomorphismus von E, auf S,.

BEWEIS. / und ¢ mogen beide demselben Vektor g it
k

Bicis

] entsprechen.

Dann gilt wegen der Relationentreue
» a | Bbdt a
}; =f_g s ( 01, ”_,Ok]’

d.h. A ist diejenige Restklasse aus E,, die keine einzige logarithmische Singularitit
n-ter Art besitzt. Dann muB sie die Restklasse O sein, d.h. f=g, d.h. (9) ist ein
Isomorphismus.

Zur Klirung der Struktur von S, benétigen wir einen Satz tiber die Existenz
einer Funktion mit vorgschriecbenem Umlaufsverhalten

Satz 5. Zu jedem Vektor (;’ A z‘) mit beliebigem endlichen k, beliebigen
12 ***2 ¥k

komplexen Stellen a; und beliebigen Restklassen ;€ E,_; gibt es stets genau ein

f€E,, dem bei der Zuordnung (9) der Vektor :;“ £ 2‘) entspricht.
1y oy Wi

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB es Restklassen f; gibt die bei (9) zu [;‘_)

fiihren. Wegen der Isomorphie der Zuordnung (9) ist ndmlich die in Satz 5 behauptete
Restklasse f die Summe f + ... + ;. Nach Satz 3 kann man sich darauf beschrinken,

daB ein Vektor ( ¢ ) gegeben ist. Nach Satz 2 ist F,(a, by, ..., b,; 2)
Foctlbyy oislyapi 2 a

eine Restklasse, der gemidB (9) der Vektor entspricht.

Fn—l(bls Suay bn-—l;z) -
Die eindeutige Bestimmtheit dieser Restklasse folgt genau wie beim Beweis dafiir,
daB (9) einen Isomorphismus bewirkt.

Folgerung: Es gibt stets logarithmische Integrale, die genau an vorgeschriebenen
Stellen vorgeschriebene logarithmische Singularititen (d.h. vorgeschriebenes Umlaufs-
verhalten) besitzen.
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Nach diesem Satz kann jede Stelle @ der komplexen Ebene als Singularitat
eines Elements f€ E, mit einem beliebigen Umlaufsbeitrag ¢ € E,_, auftreten.

oy 4

S, besteht daher aus allen Symbolen der Form [ 0 o
12 ***2'¥m

beliebig ausgewihlte Stellen der komplexen Ebene mit beliebigem endlichen m
beliebigen @;€ E,_, bedeuten. Daher ist S, nichts weiter als das finite kartesische

Produkt
Sy = (EK— I)ﬁm

d.h. derjenige Teilraum des kartesischen Produkts EX_ ,, dessen Vektoren nur
endlich viele von 0 verschiedene Komponenten besitzen. Wir haben damit den
wichtigen

Satz 6. Eys ist
(10) E, > (B 1) finit
Dieser Satz zeigt, wie die Struktur von E, durch die Struktur von E,_; beschrieben
werden kann.

Es liegt nahe, den durch (10) gegebenen Isomorphismus zu iterieren, wodurch
man zu folgendem Ergebnis gelangt:

Satz 7. Es ist

) , wobel ay, ..., G,

(11) E, = (EX%J) fin
und speziell fiir m=n
(12] E, o (K(x"))_ﬁm s (OC(K)

wobei K™ das m-fache kartesische Produkt von K mit sich selbst und c¢ die Kardinal-
zahl von K bedeutet.

Damit ist die gewiinschte Isomorphie zu einem finiten Koordinatenraum her-
gestellt. (12) bedeutet ausfiihrlich: Der Klasse f<E, entspricht ein Vektor aus
¢ (K), dessen ,,Komponentennummern” geordnete n-Tupel komplexer Zahlen sind.
Dabei hat die Komponente mit der ,,Nummer” (a,, ..., @,) genau dann den Wert
a0, wenn

(1.) a, eine Singularitit von f mit dem Umlaufsbeitrag ¢(€ E,_,)
(2.) a, eine Singularitit von ¢ mit dem Umlaufsbeitrag #(€ E,_,)

(t; —1.) a,_, eine Singularitit von ... mit dem Umlaufsbeitrag &(€ E,)
(n.) a, eine Singularitit von @ mit dem Umlaufsbeitrag a( € K).
Eine einfache Folgerung aus Satz 7 ist

Satz 8. Die Klassen der Hyperlogarithmen n-ter Ordnung bilden eine Basis
von E,.

BeEweis. Dem Hyperlogarithmus F,(a,, ..., a,; z) entspricht nach Satz 7
der Vektor [(a" 1’ %) ] , welcher Basisvektor von ¢.(K) ist. Die Gesamtheit

der Hyperlogarithmen n-ter Ordnung entspricht daher eineindeutig einer Basis von
@(K). Also bilden die Klassen der Hyperlogarithmen n-ter Ordnung eine Basis
von E,.
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4. Verallgemeinerung der Eulerschen Relation des Dilogarithmhus

Von L. Euler ([5]) stammt u.a. folgende Gleichung fiir den Dilogarithmus L,(z)

(13) Ly(2)+Ly(1—2) = —Gi—logzlog(l—z)

die ein Produkt zweier Logarithmen durch eine geeignete Linearkombination
von Dilogarithmen auszudriicken gestattet. Diese Relation wird durch den folgenden
Satz verallgemeinert.

Satz 9. Das Produkt zweier Hyperlogarithmen der Ordnungen n, und n, ist ein
eigentliches logarithmisches Integral der Ordnung n=n, +n,, und es gilt die Formel

(14) Fn.(ab ---sau|;z)Fn¢(an|+l! ...,a,,;z) e 2 Fn(ax‘p b | i,,;z)!
({l:---.'n)epnl.n

wobei die Summation iiber alle Permutationen der Menge P, , zu erstrecken ist.
P, , enthdlt dabei simtliche Permutationen der Zahlen 1, ..., n, bei denen die Zahlen
1, ...,n, und die Zahlen n,+1, ...,n jeweils in der natiirlichen Reihenfolge vor-
kommen.

Bewess. (Vollstindige Induktion).
1.) n=2. Hier kommt nur n, =n,=1 in Frage. Es sei

1@ = F (§) £ (322).

Bei Anwendung von (9) entsteht die®Zuordnung

a, a;
a a 3
Fls) A (5)

Nach Satz 5 ist g(z)= F,(a,, a,; z) + Fy(a,, a,; z) eine Klasse aus E,, der bei
(9) der Vektor

@) ~

[ a, a,
Fi(ay;z) Fylay;2)
entspricht. Daher besitzt die Funktion

£ (b + £ () -7 ()7 62)

hochstens logarithmische Singularititen 1. Art. Nach der Folgerung aus Satz §
gibt es ein logarithmisches Integral 1. Ordnung &, derart, daB die Funktion
ay, a,! a,, a,

a a,|
(o) + 5 G k) -7 () 7 22) o

iiberall in der z-Ebene unverzweigt ist, so daB sie schon in K(z) liegt. Da diese
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Funktion auBerdem nach Satz 1 iiberall geringeres als polartiges Wachstum auf-
weist, ist sie eine Konstante:

’ a, a
)*Fz oy b'lz) . (bi!z)'*”l (biz]“l-

Beim Ubergang zu den Restklassen modulo M, entsteht daraus

a,,a
bl,sb2

(15) Fy(ay, ay; z2)+ Fy(ay, a,; z) = Fy(a,; z)F\(a;; z).

2.) Der InduktionsschluBb verlduft ganz nach dem Vorbild des Induktions-
beginns, so daB auf seine mit groBer Schreibarbeit verbundene Ausfiihrung ver-
zichtet weden kann.

Die Formeln (14) konnen auf zweierlei Weise gedeutet werden. Einerseits
besagen sie, daB das Produkt zweier Hyperlogarithmen der Ordnungen n; und n,
ein Element aus E, ., ist. Andererseits driicken sie aus, daB eine passende Sym-
metrisierung der Singularititen a,, ..., a, des Hyperlogarithmus F,(a,, ..., qa,; 2)
zuriickfallt auf ein Produkt von Hyperlogarithmen niederer Ordnungen.

(14) kann selbstverstindlich auf Produkte von mehr als zwei Faktoren aus-
gedehnt werden. Es gelten dann genau die entsprechenden Relationen der Form

(16) R (@ 5000003 8) o0 o (oo 3 2) &= ZP,'F,,(a,-I, Sl e

mit n, +...+n,=n und analogen Summationsbedingungen. In E, gibt es p(n)
verschiedenen Typen von solchen Produkten, wobei p(n) die Anzahl der Partitionen
von n bedeutet. Dies gibt AnlaB zur

Definition 4. Integrale n-ter Ordnung der Form F, ... ... +F, (n; +... +n,=n)
sollen Funktionen vom Typ {(n,, ..., n,) genannt werden.

Die einfachste der Beznehungcn (16) ist die Gleichung (15). Der Vergleich
von (15) mlt (13) zeigt die inhaltliche Ubereinstimmung beider Relationen, wenn
man beachtet daB die in (15) vorhandene Permutation der singuliren Stellen a,
und a, in (13) durch das Argument 1—z bewirkt wird, wodurch die beiden sin-
guliren Stellen 0 und 1 von L,(z) vertauscht werden. Daher lassen sich die Relationen
(16) als die natiirlichen Verallgemeinerungen der Eulerschen Relation (13) an-
sprechen.

5. Verallgemeinerte Polylogarithmen

Die Polylogarithmen haben sich hinsichtlich ihrer Entstehungsweise durch
wiederholte Integration rationaler Funktionen als spezielle Hyperlogarithmen
erwiesen (2). Die Anwendung von Satz 2 auf diesen Spezialfall liefert das Ergebnis:
L,(z) hat im Hauptblatt nur eine einzige im Endlichen liegende Singularitit, nimlich

=1, mit dem Umlaufsbeitrag —(:_7“;)' (log z)"~*, was sich aus (7) durch Grenz-

tibergang ergibt. (Eine ausfiihrliche Untersuchung der Vieldeutigkeitsstruktur
der Polylogarithmen findet sich in [15].)
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Im Hinblick auf das Verzweigungsverhalten der Polylogarithmen liegt es
nahe, in Verallgemeinerung derselben solche Funktionen zu betrachten, die an
einer einzigen Stelle im Endlichen das Umlaufsverhalten

2nilog (z—cy) log(z—c,) ... log(z—¢,-,)

aufweisen. Die Existenz solcher Funktionen ist gesichert. Denn nach der Folgerung
aus dem Satz 5 gibt es Funktionen, die an einer Stelle @, als Umlaufsbeitrag eine
Funktion vom Typ (ny,...,m) mit n,+...+m=n—1 besitzen. Nach Satz 5
ist die Restklasse dieser Funktionen modulo M,_; in M,, die wir mit {n, ..., n}
bezeichnen wollen, eindeutig bestimmt. Die von uns ins Auge gefalten Funktionen
vom Typ {1, 1, ..., 1}, die im wesentlichen bereits in [15] als verallgemeinerte Poly-
logarithmen eingefiihrt wurden, sollen wegen spiterer Verwendung eine besondere
Bezéichnung erhalten.

Definition 5. Die Restklasse modulo M,_, in M, derjenigen Funktionen,
die an einer Stelle @, den Umlaufsbeitrag 2ni log (z—a,)...log (z—a,_,) aufweisen
und sonst an keiner weiteren endlichen Stelle eine logarithmische Singularitit
n-ter Ordnung haben, werde mit G,(a,, ..., @,-; @y; z) bezeichnet.

Benutzt man (16) fiir die Partition n—1=1+1+... 41, so erhidlt man

F|(a1;2)l...-F|(an_|:Z)=(. Z‘ Fn_l(ah,..-,a‘n_l:Z),
wobei iiber alle Permutationen der Zahlen 1 bls n—1 summiert wird. Nach Satz 5
wird damit

(17) G"(al,...,an..l:ao;Z):(. Z )Fn(ao,ah,..-,al-"_l;:..').
Bipeacnbn=-1

6. Funktionalgleichungen der Hyperlogarithmen

Die allgemeinste lineare Funktionalgleichung mit rationalen Argumenten
im Bereich der logarithmischen Integrale kann wegen Satz 8 als Funktionalgleichung
der Hyperlogarithmen aufgefaBt werden. Eine solche Relation wird bei Betrachtung
in E, zu einer homogenen Gleichung der Form

(18) ey Flai1s «oos B1a; [1E)) ¥ oo e F{asy, .oy a3 [i{2))=0
mit rationalen Funktionen f(z), ..., fi(z). Die Funktionalgleichungen der Form (18)
beherrscht man alle, wenn man die Basisdarstellung von Fy(a,, ..., a,; f(z)) mit

rationalem f(z) in M, kennt. Diese wird durch Satz 7 geliefert. Dazu bemerken
wir, daB F,(a,, ..., a,; f(z)) tberall dort Singularititen n-ter Art besitzt, wo
f(z)=a, oder f(z)=< wird. Diese Stellen mogen b,,, ..., b;, heiBen. (Fiir die
Angabe der Basisdarstellung erweist es sich als giinsig, die Polstellen von den a,-
Stellen nicht getrennt zu behandeln.) Dabei ist zu beachten, daB die b,; mit gewissen

Vielfachheiten «,; auftreten konnen. Weiterhin seien b,,, ..., b,,, mit den zuge-
horigen Vielfachheiten «,,, ..., a,,, dic a,-Stellen und Polc von f[z) d.h. die Sm-
gularititen (n—1)-ter Art von F(a,, ..., a,; f(z)). SchiieBlich seien b,,, ..., b,
mit den Vielfachheiten a,,, ..., «,, die a,-Stellen und Pole von f(z), d.h. die Sm-

gularititen 1. Art von F,. Zu beachten ist, dal wir die Vielfachheit einer Polstelle
als negative Zahl definieren!



