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Uber eine Operatorgleichung im Hilbertraum

Von Z. DAROCZY (Debrecen)

Einleitung. Es sei H ein reeller Hilbertraum, ferner seien A:H -~ H und B:H—~ H
beschrinkte von Null verschiedene lineare Operatoren. Wir betrachten eine stetige
eindeutige Abbildung f: H -~ H, welche der Operatorgleichung

() SAx)+y] = Blf(x)]+/(»)
fiir alle x, y€ H geniigt.

Ist H ecin eindimensionaler Raum, so kann man H als dic Menge der reellen
Zahlen betrachten. Dann haben A bzw. B die Gestalt A(x)=oax, B(x)=fx (2 #0),
und die Operatorgleichung (1) geht in die Funktionalgleichung

(1) S (@x +p)=pf(x) +/(y)

iber. Es ist bekannt, dass die Gleichung (1”) dann und nur dann eine stetige nicht-
konstante Losung hat, wenn a=f ist (S. [1], [2] und vgl. [3]). (Wenn wir keine
Regularitdtsvoraussetzungen iiber f in (1") machen, so kann man notwendige und
hinreichende Bedingungen fiir die Existenz von nichtkonstanten L&sungen der
Gleichung (1°) angeben. (S. [3], [4], [5], [2]).) In der vorliegenden Arbeit wollen
wir dieses Ergebnis verallgemeinern und die allgemeinen stetigen Losungen der
Operatorgleichung (1) in H darstellen.

1. Bezeichnungen

Es bezeichne N(H) die Menge aller beschriinkten linearen Operatoren 4: H — H.
Ist A€ N(H), so schreibt man A(H)={y|y=A(x), x€ H} und es sei A(H)die Ab-
schlieBung von A(H). Es sei L+ das orthogonale Komplement eines abgeschlos-
senen linearen Teilraums Lc H. Dann ist H=L& L+, d.h. ein beliebiges x¢ H
besitzt die eindeutige Zerlegung

x=1+I' (leL,l'eLl).

Dann sind die Projektionen von x auf L bzw. L+ /= P,(x) bzw. I’ =P, L(x). Ferner
bezeichnen wir mit N(L —~ H) die Menge aller beschrinken linearen Operatoren
C:. L-H. (vgl [6]).
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2. Aligemeine Losung

Wir beweisen den folgenden
Satz. Die allgemeine stetige Losung der Operatorgleichung (1) ist
(2) J(x) = FIPLX)]+@[PLL(x)]+b  (x€H),
wobei L=A(H), B(b)=0 ist, und die Abbildungen FER(L—~H), ¢: L+ —~H (¢
stetig mit ¢(0) =0) beliebig sind mit der Eigenschaft
(3) FA=BFP, + BpP, 1.

Beweis. Erstens zeigen wir, daB eine stetige Losung f: H—~H von (1) (wo
A, BEN(H) von Null verschiedene Operatoren sind) in der Gestalt (2) dargestellt
werden kann. Es sei b =f(0), dann erhalten wir aus (1) mit der Substitution x =y =0,
daB B(b) =0 gilt. Setzen wir jetzt in (1) y =0, so ergibt sich

(4) SIA)=B[f(x)]+b (x€H)
und mit der Bezeichnung g(x) =f(x) —b (x€ H) erhalten wir
(5 glA(x) +y] = g[A(x)]+g(y) (x, y€H).

Aus der Stetigkeit von f folgt, daB g: H — H stetig ist, und aus (5) ergibt sich die
Gleichung

(6) gla+y) = g(a)+g(y)

fiir alle a€ A(H)=L und y¢€ H. Ist x ¢ H beliebig, so gilt die Darstellung x = P,(x) +
+ P, 1(x), und wir erhalten aus (6)

g(x) = g[Py(x) + PLi(x)] = glPr(x)]+g[PLL(x)].

Es sei jetzt F(a)=g(a) falls a€ L und ¢(a’) =g(a’) falls a’€ L*. Dann sind F: L~ H
und ¢: L+~ H (¢(0)==0) stetig. Ferner gilt nach (6)

Fla, +a,) = gla, +a;) = glay) +glay) = Fla,)+ Fa,)

fiir alle a,, @, € L. Daraus folgt wegen der Stetigkeit von F, daB F ein Element
von N(L -~ H) ist.
Nun gilt die Gleichung

f(x) = g(x)+b = g[Py(x)+ P i(x)]+b =
= g[PUx)] +&[PLL(X)]+b = F[Py(x)]+ @[PLL(x)] +b,
d.h. f besitzt die Gestalt (2). Ferner gilt nach (4)

B[ f(x)] = F[A(x)]—b = g[A(x)],
und daraus folgt

B[ F(Py(x))] + Blo(P,1(x))] = FIA(x)] (x€H),
d.h. die Identitat (3).
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Zweitens geniigt es zu zeigen, dass (2) (unter den angegebenen Bedingungen)
eine stetige Losung von (1) ist. Die Stetigkeit ist trivial, ferner gilt

[1A(x) +y]= FP[(A(x) +p)] + @[ PLL(A(x) +y)] +b =
= F[Py(A(x))+ P,(»)] + @[ PL(A(x))+ P L(»)] +b =
= FIA(X)] + FIPL.(D)] + @[PLL(¥)] +b =
= B[ F(Py(x))] + B[@(PL1(x))] +/(»)
= B[ F(Py(x)) + (P, 1(x)) + b] +£(»)

womit der Satz bewiesen ist.

Il

I

B[ /()] +1(»),

Korollar. Ist A(H) eine dichte Menge in H, so hat (1) die allgemeine stetige
Lésung
Sf(x)=F(x)+b,

wobei FeW(H), B(b) =0 ist, und es gilt die Gleichung FA = BF.

Beweis. Wegen der Gleichheit L = A(H) = H und aus (2), (3) folgt die Behaupt-
ung. (Bemerkung: Das Korollar gilt auch dann, wenn # ein topologischer linearer
Raum iiber den Korper der reellen Zahlen ist).

Im eindimensionalen Fall ist =0, und die cinzige Losung der Gleichung
Eo = P& (mit F(x)=£&x) ist £=0 falls o % f und ¢ beliebig falls &= f.
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