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Les solutions convexes de I’ équation fonctionelle
gla(x)] - g(x) = ¢(x)

Par M. ROZMUS-CHMURA (Katowice)

C’est I'existence et I'unicité des solutions convexes dans un intervalle (a, ]
de I’équation fonctionelle
0 glx(x)] —g(x) = o(x)
ou @(x) est la fonction chérchée, qui font I'object de cette note.

Le probléme de I'unicité des solutions convexes de I'équation (1) dans le cas
ou l'intervalle (a, b) est infini, a été déja examiné par Kuczma [3].

Cette étude-ci comprend aussi bien le cas ou l'intervalle (a, b) est infini que
le cas ou il est fini.

L’équation (1) est une géneralisation de I'équation d’Abel

gla(x)] —g(x) =1
dont les solutions convexes ont été présentées dans I'étude [5].
Supposons que la fonction a(x) satisfait aux conditions suivantes:
(H,) o(x) est croissante et concave dans I'intervalle (a,b] —~=a<b<-s,
a<a(x)<x dans (a,b) et que: xliT a'(x)=1

et supposnos que la fonction ¢(x) satisfait aux conditions:

(H,) @(x) est croissante et concave dans l'intervalle (a, b] et lim ¢(x)=/
ou |l| <. ik

La définition et des propriétés des fonctions convexes et concaves ont été
présentées par Bourbaki [1]. En particulier les fonctions concaves et convexes,
sont presque partout différenciables.

Les itérées naturelles de la fonction «(x) sont définies par les relations: o'(x)=
=0(x), o"*1(x) = afer"(x)].

Pour la fonction «(x) qui satisfait aux conditions (H,) toutes les itérées «"(x)
sont définies, strictement croissantes et concaves dans l'intervalle (a, b]. De plus,
temps lim o"(x)=a pour chaque x€(a, b].

Pour un x €(x(b), b) fixé nous posons: x,=u"(x), b, =a"(h), ainsi que J,(x)=
n— Xns An =bn-—l _bn'

=}

Théoréme. Si x(x) satisfait aux conditions (H,) et si @(x) satisfait aux conditions
(H,), alors:

S o
b) 2(x) = g(b) + 2 [p(b) — 9(x)] +1+ lim -+ ==k
k.0 k= by — by 4y

est la solution convexe unique (a constante additive g(b) prés) de I'équation (1).

p— _“k
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DEMONSTRATION. Considerons les équations:

(3) gi[x(x)] —g(x) =@, (x)
ou @,(x)=eq(x)—1
(4) ga[a(x)] —ga(x) =1

Il résulte des hypothéses (H,) que li;;n ®,(x) = lim[e(x)—{]=0. Par conséquent,

A base des résultats des études de Kuczma [4] I’équation (3) posséde la solution
suivante:

g:(x) = g,(b) + kZﬂ [@1(b) — @1 (x)] = g4(b) + "Zol[ﬁo(bt)—q’(-"t)]

(C’est d’ailleurs la scule solution monotone de cette équation.) La fonction g,(x)
est convexe, car pour chaque k ¢(x,) est concave étant une superposition des fonctions
concaves et croissantes.

Il résulte du travail de Kuczma [5) que, au cas ou a(x) satisfait aux conditions

(H,), alors la fonction

b '-'bki-!

est la solution convexe unique de I'équation (4).
Il résulte de la forme des équations (3) et (4) que la fonction

g2(x) = g,(b)+1- llm

b,
g(x) = mm*&mwﬂM+ZW@)¢W»“"mb = i

est une solution convexe de I’équation (1).

g(x+c)—glc)
X

ou ¢ est une constante. Comme x(x) est convexe, la fonction g(x) est croissante.

Supposons que x€(b,, b). Il est facile & prouver que d,(x) <=4, ,. Par conséquent,

quand on admet que ¢=b,, nous avons:

8(byyy) —8(bs) _ g(xa) - g(b)

Pour prouver I'unicité nous allons nous servir de la fonction g(x)=

Weduil =g e S WA = §(—0,(x))
c’est a dire
(b)) _ g(x,) —g(ba)
©) " PETl ) P
De méme
g( 6”(1)) g(xn) g(h ) = g(bﬂ—l) _'—_g-gb!l)_ i g(du)

ey b ‘L T bn_ 1 TR b.
c'est a dire

g[‘u)_"g(b) {p(bn I)
©) 5(x) T A4,
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Vu conditions (5) et (6) nous avons

9n(x)
4,

On(X)

- b,
An+l ( )

(7 @(b,-y) = g(x,)—g(b,) =

Mais
g(x,)—g(b,) = g(x,) —g(x)+g(x)—g(b,) +2g(b) —g(b) =

n—1

n—1
= é’ [g(xk4 1) —g(x)] + g(x) — 2 [g(by s 1) —g(b)] —g(b) =

= g(3)—g(b) — 2 [0(8) — 0]

Par conséquent, il résulte de (7)

% o bp)— D g(5,) =

An n+l

::ég(x)—-{g(b)-k A"(ll)(p(b)*f- Z [@(by) — «p(\k)]} =0

2)

En désigant

) 8 = 800+ 44 S iy — gt
nous davons : Y
(10) S deis o, )~ ptb)] = 809800 = 0

Kuczma et SMAIDOR [6] ont prouvé que, au cas ol la fonction x(x) satisfait
aux conditions (H,),alors
o= 1(x) — o"(x)
(1) iy L
: ()~ ()
pour n‘importe quels x, y€(a, b].
En admettant x=5,, y=»~ dant (11) nous avons:

by— by 4 s Baek
L F ey sl el
e plus, par hypothése limo(x)=/ ol |/|<e c'est a dire: jirgtp(b,,-d:
= ﬂn}ﬁo{b,,) =]

Ouf(X)

A cause de l'inégalité 0<0,(x)=4,,, la séquence 4
n+l

} est limitée. De la
et de I'inégalité (10) nous avons:
J!im g(x) = g(x) pour x€(by,b).
Il résulte immédiatement de la form de la séquence (9) que

tim g,(5) = g(b)
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C’est a dire pour chaque x€(b,, b] la fonction g(x) est la limite de la séquence
g,(x). KoRDYLEWSKI et KUCzMA [2] ont prouvé qu'une fonction qui remplit I'équation
(1) est déterminée par ses valeurs dans I'intervalle (b, ). On a prouvé ainsi 'unicité
des solutions dans l'intervalle (a, b].
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