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Bemerkung zur Arbeit von V. S. Fedulov
,,Uber die Summierbarkeit der doppelten Orthogonalreihen.”’

Von L. CSERNYAK (Miskolc)

Man nennt doppelte Orthogonalreihe die Reihe

(1) Z Zak 1Pk 1(X, V),

k=11l=1

wobei {a,,} eine beliebige Folge von reellen Zahlen und ¢ (x, y) (k,/=1,2,..)
auf R=|a, b, ¢, d] definierte Funktionen sind, fiir die

dcd [l,wennk:iund =]
@i, (% V)Pua(x, y) dx dy = 0, wenn k # i oder [ # j
R

giiltig ist. Man bezeichne mit S,, ,(x, y) die m, n-te Teilfolge von (1), d.h.
Sm,n(xs y) = kZl'!—Zl' ak.l(»ok,l(xs }’)
Man nennt die Reihe (1) (C, 1, 1)-summierbar zu S(x, y), wenn

im g,,,(x, ) = S(x, y)
auf R fast iiberall gilt, wobei

ZZ&mw

1] X =
ki 3 g 0

ist.
V. S. Fepurov ') hat den folgenden Satz mitgeteilt.

Satz A. Erfiillen die Koeffizienten der doppelten Orthogonalreihe (1) die Bedingung,

@ 2 > a,

k=11

f\

dann ist eine notwendige und hinreichende Bedingung der (C, 1. 1)-Summierbarkeit
in R fast iiberall, daf die Teilfolge {Sym,sn(x, ¥)} (m,n=1,2,...) der Partial-
summen von (1) auf R fast iiberall konvergent ist.

B.C. ®eaynos, 0(C,1,1)-cymmupyauocTi ABOHHOTO OPTOTOHATIBHOTO psiga, Vkpawuckuii
Mamemamuveckuit Kypnaa 7 (1955), 433—442
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Mit Hilfe dieses Satzes beweist Fedulov die folgende Behauptung.

Satz B. Aus der Konvergenz der Reihe

j Z.: at, [log log(k + 3)]* [log log(/ + 3)?
i=1

k=1
folgt die (C, 1, 1)-Summierbarkeit von (1) auf R fast iiberall.

Der Beweis des Satzes A ist aber falsch. Als auch Fedulov bewiesen hat, ist die
(C, 1, 1)-Summierbarkeit von (1) unter der Bedingung (2) dquivalent mit der Kon-
vergenz der Folge
{o2m 20(x, ¥)} myn=1,2. .

fast liberall. Zur Giiltigkeit des Satzes A ist es also notwendig (und auch hinreichend),
daB aus (2)
(3) lim (azmlzn—Szm,zu) - 0

m, n=soo

fast iiberall folgt. Das ist aber in allgemeinen unrichtig (folglich ist auch der Satz 4
falsch).

Es sei namlich {B,} eine reelle Zahlenfolge und {@(x)} (k=1, 2, ...) ein Ortho-
normalsystem von Funktionen, fiir welches

| 2nl

4) lim sup | > B ®y(x) = ==
k=1

oo J

in [a, b] fast {iberall gilt und

VT

B e
k=

ist. 2) Es existieren offenbar ein Orthonormalsystem {y,(»)} (/=1,2,...) in [c, d!
und eine reelle Zahlenfolge {C,}, fiir die

2n 2n
(&) gQ%(ﬂ‘ =M, 0< ;:(f—l)c'alﬁ:(y)

in [c, d] fast iiberall gilt und

ist. Es seien weiterhin

a = B-C “2_‘1 ﬂf,i""-“]
und '
@p,1(x, ¥) = P(x)(y) klm1,2.:)

2) Die Existenz solcher Folge {B,} und solches orthonormierten Systems folgt z.B. aus einem
bekannten Satz. (Siche z. B. K. Tanpori, Uber die orthogonalen Funktionen, 1., Acta Sci. Math.,
18 (1957), 57—130., Satz 1.)
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Dann ist
2m an
(6) Sam,20(X, ) — 02m 2n(X, ) = Z ,.Z. L @i, )+
2m 2n am an
i—1 k—l =
» Z o W1 Pra(x, y) — 22 ( ,.,)(.. 1 P(x, y) =
Fes (7T G 20 Ya ) i 2%2
2 (myn; x, )+ 22 (m,n; x, y)— 33 (m, n; x, y).
Aus
= oo 2m 2n 2
-1 —-
Z Z f[ Z%“ﬁ.t%,;(-\} }')] dxdy =
m=ta=t ) ==
-] e l 2!n 2;:
5 LS nEs. C1N2(]_ 1)\2
B mgl u;: s o k=ll=l( D*=1yai,
= 2 2 dik ZZ’;,.;,,= o() 2 2 at <
K=1i=1 " i K=1i=1
=g 2n=l
folgt
(7 ml'i'm” 2a(m,n; x,y) = 0.
Auf Grunde von (5) ergibt sich
| ' = k=1 ' & k=1
Zim i3 9| = | 2 B Zc,w,(y)|-—eMk_l—§,,.—Bk¢k(x).

Daraus ist es auf dhnlicher Weise, wie oben ersichtlich, daB3
Mlif_l:l 2imn;x.»=0
fast tiberall gilt. Dagegen ist ’
™ 2an
-1
220mm5x,3) = 2 Be®y(x) 2 5 Civn()

wegen (4) und (5) in R fast tiberall divergent, d.h. aus der Bedingung (2) folgt (3)
nicht.
Es gilt aber der folgende

Hilfsatz. Im Falle

(8) 2 2 i, lloglog (k+3)F* [log log (1+ I <=
=1l=1

ist notwendige und hinreichende Bedingung fiir die (C, 1, 1)-Summierbarkeit der
doppelten Orthonormalreihe (1) in R fast iiberall, daf die Folge {S,m 3.(x, y)}
(m,n=1, 2, ...) fast iiberall konvergiert.

Bemerkung. Natiirlich ergibt sich die Giiltigkeit des Satzes B aus diesem
Hilfsatz ebenso wie aus dem Satz A.

D7
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Auf Grund der obigen, zum Beweis des Hilfsatzes ist es geniigend zu zeigen,
daB in (6)
lim >.(m,n;x,y)=0 {i=1,2)

m,n—ce

auf R fast uiberall gilt. Es sei

. (k—Day,
k0 — 2!!!4'1

Auf Grund von (8) ist

(8*) f Z ai3[log log (k+3)] [loglog (I 4 3))? < ==.

In der zitierten Arbeit hat FEDULOV gezeigt, daB aus (8*) die Konvergenz der Folge
2m gm=

S%m 2n(X, ) = Z Z a5 19 a(x, )

in R fast iiberall folgt. Es sei (x4, o) € R ein beliebiger und in weiteren fester Punkt,
wo die Folge {S3. ;.(x, ¥)} konvergiert, d.h. fiir beliebiges £ =0 existiert eine ganze
Zahl v, so daB

(P <eks=2%1 ;m=0,1,...)

e
|83m mi(Xg, o) = S3mz 3m(Xg, Vo)l < o (mbni >v (=1, 2))

8
und 2i+1 2n

2 Z“& 19x.1(X0, Yo)| < M(v; Xo, ¥o) O=i=v
[x=2T41i=

fiir alle » gilt. Wenn also m geniigend groB ist, erhalten wir
2m n
| 21(m n; x, yo)| = ‘2”21

l | m=—1 2i+1  3m

T m Z " 2 Zai‘.itm,f(xa,yo) =

1

a1 Px,1(X0, Yo)| =

-
(]
|V ¥
S
+
.
]

=0
.
Z S a A, 1Px, (X0, Yo) | +

‘i'?_ Z 2'-”5 Z “:.;‘Pk.:(xo,yo)‘+
i=v+1 1 |

E i+1 _8_ i+1
~ 2¥*2 M(v; X4 Yo) 8 i=T+1 ‘ 8 i:uz-u .
- m - om — 4 — om = E.
Ahnlicherweise konnen wir, zeigen, daB

lim 2amn;x, ) =0

in R fast tiberall gilt.
( Eingegangen am 2. Mdrz 1967.)



