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Uber den Grenzwert von Operatorenfolgen
Von ERNO GESZTELYI (Debrecen)

J. MikusiNski hat zwei Typen von Konvergenz fiir Folgen von Operatoren
cingefiihrt. Eine Folge x;, x,,...,X,,... von Operatoren konvergiert gegen Xx
im Sinne der ersten Definition, wenn es eine in 0=t <<= stetige Funktion p=p(¢)
(d. h. pe%) gibt, so daB die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

px, €€ fir n=12, ..., PXEE,
px,=px in 0=t<ec

d.h. die Folge der Funktionen px, konvergiert in 0=17-<-co fastgleichmidBig gegen
px. ([1]).

Die Folge {x,},-, konvergiert gegen x im Sinne der zweiten Definition, wenn
es eine Folge p,, pa, ...y Pu» ... vOn stetigen Funktionen aus der Klasse € gibt,
so daB die Eigenschaften

(A) P)Zp(1)Z0 in [0, =), (pcb)
(B) PX,E€ fir n=1,2, ..., px€¥%,
(&) DX Epy

gelten. ([2]).
Die Konvergenz vom ersten Typus (Konvergenz 1) geht aus der Konvergenz

vom zweiten Typus (Konvergenz 11) hervor, wenn man speziell p, =p wihlen kann.
Es ist bekannt, daB die Konvergenz 1l allgemeiner als die Konvergenz I ist. ([2]).

Eine Nullfolge (d. h. wenn x, —~0) ist dadurch charakterisiert (nach der zweiten
Definition), daB sie eine nicht gegen Null strebende Folge p,,ps, ..., Py ... VON
Funktionen durch Multiplikation in eine Nullfolge p,x,, p,x,, ... von Funktionen
verwandelt.

Wir werden is dieser Arbeit die Konvergenz allgemeiner definieren. Statt der
Konvergenz von {p,}»-, werden schwichere Eigenschaften, die ,,Kompaktheit”
und die ,,Nulifolgenfreiheit”” vorausgesetzt. Eine Folge {p,};.; von Funktionen
wird kompakt genannt, falls jede Teilfolge von {p,},= eine fastgleichmiiBig konver-
gente Teilfolge hat. Ist keine Teilfolge von {p,};., eine Nullfolge, so heiBt sie
nullfolgenfrei.

Eine Folge {a,},—; von Operatoren wird dann eine Nullfolge genannt, wenn
es eine kompakte und nullfolgenfreie Folge {p,};_; von Funktionen gibt, so das
{p.a,}=- 1 eine Nullfolge von Funktionen ist. Uber eine Folge {a,};_; von Operatoren
kann man also genau dann beweisen, daB sie eine Nullfolge ist, wenn es zu {a,};-,
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eine ,,beweisende” Folge {p,}—, mit den obigen Eigenschaften gibt. Deshalb nennen
Wir die Folge {p,}r- eine ,verifizierende™ Folge von {a,}.. ;.

Im § 1. geben wir die Definition der Konvergenz und werden ihre wichtigsten
Eigenschaften beweisen.

Eine Anwendung des eingefiihrten Konvergenzbegriffs findet sich in §2.
Hier beschiftigen wir uns mit den Eigenschaften der Transformationen U,. ([3]
siche auch [1]).

Wir haben in [4] mit Hilfe der Transformationen U, die Laplace-Transformation
verallgemeinert. Den Ausgangspunkt zur Verallgemeinerung lieferte der folgende
Satz ([4] s. 196.):

Konvergiert das Laplace-Integral

ff(t)e‘P'dt

fir eine komplexe Zahl p, so konvergiert die Folge der Funktionen
U,T~?(f) = {ne—r"f(nt)} =1 2000

im Sinne der Konvergenz I und es gilt
(%) lim U,T-7(f) = [ ft)e=rar.
gt 0

Dabei ist unter dem Integral auf der rechten Seite ein uneigentliches Riemann-Integ-
ral zu verstehen.

Wir haben diesen Satz in [5] (bei p =0) auch fiir ein Lebesgue-Integral bewiesen,
und wir haben das Integral eines Operators y durch den Grenzwert

(% %) lim U,(»)
definiert.

Es ist bekannt, dal die Erscheinung der ,,Uberkonvergenz” bei der Definition
der klassischen Laplace-Transformation eintreten kann (s. [6]). D. h. die Existenz
des Grenzwertes

o,

lim f e=# (1) dt (@~ =)
il

hingt allgemein von der Wahl der Zahlenfolge w,, w,, ..., ®,, ... ab. ([7]).
Jetzt entseht die Frage, ob eine ihnliche Erscheinung bei der allgemeineren
Definition der Laplace-Transformation eintreten kann oder nicht. Wir beweisen
in diesem Paragraphen den folgenden Satz:
Existiert der Grenzwert (% ), wenn n nur die Folge der natiirlichen Zahlen
durchlduft, so existiert auch
lim U, (»)

fiir eine beliebige nichtbeschrinkte Folge der reellen Zahlen 0<w, <w,<...
und der Grenzwert ist von der Wahl dieser Zahlen unabhiéngig.
In §3. wird die Aufmerksamkeit auf einige ungeldsten Fragen gelenkt.
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§ 1.

Definition 1. 1. Eine Folge von Funktionen {f};=1=(f1, /3, ...) (fLEE,
n=1,2,...) heiBt kompakt, wenn man aus jeder Teilfolge der Folge {f,},~; eine
in [0, =) fastgleichmidBig konvergente Teilfolge auswihlen kann.

Definition 1.2. Hat eine Folge von Funktionen f,¢% keine Teilfolge, die
in [0, =) fastgleichmiiBig gegen Null konvergiert, so heiBt die Folge {/,},~; null-
folgenfrei.

Bemerkung. Man sieht sofort, dal jede Teilfolge einer kompakten und null-
folgenfreien Folge wiederum eine kompakte und nullfolgenfreie Folge ist.

Definition 1.3. Es sei {a,),-, eine Folge von Operatoren a,c.#. Gibt
es zu {a,},., eine kompakte und nullfolgenfreie Folge {g,}.-; (¢,€%) mit den
folgenden Eigenschaften:

(n 46.% (a=12 ..)

) Gu, =0 fiir n-—»oo,

so heilit die Folge {a,};., eine Nullfolge.

Definition 1. 4. Eine Folge von Operatoren x,<.# heil3t fiir n — o= konvergent
gegen den Operator x, wenn {x,—x};_, eine Nullfolge ist.

Bemergung I. Es ist leicht ersichtlich auf Grund der obigen Definitionen,
daB jede Nullfolge gegen Null konvergiert. Es ist auch sofort klar, daB jede Teilfolge
einer Nullfolge wiederum eine Nullfolge ist.

Bemerkung 2. Konvergiert eine Folge x,, x,,... gegen den Operator x
im Sinne der Konvergenz II., so konvergiert sie auch im Sinne der Definition 1. 4.
In der Tat ist jede fastgleichmiBig konvergente Folge von Funktionen p, mit
der Eigenschaft p,=p #0 eine kompakte und nullfogenfreie Folge: Es folgt aus
(A) und (C), daB x,—x eine Nullfolge ist (im Sinne der Definition 1. 3), da die
Folge der Funktionen ¢g,=gp, ebenfalls kompakt und nullfolgenfrei ist, wobei
g#0 der ,,Nenner” von x=f/g ist, und wegen (A) und (C) g¢,(x,—x)=g(p,x,)—
—paf=0 strebt.

Wir werden in dieser Arbeit unter Konvergenz stets den im Sinne der Definition
1.4, genommenen Begriff verstehen. Wir wollen jetzt die folgenden Eigenschaften
der Konvergenz beweisen:

(a) Die konstante Folge a, a, ... konvergiert gegen a.

(b) Jede Teilfolge einer konvergenten Folge konvergiert gegen den Grenz-
wert der urspriinglichen Folge.

Hat eine Konvergenz die Eigenschaften (a) und (b), dann sagt man, dal} die
Konvergenz vom Typus (L) in Fréchetschem Sinne ist. ') Zum Beweis der Eigenschaft
(a) betrachten wir die Folge

(1.1) a—x,a—x, ...

) S. [8], S. 45.
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Es ist zu zeigen, daB die Folge (1.1) dann und nur dann eine Nullfolge sein kann,
wenn x=a ist, d.h.:

Satz 1. 1. Eine konstante Folge
(1.2) ik s O
ist genau dann eine Nullfolge, wenn ¢ =0 ist.

Bewels. Ist ¢=0, so ist (1.2) offenbar eine Nullfolge. Ist umgekehrt (1. 2)
eine Nullfolge, so gibt es eine kompakte und nullfolgenfreie Folge {q,},—, derart,
daB fiir n -

(1.3} guc=0  (9,c€%)

in [0, =) fastgleichméBig konvergiert. Man kann wegen der Kompaktheit von
{q.)r=1 cine konvergente Teilfolge {g;}r-, auswihlen, so daB

(1.4) }ir}_‘lnq,-n=q;é0

ist, da die Folge {g,},~{ nullfolgenfrei ist. Ist ¢ =-§ , so folgt aus (1. 3) und (1.4), daB
qf = lim g, f = lim gg; ¢ = g lim g;,c = 0

ist. Daraus folgt f=0 nach dem Satz von Titchmarsh (s. [1]), da ¢ #0 ist. Folglich

ist c=£=0.

g
Die Erfiillung der Eigenschaft (b) folgt leicht aus der Tatsache, daBl jede Teil-
folge einer Nullfolge wiederum eine Nullfolge ist.

Satz 1. 2. Sind die Folgen {f,}i., und {g,};., kompakt und nullfolgenfrei,
so ist auch die Folge {f,g,}v-1 eine kompakte und nullfolgenfreie Folge (wobei f,g,
die Faltung von f, und g, bezeichnet).

Beweis. Erst zeigen wir, daB {f,g,}—, kompakt ist. Es sei

(l- 5) {ﬁxgﬂ:‘}':;l

eine beliebige Teilfolge von {/,g,}:. . Dann existiert wegen der Kompektheit von
{f.}a=1 eine konvergente Teilfolge {f,, }iz:={e}i=, der Teilfolge {f, }i=1: @;=S"
fiir 7 — oo,

Da die Folge {g,},-: ebenfalls kompakt ist, kann man eine Teilfolge {¥; }-;
von {Y;}i= 1 ={gn }i=1 auswihlen, so daB

(1.6) V;,>8"€€¢ (j=)

strebt. Da {¢, };-, eine Teilfolge von {¢;};Z, ist, konvergiert
(1.7) @i, =f€€  (j=).
Folglich strebt

(1.8) ey, =g (=)

nach einem bekannten Satz iiber die fastgleichmaBige Konvergenz von Faltungs-
folgen (s. [1]). Damit haben wir die Kompaktheit von {f,g,}r.1 bewiesen.
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Nun beweisen wir, daBB {f,g.}o=; nullfolgenfrei ist. Setzen wir die Existenz
einer solchen Teilfolge (1.5) voraus, daB

strebt. Dann konnen wir die Teilfolgen {@;}7, bzw. {y;};-, so auswihlen, daB
(1. 6) bzw. (1.7) gelten. Dann ist f*g* =0 infolge von (1. d). Folglich verschwindet
mindestens eine der Funktionen /* und g* identisch nach dem Satz von Titchmarsh.
Das ist aber ein Widerspruch, da die beiden Folgen {/,},~, und {g,},— nullfolgenfrei
sind. Damit ist der Satz bewiesen.

Lemma 1. 1. Enthdilt jede Teilfolge einer kompakten Funktionenfolge {y,}n-1
(Y, €%) eine Nullfolge (im Sinne der Definition 1.3.), so konvergiert s, in [0, =)
fastgleichmdfig gegen Null.

Beweis. Erst zeigen wir, daB jede fastgleichmidBig konvergente Teilfolge von
{¥.}o=1 gegen Null konvergiert. Es sei {i, }i~, eine beliebige Teilfolge, so daB

(1. 10) V=Y (k=)

in [0, =) fastgleichmiiBig konvergiert. Es existiert nach Voraussetzung eine Teil-
folge {v}z,,h =1, die eine Nullfolge ist. Dann gibt es eine kompakte, nullfolgenfreie

Folge {g;};i~, derart, daB
(l- ”) Qe%k.zo

fastgleichmidBig konvergiert. Wegen der Kompaktheit und Nullfolgenfreiheit von
{g:}i~. gilt
(1.12) }Lr{laqjqu# 0
fir eine Teilfolge {g;;};=,. Es ist dann g =0 wegen (1. 10), (1. 11) und (I. 12).
Hieraus folgt ¥ =0 nach dem Titchmarshschen Satz, da g =0 ist.

Wir haben also bewiesen, daBb man aus jeder Teilfolge von {i,};., eine fast-
gleichmiBig gegen Null strebende Teilfolge auswihlen kann. Hieraus folgt schon

lim y, = 0

und dabei ist die Konvergenz in [0, =) fastgleichmiBig. Setzen wir nidmlich im
Gegensatz zur Behauptung voraus, daB i, in [0, <) nicht fastgleichmiBig gegen
Null konvergiert. Dann gibt es ein Intervall [0, 7,], in dem , nicht gleichmiBig
gegen Null konvergiert. Dann existiert ein ¢>0 und eine Teilfolge {\,, }i=1, so
daB es zu jedem mi, wenigstens ein 7, €[0, #,] gibt derart, daB

(I 13) |'Ibmk(rk)[gc

ist fiir jedes k=1, 2, .... Wihlt man nun aus der Folge {y,, }i~, eine Teilfolge
{l,b,,,“},‘;,, die in [0, =) fastgleichmiBig gegen Null strebt, so muf Vm,, in jedem
endlichen Intervall, speziell auch in [0, 7,] gleichmdBig gegen Null konvergieren.
Das ist wegen (1. 13) ein Widerspruch. Damit ist das Lemma bewiesen.



136 E. Gesztelyi

Satz 1. 3. Konvergiert eine kompakte Funktionenfolge {f,}v-, (im Sinne der
Definition 1.4), so konvergiert sie fastgleichmdfig in [0, =) (gegen eine stetige
Funktion f*).

Bewels. Nach Voraussetzung gilt f, ——i— [é €M, f, gE%’] , d. h. es gibt eine
kompakte nullfolgenfreie Folge {g,},-, so daB

b [
wlr-g)=o

fastgleichmidBig in [0, =) konvergiert. Daraus folgt

(1.14) 9u(8/u—1)=0.

Somit ist {gf, —f}.- eine Nullfolge. Da {gf, —f}.— kompakt ist, folgt aus Lemma
1. 1 die fastgleichmiBige Konvergenz

(1. 15) gh=/

also konvergiert f, gegen ; im Sinne der ersten Definition von Mikusinski. Es sei
{/.)i=1 eine beliebige fastgleichmiBig konvergente Teilfolge, dann strebt f, =/* €.
Da die Konvergenz im Sinne der ersten Definition eindeutig ist, haben wir f* ==

Damit ist bewiesen, dal3 man aus jeder Teilfolge der kompakten Folge {f, —/*}.=,
eine Nullfolge auswihlen kann. Hieraus folgt nach Lemma 1. 1, daB /, fastgleich-
miBig gegen f* konvergiert. Somit haben wir den Satz bewiesen.

Definition 1. 5. Es sei {a,};., eine Folge von Operatoren. Gibt es zu {aq,}
eine kompakte und nullfolgenfreie Funktionenfolge {g,}- derart, daB die Eigen-
schaften

(1) g, €¥ (n=1,2 ..)
) 0.0,=20 ()
gelten, so heiBit die Folge {q,} eine verifizierende Folge von {a,},- ;-

Bemerkung. Mit Hilfe der obigen Definition kénnen wir die Definition 1. 3.
einfacher formulieren: Eine Operatorenfolge ist genau dann cine Nullfolge, wenn
sic eine verifizierende Folge hat.

Satz 1.4. Es sei {p,}r- eine beliebige kompakte und nullfolgenfreie Folge.
Ist {q,}n- eine verifizierende Folge der Operatorenfolge {a,}r. 1, so ist auch {p,qu}n=1
cine verifizierende Folge von {a}n=1-

Bewers. Da die Folge der Funktionen g,a, fastgleichmidBig gegen Null kon-
vergiert, kann man wegen der Kompaktheit von {p,},., aus jeder Teilfolge der
Folge v, =p.q.a, eine (fastgleichmiBige) Nullfolge auswihlen. Somit konvergiert
{PuGnn}n=1 fastgleichmiBig gegen Null nach Lemma 1. 1. Folglich ist {p,q.}u-1
eine verifizierende Folge von {a,};.,, da nach Satz 1.2 {p.q,}.;-, kompakt und
nullfolgenfrei ist.
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Eine unmittelbare Folgerung des obigen Satzes ist der

Satz 1. 5. Ist {a,} eine Nullfolge, so ist auch {p,a,}r-, eine Nullfolge fiir eine be-
liebige kompakte Funktionenfolge {p,jn-.

Satz 1. 6. Zwei beliebige Nullfolgen {a,}r_ und {b,}- haben stets eine gemein-
same verifizierende Folge.

Beweis. Es seien {p,}r.; bzw. {g,},., die verifizierenden Folgen von {a,};_,
bzw. {b,};=,. Dann ist nach Satz 1.4 {p,q,}.- eine verifizierende Folge sowohl
von {a,}r.; als auch von {b};_,.

Satz 1.7. Sind {a,}7., und {b,}n-y Nullfolgen, so sind auch {a,+ b}, und
{a,b,}w- 1 Nullfolgen.

Bewers. Es sei {p,}.- eine gemeinsame verifizierende Folge von {a,},_; und
{b,}- 1. Dann gelten

Pulys Db, €€  (n=1,2,..),
Putty =0, p,b,=0.
Folglich gelten
pla,+b,)€EC, pfab, €€ (n=1,2,..),
Pul@y +b,) =Puy + puba =0,
piab,=0.
Also ist {p,}._, eine verifizierende Folge von {a, + b,},—,. Gleicherweise ist {p2}._,

eine verifizierende Folge von {a,b,};., da {pZ}:.; nach Satz 1.2 eine kompakte
und nullfolgenfreie Folge ist.

Satz 1. 8. Ist {a,};., eine Nullfolge, so ist auch {ca,},., eine Nullfolge bei
beliebigem Operator c.

BEweis. Es sei {p,}..; eine verifizierende Folge von {a,},.;, ferner sei

c=‘; €M, (f, g€¥€). Dann ist {gp,};., eine verifizierende Folge von {ca,} -, da

(gp,)(ca,) =f(p,a,) =0
gilt, und {gp,};-; wegen g0 kompakt und nullfolgenfrei ist.

Satz 1. 9. Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.

Bewers. Es sei {x,};_, eine konvergente Folge. Setzen wir voraus, daB {x};.,
gegen x* und x** konvergiert. Dann sind {x,—x*};_; und {x,—x"*};_, (nach
Definition 1.4) Nullfolgen. Wegen Satz 1. 8 istauch {x** —x,};=, ={ — l(x, — x**)}:-;

eine Nullfolge. Folglich ist
{(** =2y ={(** = x) + (x, = *)}ens
‘eine Nullfolge nach Satz 1.7. Also muBl nach Satz 1.1 x** —x*=0 sein, d.h.

i — % 3

Satz 1. 10. Es sei {x,};—, eine konvergente Folge. Ist {a,}v_, eine Nullfolge,
so ist auch {a,x,} -, eine Nullfolge.
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Bewers. Fiir lim x, =0 ist der Satz mit dem Satz 1.7 identisch. Es sei nun
n—ses

lim x,=x =£ #0 (f,g€%), also f#0, g0.Ist {g,}.-, eine verifizierende Folge

o
von {x,—x};_,, so sind dann {fg,};-, und {gg,};=, kompakt und nullfolgenfrei.
Es sei {p,}s-, eine verifizierende Folge von {a,},_;. Dann ist {p,gq,};- eine veri-
fizierende Folge von x,a,. Die Folge {/q,p,};-1 ist ndmlich eine verifizierende
Folge von {a,},_; nach Satz 1.4. Gleicherweise ist {gq,},~, eine verifizierende
Folge von {x, —x};.;. Dann gelten fg,p,a,=0, gg,(x,—x)=0. Also

(pngqn) (xnan) Sk anpnan + (gqnxn _fqn) (pnan) —
= J4uDun + 84u(x, — X)(pya,) = 0.

Damit ist der Satz bewiesen.
Satz 1. 11. Aus x,—~x und y,—y folgt x,+y,~x+y und x,y,—+xy.

Bewes. Die Folgen a,={x,—x};—-; und b,={y,—»}i=: sind Nullfolgen.
Also ist {(x, +,) — (x +»)}i- 1 ={a,+b,};- eine Nullfolge nach Satz 1. 7. Gleicher-
weise ist {x, ¥, —xVh=1 ={x,00, —») +(x,—x)y};=; eine Nullfolge auf Grund
der Siitze 1.10, 1.8 und 1. 7.

Satz 1. 12. Aus x,—~x und y,—~y#0 folgt

e o

—_—

Yo ¥

1 1 : .
Beweis. Es geniigt = —-—JT zu beweisen, denn hieraus folgt schon

auf Grund von Satz 1.11.
Es sei J-‘:i—(f, g€%). Dannist /=0 wegen y=0 und g=0 wegen yc.#. Ist

{9} eine verifizierende Folge von {y—y,}r=1, so ist auch {gg,},-, eine veri-
fizierende Folge von {y—y,}»=:. Folglich gilt

Vn=89,(y—y)EE€ (1=1,2..)
’nbn::o (n_"w)

und

Somit strebt gg,/, fasgleichmiBig gegen Null nach Lemma 1. Ferner ist die Folge
der Funktionen

Pn=8nVn=Gnf —¥n

kompakt und nullfolgenfrei. Folglich ist auch {¢,q,f};-1 kompakt und null-
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folgenfrei (Satz 1. 2). Diese Folge ist eine verifizierende Folge von {-l—— ~1—} , da

Yn YIa=1
| 1 1 1 1 1
Pulnf [—— ——] = (89,34 S [-7* - —.] = g’ qayay | —— ':] =
y Y )

n Ve ¥

= (29,)[29,(y —y»)] = 89,¥a = 0

gilt. Somit ist {1 — J}W eine Nullfolge, und das war zu beweisen.
n=1

§ 2.

Als Anwendung des im ersten Paragraphen entwickelten Konvergenzbegriffs
wollen wir die Konvergenz der Operatorenfolgen

U (6)s U (X)s <oy U X); 1.
untersuchen.
Wir beginnen erst mit der Zusammenfassung der wichtigsten Eigenschaften

von U,.
(I) U, ist fiir beliebige feste positive Zahl k definiert, wie folgt:

Uu(f) = {kf(k)}  fiir fe%

Ui(x) = % fir x= ge.// (f,g€%).

(Beziiglich der Eindeutigkeit dieser Definition sieche z.B. [4]).
(II) U, ist additiv:
Ux +») =Ux)+ U(») (x, y€.#).
(IT1) U, ist homogen:
U(Ax)=AU(x)  (x€.#, € K(=Zahlenkorper)).
(IV) U, ist multiplikativ:
Uixy) = U(x)Up(») (x, ye.M).
(V) Es gilt U,U,=U, fiir jedes u>0 und v=0, d. h.:
UlU(x)]=U,(x) fiir jedes xc.#
(s. [4].
(VI) Uyx) ist stetig beziiglich der Konvergenz 1. (s. [4]), (d. h. aus x, % x folgt
stets  Up(x,) @ U(x) fiir n o),
(VII) Ist Uy(a)=a fiir jedes n=1, 2, ... bei irgendeinem Operator a, so ist a
eine Zahl. (s. [4]).
(VIII) Konvergiert die Folge {U,(»)},~; im Sinne der Konvergenz I., so ist ihr
Grenzwert stets eine Zahl (s. [4]).

Wir wollen nun die Stetigkeit von U, beziiglich der in § 1. definierten Konvergenz
beweisen.
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Satz 2. 1. Die Transformation U, ist in jedem Punkt stetig. (Unter Punkt ver-
stehen wir einen Operator).

Bewels. Es sei {x,},.; eine beliebige konvergente Operatorenfolge, deren
Grenzwert x ist. Dann ist

(2.1) lim Uy(x,) = Uy(x)

zu beweisen. Es sei {g,},~ eine verifizierende Folge von {x,—x},.,. Dann ist
{Ug)}r=1 eine verifizierende Folge von {U(x,)— Uyx)}r- . Nimlich ist die
Folge der Funktionen

Uk(qn) - {an(k! )}

offenbar kompakt und nulifolgenfrei, und wir erhalten wegen

[‘pn(’)} o QJI('YH -x)=0
durch Anwendung von (II) und (IV)
Ulq) [U(x,) — U(x)] = U(g,)Ux, —x) = Ulg,(x, —x)] =
=Ulo,) =k{p,(kt)}=0 fir n-—oo.
Somit ist {Uy(x,) — U(x)},=, eine Nullfolge, q.e.d.
Satz 2. 2. Existiert der Grenzwert
(2 2) lim U,(x) = a

fiir irgendeinen Operator x, so ist a eine komplexe Zahl.

BEwEIs. Wir haben diesen Satz in [4] auf Grund der Stetigkeit von U, beziiglich
der spezielleren Konvergenz 1. bewiesen. Da wir die Stetigkeit fiir die allgemeinere
Konvergenz in Satz 2. | bewiesen haben, kdnnen wir den Beweis von Satz 10. 1
in [4] (S. 199) Wort fiir Wort wiederholen. Unter konvergenz ist natiirlich die
allgemeinere zu verstehen. Damit ist der Satz bewiesen.

Wir wollen aus ZweckmiBigkeitsgriinden die Transformationen

E*(x) = Ugl(x) (—o=a=oo; xXEM)

einfithren, wobei ¢ die Basis der natiirlichen Logarithmen ist. Die Transformation
E* ist also linear und multiplikativ:

2.3 E¥x+y) = EN(x)+E%y) (x, yeH),
2.4 E*(Ax)=iE%(x) (xeEM: LX),
(2.5) E*(xy) = EX(x)E*(y).

Aus (2. 5) folgt
(2.6) Ex(1)=1

und somit wegen (2. 4)
2.7 E*(2)=4 (AeX).
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Aus der Eigenschaft (V) ergibt sich

(2.8) EYEF = =8 a, PE(—-=o, o).
In der Tat gilt
E’Eﬁ = UegU‘.j'J - Ue!gﬂ - Uezd-p - E-t-l-fl.
Lemma 2. Es sei B,, 1, ..., B,, ... eine beliebige beschrinkte Folge von reellen
Zahlen:
(2.9) BJ=K (n=12,..).

Ist die Operatorenfolge a,, a,, ..., a,, ... eine Nullfolge, so ist auch die Folge
der Operatoren

(2. 10) Efr(a,) n=12,..)
eine Nullfolge.

BeEwels. Es sei {g,}._, eine verifizierende Folge von {a,},;~;. Dann gilt
®,=q,a,c€ (n=1,2,...) und

(2.11) ¢,=q,a,=0.
Wir beweisen, daB
(2.12) {EP(gn)}n=1

eine verifizierende Folge von {EPfr(a,)},., ist. Es gilt wegen (2. 5)
E'n(q.)E?P(a,) = EP(qnay) = EP(@n) = {ePrp,(ePn1)} €€

fir jedes n=1, 2, ... und aus (2. 11) folgt

(2.13) El(q,)E?(a,) = {e',(ef1)} = 0.

Es sei ndmlich ein 7,=>0 und ein £¢=>0 beliebig vorgegeben. Dann gibt es wegen
(2. 11) ein Ny, so daB

(2. 14) lp, (1) <ee K

ist fiir n >N, und 1€[0, e*1,], wobei K eine in (2. 9) definierte Schranke der Zahlen
B, ist. Ist nun 0=¢t=1¢,, so gilt 0 =efrt =ebrt, =ekt,. Also ist wegen (2. 14)
|EP(@,)] = |ePr,(ePnt)| < eXgeX
fiir n= N,. Wir haben also (2. 13) bewiesen.
Um die Kompaktheit und Nullfolgenfreiheit von (2. 12) zu beweisen, braucht
man einzusehen, dall jede Teilfolge von (2. 12) eine fastgleichmifBig konvergente
Teilfolge hat, und ihr Grenzwert nicht identisch verschwindet. Es sei

{E™ (g )hn=1

eine beliebige Teilfolge von (2. 12). Auf Grund der Kompaktheit und Nullfolgen-
freiheit von {g,}:., kann man aus der Teilfolge {g, }»~ eine fastgleichmiiBig kon-
vergente Teilfolge {g; }.., auswihlen, so daB

=&

(2.15) ,}L"l g, =q#0
ist.
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Wegen der Beschriinktheit der Zahlenfolge {f,},~, konnen wir aus der Folge
{B;}n=1 eine konvergente Teilfolge {f; }.; auswihlen:

(2.16) lim §, = B.
Wegen (2. 9) gilt offenbar s

(2.17) Bl=K.

Weiterhin strebt

(2.18) g = =0 (n— o).

Es sei 7,=0 und &=0 beliebig vorgegeben. Die Funktion g€ % ist im Intervall
[0, e¥t,] gleichmiBig stetig. Folglich gibt es ein § =0, so daB

-K

, ge
(2.19) lq(t,)—q(t,) < =
ist fiir |t, —t,/<d und t,, 1,€[0, eXty]. Da {j,};i~; eine Teilfolge von {i}, ist,
gibt es ein N, wegen (2. 15), so daB bei beliebigem 7€[0, e*1,]

-K

(2. 20) 9;.(1)—q(1)| < 384

ist fiir n=N,. Wegen (2. 15) gibt es eine Schranke M =0, so daB

(2. 21) lg; | =M =12

ist in [0, e*1,]. Es sei

2.22) ¢* = min [ e %]
Wegen (2. 18) gibt es ein N,, so daB

(2. 23) le,| <e*

ist fiir n=>N,. Es sei

(2. 24) N=max (N,, N,).

Ist nun 0=7=1,, so ist 0=é’int =eX1,. Also gilt wegen (2. 20)
(,—K
-
fiir n=N stets in [0, 7,]. Da fiir n=>=N und 7€[0, 7,] wegen (2. 23) und (2. 22)

(2 25) I'qj"(eﬂjut]___q(eﬂj"’)! - E

: ; ! ' 0 2
\Pint—Pt] = |Pin—€P|t = le,| 1, < 1ty =10
0

ist, ergibt sich infolge von (2. 19)
~K

(2.26) q(e’int)—q(e’1)| < St’4
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fiir n>N und 7€[0, 1,]. Nun erhalten wir aus (2. 18), (2. 17), (2. 25), (2. 26), (2. 23)
und (2.22)

|E"in(q;)— E"(q)| = |fing; (fin) -l q(e’t)| =
= |[g; (" It) —q(e" )] + |a| |q;,("1n1)| =
= |g;,(e"t)—q("nt)| " + |q(ePint) — q(P 1) " + e M =

ge® . w2V o 8
et o M =

=

fir n=N und 7€[0, #,].
Somit haben wir bewiesen, daB man aus der Teilfolge {E"*(g, )} =, die fast-
gleichmiBig konvergente Teilfolge {E’ I"(g;,)}i=1 auswihlen kann. Dabei ist offenbar

lim E%in(q;) = E*(q) = {¢q(" 1)} = 0,

da g=0 ist. Also ist (2. 12) eine verifizierende Folge von (2. 10). Damit haben
wir das Lemma bewiesen.

Satz 2. 3. Es sei x irgendein Operator. Konvergiert die Folge

(.27 {E"(xX)}a=1
gegen eine komplexe Zahl 2, so konvergiert auch die Folge
{Ev()}a=1

gegen o fiir eine beliebige nichtbeschréinkte Folge von reellen Zahlen

(2. 28) VSV SV <ui e

Bewers. Nach Voraussetzung ist

(2.29) {x—E"(x)}-
eine Nullfolge. Dann ist auch
(2.30) o — EMI(0)i

eine Nullfolge, wo [v,] die groBte ganze Zahl = v, bezeichnet. Ist ndmlich {g,};-,
eine verifizierende Folge von (2. 29), so ist {g;, j}.= eine verifizierende Folge von
(2. 30), da die Folge {gy,}s=1 offenbar kompakt und nullfolgenfrei ist, ferner wegen

(2. 31) Gl —E"(x)]=0 fiir n-—eo,
auch
(2.32) Gpg(@—EM) (x)= 0 fiir n—eo

gilt. DaB (2. 32) tatsidchlich fastgleichmidBig gegen Null strebt, folgt aus Lemma 1.
Man kann ndamlich wegen (2. 31) aus jeder Teilfolge von (2. 32) eine Nullfolge
auswihlen, da die Zahlenfolge (2. 28) nichtbeschriinkt ist.
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Dann ist auch {x—E"(x)};_, eine Nullfolge. Unter Anwendung von (2. 7),
(2. 8) und (2. 3) erhalten wir ndmlich

A E?u(x) — 1-E["nl+("n"["un(x) =
= EOn=mD(g) — EOn=lmD(EUn(x)) = EOn=lva (o — Enl(x)),
Hieraus ist auf Grund von Lemma 2. ersichtlich, daB {« — E"+(x)},~, eine Null-
folge ist, da |v,—[v]| <1 ist. Q.e.d.

Satz 2, 4. Existiert
lim E'egn(x) = o

[ ]

wo n die Folge der natiirlichen Zahlen durchlduft, so ist o eine komplexe Zahl, und
es gilt auch
lim E"(x) = «

n—+ oo

BEwEls. Da Eleen=yleen =, ist, folgt nach Satz 2.2, daB « eine Zahl ist.
Setzen wir f, =log n—[log n], so ergibt sich
a— Ellosn)(x) = o — E-Pntlosn(x) = E-Pn(a)— E~Pn(E'87(x)) = E~Fn(a— E'87(x)).

Hieraus siecht man wegen Lemma 2, daB {« — El°e7l(x)}~ , eine Nullfolge ist, da
nach Voraussetzung « — E'2"(x) gegen Null strebt, und |— f,| <1 ist. Somit ist auch
{x— E"(x)},—~, eine Nullfolge, da die Folge {n};_, eine Teilfolge von {[logn]};-,
ist. Man kann die letzte Behauptung folgenderweise formulieren: Zu jeder natiirlichen
Zahl n gibt es mindestens eine natiirliche Zahl m so dall n=[log m] ist. Wegen

[log m] =log m <=[log m] + 1
erhalten wir
n=logm-=n+1
d. h.

"=m=e"t!,

Man braucht also zu zeigen, daB jedes Intervall (¢”, e"*') wenigstens eine natiirliche
Zahl m enthilt. Das ist aber trivial, da die Linge des Intervalls

entl—e" = (e—1)e" > 1 (n = 0)
ist. Damit ist der Satz bewiesen.
Satz 2. 5. Existiert
(2.33) ,!L'fl U(x) =«
wo n die Folge der natiirlichen Zahlen durchliuft, so existiert auch
(2.34) .31.".1 Up, (%) = a

fiir eine beliebige nichtbeschrinkte Folge von reellen Zahlen

O<oy<my<..<o,<....
Dabei ist o stets eine Zahl.
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BEwEls. Aus der Voraussetzung (2.33) folgt E'@t"(x)= U,(x)—~«, wobei «
nach Satz 2.2 eine Zahl ist. Dann folgt nach Satz 2.4 E"(x)—~«. Hieraus folgt
weiterhin nach Satz 2. 3, daB nlim Ev»(x)=u ist fiir eine beliebige nichtbeschrinkte

monoton wachsende Zahlenfolge {v,},-;. Ist speziell v,=log w,, so ergibt sich
Ue, (x) = Ugpva(x) = E¥(x) ~0t.
Damit ist der Satz bewiesen.

§3.
Wir wollen endlich einige Probleme stellen.

Problem 1. Gibt es eine Operatorenfolge, die im Sinne der Definition von
§ 1. konvergiert, aber im Sinne der Definition II. divergiert?

Problem 2. Kann man den Satz 2. 5 nur unter der Voraussetzung der Kon-
vergenz II. beweisen?

Problem 3. Ist der Grenzwert lim U, (x) (®, -~ =) von der Wahl der Zahlen-
folge

O=w,<wy<..<w,<..
stets unabhingig?
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